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PBÉFACE. 


il  lAv  jl^a  -ri/t  «ouSihK  maf* ,  al  tt 


Si,  généralemeat,  il  est  d'usage  de  mettre  une  préface 
à  un  livre,  à  nous  plus  qu'à  tout  autre,  il  était  d'obliga- 
tion de  s'y  conformer  ;  car  les  considérations  qui  nous 
ont  dirigé  dans  cette  drconstance  sont  entièrement  dif- 
férentes de  celles  des  autres  auteurs. 

Avant  de  les  exposer,  il  y  aurait  lieu  de  présenter  quel- 
ques réflexions  sur  l'étude  de  l'AL(;ÈBRi:,iiiaiscelie  question 
trop  complexe,  [a]  doit  ètiv  i^<■^^^■^è(^.  Nous  dirons  seule- 
ment que  cette  étude  n'est  pas  aussi  difficile  qu'on  se 
rim^ine,  et  que,  ù  v^tablement,  on  rencontre  des 


(a)  On  comprend  que  te  bot  qu'on  m  propoEa,  Is  carrière  à  taqueUa  od  m 
detUna,  la  dcgrëd'lnielligcaMdaducDD.ete.,  etc.,  ulsent  dei  modlQuIiong 
diM  U  nunlère  iTeDHliniar  raJgtbre. 


n  FkSFACE. 

difficultés,  cela  tient  enrlout  à  des  causes  étrangères  fiiciles 
à  voir. 

Tels  qu'ils  sont,  les  traités  d'ambre  existants  ne  con- 
viennent qu'à  une  classe  assez  restreinte  de  lecteurs  et 
d'autant  plus  restreinte  que  ces  livres  ne  sont  pas  recher- 
chés, en  dehors  du  temps  des  études,  par  ceux  même 
qui  auraient  le  désir  d'acquérir  quelques  connaissances 
dans  cette  partie  ou  simplement  de  revoir  des  théories 
oubliées. 

En  pffet,  dans  un  but  rioublempnl  avantafieuî  pour 
eux,  l(!S  auteurs  privili^gife  da  ces  ouvrages  Kcientifi- 
ques  se  sont  reiiferuiés  dans  une  concision  (6)  ijui 
dégénère  souvent  on  obscurité.  Écrivant ,  d'ailleurs  , 
pour  des  jeunes  gens  qui  suivent  des  cours  faits  par 
des  professeurs  chaînés  d'expliquer,  compléter  ou  rec- 
tifier les  passages  incomplets  ou  riàeux ,  ils  ml  pu 
s'appuyer  sur  ce  précepte  de  o'Auhbbrt  :  uUez  en  avant 
ia  foi  vsui  viendra,  pour  éliminer  (c)  ou  abréger  telle- 


(i)  C«  reprootae  ne  peut  itdittm,  par  eiemple,  i  Cuibadt  -,  miia,  tndâpea- 
damment  dei  lacuDes,  M  nrithoda  d'npotitlQD  présente  des  iacaiiTénlenli 
Uèt-graTM.  Qa  peut  rigalanMOt,  chet  fm  Udeni  nuleurs,  rencontrer  dai  énon- 
cés qui  uB  SDRtpiDBexacU.  (Edler,  page  403.) 

(c)  La  théorie  da  plus  grand  commim  dlflUDi  Mt  iDpprbnéa  dam  qoclquei 
DDTragea  modeinei.  CerlalDi  cas  parllnillBra  tont  paMéa  toae  ilt«nce  el  t\  l'on 
j  joint  rinuuciance  des  nuteun  A  Yii^tû  du  raun,  li  ta  rd'olta  eMmntat 
de*  dlRcDlléi  ImoTiiiontBblei. 
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ment  (d)  certaines  théories  élémentaires,  quo  leurs 
livres  sont,  pour  le  lecteur  réduit  a  lui-même,  des  ou- 
vrages défectueux  qui  le  rebutent;  car,  ne  trouvant  pas 
toujonrs  les  définitions,  ni  l'esprit  des  méthodes  em- 
ployées, ou  bien,  rencontrant  des  principes,  sinon 
erronés,  du  moins  expliqués  trop  peu  dairament,  le 
lecteur  ne  comprend  rien  aux  opérations  ou  aux  trans- 
formations; il  croit  alors  h  des  difficultés  qui  n'existent 
que  dans  la  manière  dont  les  questions  sont  dévelop- 
pées et  peut  se  créer  de  fausses  idées  en  attribuant  k  une 
sorte  d'inspiration  de  l'analyste,  ce  qui,  en  résumé, 
n'est  que  le  fruit  d'observations  précédentes. 

U  est  donc  presque  impossible  à  celui  qui  n'a  aucunes 
notions  ou  que  peu  de  notions  en  algètnv  d'y  fùre  seul 
quelques  progrès  ;  car,  l'algèbre  étant  une  science  de 
raisonnement,  la  signification  des  expressions  employées 
est  une  chose  indispensable,  et  il  est  nécessaire  de  faire 
voir  les  considérations  sur  lesquelles  on  s'est  appuyé,  en 
donnant  aux  démonstrations  une  forme  qui  permette  de 
saisir  la  logique  qui  préside  aux  diverses  opérations  ; 
afin  que  l'on  ne  considère  point  l'algèbre  comme  une 
simple  science  de  formules.  ' 


VUI  PHËFACK. 

Oo  comprend  aussi  qu'à  mesure  qu'on  avance,  on  fait 
usage  d'un  plus  grand  nombrede  principes  dont  le  rappel 
ne  doit  pas  être  confié  enliëremeatà  la  mémoire  du 
lecteur  ;  puisque  les  démonstrations  s'appuyant  sur  des 
vérités  précédentes  (souvent  invoquées  tacitement),  si  on 
ne  les  a  pas  présentes  à  l'esprit,  il  n'est  plus  possible  de 
saisir  l'eachalnement  des  raisonnemeuts  (/). 

Un  traité  composé  d'après  ces  idées  n'existe  pas  ; 
cependant  un  lel  livre  serait  utile,  non-seulement  à  la 
classe  de  lecteurs  que  nous  avons  supposée  (page  vu), 
mais  serait  recherché  aussi,  soit  par  les  parents  qui  veulent 
Taire  l'éducation  de  leurs  eufants,  sort  par  les  maîtres 
([ui  se  chargent  de  celte  instruction  ;  car,  les  mathéma- 
tiques, pour  être  approfoudies,  exigeant  des  études  spé- 
ciales, il  n'est  guère  permis  (i'cspt'^rer  que  des  parents 
un  peu  rouillés  dans  celle  parlie  .  ou  qu'un  précepteur 
<iui  doit  vire  universel ,  puissenf  Imijours  répondre  d'une 
manière  satisfaisante  aux  questions  délicates  de  leur 
él6ve  ;  et  c'est  ce  qui  doit  arriver,  si  elles  n'ont  pour 
auxiliaire  qu'un  de  ces  traités  incomplets. 


(f)  Pour  remédier  A  ce  djftitiE  capital  d«  tralUa  ëldmenlalTM,  noiu  irom 
lait  un  usage  fiiiquciit  Au  nuradros  de  xtanl  qui  pcrmelleot  de  tmuvcr  de 
suite  eedotit  ou  a  beEoln;  car,  il  compHIe  que  lolt  une  lable.  Il  n'eit  patpoi- 
tlble  «l'etle  embniM  loal  ce  qu'elle  demdt  conlenir. 
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pnËFACB.  a 
Il  nous  reste  maiateDant  à  expliquer  la  présence 
et  le  but  du  livre  auquel  ces-  ligues  servent  d'iali-o- 
duction. 

Après  avoir  reconnu  que  les  principales  causes  d'éloi- 
ment  pour  l'algèbre,  tenaient  surtout  h  l'impossibilité 
où  on  était  de  se  procurer  un  ouvrage  suffisamment  clair, 
nous  avons  réfléchi  que  la  somme  d'intelligence  qui  est 
départie  à  chacua  de  nous,  ne  devait  pas  être  moindre 
du  temps  d'ËuLER  et  de  Claikault  ,  et  que  si  ces  grands 
maîtres,  dans  leuiî  traités  élémentaires,  avaient  jugé  con- 
venable do  ne  pas  épargner  les  détails,  un  ne  pouvait 
fùre  mal  aujourd'hui  en  cherchant  à  élaguer  les  dlfli- 
cullés  au  moyen  de  développements  suffisants.  C'est 
pourquoi  nons  avons  donné  une  forme  didactique  à  un 
travail  tout  personnel  dans  l'origine,  avec  l'idée,  qu'à 
défaut  de  meilleur,  il  serait  peut-être  accueilli  favora- 
blement ;  puisque  indépendamment  du  but  sérieux,  la 
sdeuce  du  calcul  permet,  non-seulement  de  se  rendre 
compte  .de  quelques  problèmes  on  résultats  curieux 
qu'elle  présente  (g),  mais  encore  d'obtenir  \&  solution  et 
l'explication  de  plusieurs  jeux  ou  questions  intéressantes. 


(;)LapaulbiUUdei)oi]ilnilr«  wl-iDêiiwiiiMlaliIa  de  lopilUiiiiM,  oa  hd- 
lemant  la  nnbeidie  d»  UtsnnnleqnipeniMt  d'obtenir  os  nSmltat,  cttcatUl- 
DenMrt  on  dn  proUimM  In  pltulnUicMaDli  de  l'alB^bn  d^intnUlT*. 
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Résultat  qui  cause  toujours  un  ceiiain  plaisir  ;  car,  aiosi 
que  Ta  dit  avec  vérité  ua  anciao  po6te  : 

Félix  qui  ptAmt  rerutn  cognoscere  cattsas. 

Enfin  cet  ouvrage  pourra,  du  moins  noue  le  penBons, 
6tre  considéré  comme  un  interpiite  qui  permettra  de 
lire  avec  fruit  les  autres  traités  d'algèbre,  et  c'est  tout 
ce  que  nous  désirons  0* 


n  QniiqoM  ^Hnalioni  nom  ont  âé  adranta  lor  In  dfnil^peinenb  que 
noui  donooDi  à  te»  démeota.  Svie  stodi  pensé,  comme  nous  I'itod»  d^ft  dll, 
que  Ta  concision  dans  eu  lortei  d'oDTTBgu  conduisait  fl  l'obscurilc.  N'ous  ne 
■onimes  point  de  l'avis  do  DuniL  Hmnuls  qal  n'attribuait  point  un  certain  ou- 
vrage a  Arisioie,  parce  ipi'on  n'y  renconlrall  point  celle  mnjfslucusi:  obscuriU 
jtn'  rrpmme  Us  ignoranti;  an  contTBira,  nooi  pirtigeuni  complètement  l'opi- 
nion du  câàtin  uttoDome  Aueo,  qui,  1  roarcrtan  d'un  de  us  cours,  cdqhd- 
ttit  1  paraître  prolUe  et  uni  finance,  ponm  qall  fût  IronTd  clair  dan»  s«a 


AVERTISSEMENT. 


Les  difficultés  provenant  de  notre  éloignement  du  lieu 
d'impresBioD ,  jointes  au  soin  que  nous  apportions  dans  la 
TËriiication  essentielle  des  explications,  des  calculs  et  générale- 
ment de  toutes  les  expressions  algébriques  et  numéros  de 
renvoi  (iri'S-nombreiix)  nom  ont,  nmpi'clié  de  porter  de  suite 
notre  attention  du  côtiS  de  la  ponctuation  et  nous  avons  reconnu 
l'absence  de  quelques  virgules.  Toutefois,  ces  omissions,  sauf 
de  rares  exceptions,  n'ont  d'autre  ioconvénient  que  de  laisser 
supposer  de  la  négligence  de  notre  part  (*),  et  ces  fautes 
insignifiantes  pour  le  lecteur,  ne  se  trouvent  guère  que  dans- 
le  premier  volume. 

Nous  avons  agnalé  seulement  celles  dont  l'oubli  poumùt 
présenter  quelque  obscurité  ;  quant  aux  erreurs  proprement 
dites,  elles  sont  dues  presque  toutes  au  tirage  mécanique  et 


(')  tlno  ponctantlon  parTaitaniKit  r^gnllèra  Bit  un  point  fort  peato  nugt 
daD9  lesouTragGid'algâbra;«n(Otit  OM,  eel<  iMTaliitpu  ■•  pdnadapneéder 
1  no  nouTOu  Uiaga. 
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en  très-petit  nombre,  coomie  on  peut  le  voir  dans  la  Notb 
nES  EBBATA,  qu'il  est  d'ailleurs  utile  de  consulter. 

Pour  plus  de  garantie  d'exactitude,  dans  le  délai  d'un  an, 
nous  ferons  tirer,  s'il  y  a  lieu,  une  liste  suppléoien taire  des 
erreurs  qui  auraient  pu  nous  échapper  dans  la  correction 
et  qui  sera  délivrée  gratuitement  à  tout  possesseur  d'un 
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CHAPITRE  PBEHIER. 


DE  L'ALGÈBRE. 

1.  11  as.soz  difficile  de  bien  définir  {'algèbre,  et  indépendam- 
mad  ûiUih  (\ac  ccia  demanderait,  il  serait  nécessaire,  pour 
bien  apprécier  celte  délïuition,  d'avoir  déjà  quelques  connaîs- 
sances  dans  cette  partie.  -Nous  devons  donc,  pour  le  moment, 
nous  borner  il  dire  que  : 

L'algèbre  a  pour  but  d'abord  de  faire  apercevoir  des  vérités 
malhématiaues  ou  cerlaina  rapports  des  nombres  que  Varit^i- 
tique  n'aurait  pu  faire  connaître; 

Ensuite  de  donner  ta  Tacilité  de  saisir  ces  rapports  et  de  pro-  ' 
curer  des  moyens  commodes  ou  des  règles  générales  propres  à 
résoudre  les  questions  qui  peuvent  se  présenter  sur  les  quantités; 

Et  enfin,  de  réduire  à  des  opérations  pour  ainsi  dire  mécani- 
ques, des  raisonnements  auxquels  généralement  l'esprit  humain 
ne  saurait  se  prêter. 

Pour  parvenir  à  ce  résultat  il  n'était  plus  possible,  comme  en 
arithniélique,  de  raisonner  sur  des  nombres  ayant  une  valeur  par- 
ticuliÈre  et  délennliiée  ;  on  a  dfi  alors  rppréspnler  les  quantités 
piir  d'iHilres  si^iii^s  (^énériiiix  susœpliLlL-s  de  re]nvsenler  toutes  les 
q\i;mliti;s  iuiagiiuihles.  Ce  sont  les  lettres  de  l'alphabet  que  l'on  a 
choisies  pour  remplir  ce  but;  mais  cela  n'était  pas  suffisant,  ii 
fallait  aussi  représenter  leur  manière  d'être  b  l'égard  les  unes  dos 
antres  et  les  différentes  opérations  que  l'on  voulait  faire  sur  àles, 
ce  qui  nécessitait  l'emploi  de  nouveaux  signes  que  nous  allons 
bientôt  faire  connaître.  Nous  dirons  auparavant  avec  Bezout  que  : 
les  raisonnements  et  les  opérations  exigés  par  les  divers  objets 
qui  dépendent  des  recherches  mathématiques,  ont  des  parties 
communes  que  l'on  peut  ramener  à  des  r^les  générales  it  l'aide 
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desquellBs  l'esprit  peut  ûtrc  soulagé  d'une  grande  pnrtie  des  ef- 
forts que  ctmque  nouvelle  question  semblerait  exiger. 

La  niÉlliode  apjielùe  analyse  (')  est  celle  qui  enseigae  à  trouver 
ces  règles  et  i'inslrumeot  i|u'elle  emploie  pour  y  parrenir  est 
l'algèbre.     (Voira"  124el278.) 

DÉFINITIONS  PRÉLIMINAIRES. 

S.  On  nomme  quantité  ou  grandaur  tout  ce  qui  est  EUEcepliUe 
d'augmentation  <hi  de  diminution  :  un  poids,  une  mesure,  etc., 
sont  donc  des  ^ucnfMs,  et  il  serait  difficile  d'en  faire  l'énumération  ; 
c'est  là  roriginc  des  différcDlcs  parties  dra  TTiiiltiéniiiliqii(.>s;  dia- 
cuna  d'elles  s'occupe  d'une  espace  pai  lii  uliOii;  i^t  \\trm\  un  nom 
pariïcutter  suivant  la  naturii  de  l'olijrl.  L:i  si  iMict;  des  iiuiiihres 
s'appelle  arithmétique,  demdme  que  celle  qui  s'occupe  du  mouvâ- 
mcDl  s'appelle  ntécmiqae,  etc.  L'arîttunétique  sert  de  base  bux 
autres  parties  des  maihimtàiquet  que  l'on  petit  appelet  la  idenee 
de»  quantités. 

Or,  on  no  peut  déteriHinef  itne  quantité  qu'en  comparant  cette 
quantité  à  une  antre  quenlifé  de  mâme  espèce  connue  et  en  indi- 
qSant  leur  rapport.  Ajnslj  veut-on  mesurer  une  étendne,  on  se 
servira  d'une  longueur  connue  telle  que  le  mëlre,  le  pied,  etc.; 
d'où  il  résulte  que  pour  obtenir  lis  déterminations  ou  les  mesures 
d'une  quantité  quelconque,  ii  faut  prendre  à  volonté  pour  unité  de 
mesure  une  certaine  quantité  de  1b  même  espèce,  el  fixer  le  rapport 
de  cette  tmilé  ou  quantité  cornue  aveo  la  quanUté  donnée.  Ce  rap- 
port sera  exprimé  par  desiittobres. 

Toutes  les  quantités  et  tés  différentes  variations  qu'elles  peuvent 
Èubir  pouvant  être  exprimées  par  des  nombres,  pour  les  délenniner, 
â  faut  connâlre  à  fbod  la  science  des  nombres  et  toutes  tes  ma- 
lifëres  de  ôalc&ler  qui  peuvent  se  présenter;  il  semblerait  alors  que 
ce  serait  h  l'nnY^'ne(i'(?((f  qu'il  faudrait  s' ad  rosser,  mais  celte  science 
ne  s'ijleiid  qn'ii  CLilaiiies  manières  de  calculer,  et,  si  elle  fournit 
Ôes  rCgIfS  |)oui  Iruviver  certains  résultuls,  cesrésultids  ne  peuvent 
fournir  dis  règles,  et  c'est  à  l'algèbre  qu'il  est  réservé  d'atteindre 
ce  double  but. 


(']  Àiudyie  ou  cnunsn  <l«  propiUUi  et  candlUDD»  renltimiei  daoi  ans 
qusatlon. 
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5.  Celui  qui  y  est  complètement  étranger  trouvera  ces  expli- 
cations encore  bien  vagues.  Pour  y  suppléer  et  faire  mieux 
seutir  la  dislinctioii  qui  oxisto  entre  l'arïlbméUqae  et  l'algèbre, 
nous  supposerons  que  l'on  ait  h  ajouter  les  nombres  B,  8,  et 
10;  l'arithmélique  nous  donnera  pour  somme  33.  Ce  résullat 
S3,  pat-  ta  forme,  ne  porte  aucun  indice  de  l'opération  que  l'on  à 
feile  pour  l'obtenir,  et  II  ne  rappelle  en  aiictiHe  manière  les  nombres 
sur  lesquels  on  a  opéré;  cnr  23  peut  provenir  évidemment  de  l'ad- 
dition de  tous  aiilivE  iioiDhifs  fjiu;  et  Kl,  pt  nii'[ne  (ie  toute 
autre  opéralion  de  i'nritlimdiqiLr  sur  lin's  nouilircs  couvenuliles. 

Mais  si)  au  lieu  de  réunir  ces  trois  nombres  en  un  seul  au  moyen 
de  l'addition,  on  n'avait  fait  qa'ihdiguer  le  calcul  en  éciivant: 
«  plus  8  pluê  iO,  on  aataii  «ti  àioal  l'opération  qui  a  été  faîte  et 
les  nombres  sur  lesquels  on  l'A  pratiquée  ;  en  Outre,  si  au  mot  plm 
on  substltuQ  un  signe,  coliil-ci  :  +  qui  indiquera  l'addilkm,  on 
>atira  nne  eipreuiOD  abrégée  de  la  soniitio  cl-desUife  en  posant 

-    ■  '      ■        5  +  8+10. 
On  peut  voir-â*apite-«Bl«-t}B'HB«-dm-iffiflérences  entré  Y<^ 
ntimittgue  et  Valgeire  oonriste  m  ce  qàe  les  tésuttkts  âes  iipê~ 
rations  de  cette  dernière  ne  donnent  pas  la  valeur  cfaercfaée  des 

qunnlités  comme  ceux  des  calculs  anihnwliques.  c  est-à-dire  ré- 
sumer par  un  nombre  quL  exprune  leur  valeur,  mais  seulement 
une  ri?présentntion  des  opérations  anlhmeliquRS  qu  il  faut  faire 
sur  les  quantités;  en  un  mol  1  alfiobre  indique  des  ctilruls  que 
larilhmeiique  doit  terminer;  car,  eu  algotire.  tout  csi  i-r-pré/eii^ 
tattim,  et  loisque  Ion  luit  une  opération,  «'  n  est  letllt'ment 
qu'une  nouvelle  forme  que  1  on  donne  k  une  quantité  représentée, 
non  par  des  nombres,  mais  par  des  lettres  comme  nous  l'avons 
d^à  ^t. 

Pour  nouvel  éclaîrdsseoient  supposons  qu'il  soit  proposé  de 
partager  le  junnbre  17  en  deux  parties  telles  que  la  première  «ur- 
passe  la  tecottde  de  7  unitfy,  ^  ■ 

Si  l'on  veut  résoudre  sans  t&lonner  celle  bien  simple  question, 
-on  dira  :  puisque,  d'après  l'énoncé,  la  seconde  /Hirlii-  est  é^'iile  h  la 
première  diminuée  de  7,  les  parties  i  i'  iinii's  sont  ùg.dps  iiu  dnuhhde 
la  première  moine  ^  ;  mais,  pur  le  inùme  énoncé,  nous  savons  que 
ta  tomme  des  deux  parités  fait  17  ;  doue,  si  l'on  retruncbu  7  du 
dotait  de  la  première  partie,  on  aura  i7,  et  il  en  résulta  clairemem 
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qne  le  â^fe  de  la  première  partie  vaut  17  plus  7  ouS4;  d'où  l'on 
conclut  que  la  première  partie  ne  vant  que  la  moilié  de  94  ou  — 
on  12,  par  conséquent  Usecojide  pai  tie  sera  12  moins  "  ou  ^. 

Par  un  raisonnement  analogue,  si  I'od  considérait  d'autres 
nombres  que  17  et  7,  on  trouverait  les  deux  parties  cherchéesj 
mais  afin  de  ne  pas  le  recommeacei  ft  diaque  fois,  on  a  cberchë  k 
exprimer  le  résultat  final  d'une  manière  îadipaulmte  de  la  valeur 
de  ces  nombres,  vt,  pour  cela,  suivant  ce  que  nous  avons  exposé 
n*  1 ,  OD  a  représenté  les  nombres  par  des  caractères  généraux;  ce 
sont  les  lettres  de  l'alpbabet  que  l'on  a  choisies  comme  les  plus 
simples  et  les  plus  connus.  ' 

Désignons  donc  par  a  te  plus  grand  des  deux  nombres  et  par  i 
le  plus  petit  (nous  ne  disons  pas  parties); 

En  raisonnant  comme  nous  l'avons  fait  tout  à  l'heure  pour  les 
nombres  17  et  7,  on  conclura  sans  peine  que  la  praniire  partie 
du  nombre  a  qui  doit  surpasser  d'une  quantûé  b  la  teconde  partitt 
est  égale  i  la  moitié  de  la  somme  des  deux  nombres  a  eM.  Binons 
noos  servons  du  signe  d'addition  -1-  que  nous  connaissons,  nous 
ptmrrons  l'iDlerposer  entre  o  et  (  pour  indiquer  leur  somme  et 
employant  le  signe  ou  trait  de  division  en  usage  en  arithmétique, 

on  trouvera  que  — est  l'expression  générale  de  la  première 

partie  demandée,  quelles  que  soient  les  valeurs  numàiqnes  repré- 
sentées par  a  et  par  b. 

Pour  obtenir  la  soluiim  en  nombres,  il  n'y  aura  donc  qu'à  sub- 
stituer à  ces  lettres  les  valeurs  qu'elles  représentent. 

L'expression  générale  "ous  fait  voir  en  outre  que,  pour 

résoudre  toutes  questions  analogues,  il  sutiït  de  prendre  la  moitié 
de  la  somme  composée  du  nombre  a  donné  et  du  nombre  b  qui 
Indique  de  combien  la  première  partie  doit  surpasser  la  seconde- 
Il  est  inutile  d'ajouter  quej  qpnnaissant  la  première  partie,  la  se- 
conde est  alors  déterminée  par  la  soustraction  de  la  prcmiârc  sur 
le  nombre  donné  a  ou  lûen  en  retranchant  b  de  la  première  par- 
tie trouvée.    (Voir  II' 20.) 

Après  avoir  ma\  entrevu  le  motif  qui  a  fait  substituer  les  let- 
tres aux  nombres,  nous  com^éterons  la  défiidtion  d'une  quantité 
(n*  3)  en  disant  que,  l'on  appelle  qmntiti  littérale  ou  exprmio» 
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algébrique,  tout  ce  qui  est  désig:né  par  une  ou  plusieurs  lettres  ac- 
conipagaées  ou  noQ  de  nombres;  ainsi  :  2a,  b,  4a*,  3i — c,  m", 
sont  cinq  quantités  algébriques  ou  lillêralts.    [Voir  n°  19.) 

Pour  interpréter  ce  que  signifient  ces  diverses  quantités,  ii 
faudrait  remplacer  cbaqae  lettre  par  sa  videur  numérique  (n*  19)  ; 
et  calculer  chaque  expres^on  au  moyen  des  règles  qui  seront  en- 
seignées pins  loin. 

DES  SIGNES  ALGÉBRIQUES. 

4.  On  se  rappelle  les  périphrases  qu'il  nous  a  Ikllu  employer  dans 
le  numéro  précédent  pour  résoudre  la  question  sur  le  partage  du 
nombre  17  ;  elles  ont  été  peu  nombreuses,  mais  il  se  présenterait 
des  drcoDstances  oîi  elles  le  seraient  beaucoup  pins  et  rendraient 
le  calcul  impossible.  Afin  d'éviter  cet  embarras  et  pour  les  moti& 
déjà  relatés,  on  a  eu  recours  aux  lettres  de  l'alpfaabët  ordinaire  et, 
en  cas  de  besoin,  à  celles  de  l'alpbabet  grec,  de  sorte  que  ces  let- 
tres sont  des  signes  algébriques. 

Quand  il  y  a  dan»  imqnestiom  4e«  Mmbres  amma  et  infonni», 
l'usage  est  de  représenter  les  quantités  connnes  par  les  premières 
lettres  de  l'alpbabet,  et  les  inconnueb  par  les  demîËres;  x,yets 
sont  spédalement  employées  dans  ce  dernier  cas  et  lorsqu'il  n'y  a 
que  trois  inconnues,  sans  qu'il  y  ait  toutefois  rien  d'obligatoire. 

A  moins  de  suppositions  contraires,  tes  lettres  différentes  re- 
présentent des  grandeurs  différentes;  mais  lorsque  ces  quantités 
ont  une  analogie  qu'il  est  utile  tic  faire  npparatlre,  on  emploie 
préférablcmcnt  une  même  lettre  à  laquelle  on  donne  un  ou  plusieurs 
accents.  Ainsi  on  écrira  a',  a",  a",  a",  etc.,  que  l'on  prononcera 
a  prime,  a  seconde^  a  tierce,  a  quarte,  etc.,  et  ces  lettres  représeo- 
twant  des  valeois  diflérenles  entre  ellea  et  différentes  de  a. 

DES  SI6ITES.  ' 

5.  Les  lettres  font  partie  des  signes  algébriques  ou  de  la  nota- 
lion  algébrique;  mais  pour  soumettre  ces  lettres  au  calcnl,  il  a 
fallu  nécessairement  employer  certains  autres  tigne»  proprement 
dits  qui  pussent  exprimer  les  diverses  opérations  que  l'on  peut 
avoir  à  îaÏK,  et  cela  d'une  manière  simple  et  abrégée. 

On  coQttrit  aisément  que  si  l'on  «rsH  une  question  qui  condni- 
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rat  par  asemple  à  déduire  que  la  première  partied'un  nombre  donné 
M  égale  au  guarl  t^m  teanid  nombre  demi  multiplii  par  etc.,  etc. , 
il  serait  k  la  fin  impouibla  de  renmiiBltn  s'il  bllait  éam 
toutes  ces  opérations. 

L'emplt»  des  letires  nous  permettra  d'abord  de  supprimer  les 
mots  :  première  partie  du  nombre  donné,  quart  du  second  nombre 
donné;  parce  que  reprësenlant  par  a,  je  suppose,  la  première  par- 
tie du  premier  nombre  lioimé,  et  par  b  le  second  nombre  donné, 

il  en  résultera  que  le  quart  de  b  m  ^  représe niera  très-bien  le  quart 

du  second  nombre  donné,  et  il  ne  restera  plus  qu'à  supprimer  les 
mots  est  égale,  multiplié  par  ou  divisé  par,  etc.,  qui  indiquent 
soit  le  rapport  d.e  la  première  partie  du  premier  nombre  à  l'égard 
4'unnomlû«,  soit  une  mulUplicatioo  ou  une  division,  etc.,à  effëo- 
tuer.  Cette  suppression  ne  peut  avoir  lieu  que  par  la  substitution 
de  signes  que  nous  allons  btre  conoaUre. 

Le  signe  -|-  signifie  plus,  nous  le  connaissions  déjà,  c'est  le 
signe  d'addition. 

Ainsi  0  +  4-1-9  nous  dit  qu'à  6  il  faut  ajouter  4,  pois  9;  co  qui 
donne  IPpar  l'arilhmé tique. 

De  mi^mo  ti  -\-r  nous  fait  voir  que  l'on  doit  faire  la  somme 
des  trois  qii.intil.'s  «,  l<  ctc  ou  des  quantités  rf|iii!M'ntt''('s  pur  ces 
lettres,  il  sullira  d(ir)c  île  savoir  quels  iioiiibres  elle,  n'jinwulrnt 
pour  trouver  aussitôt  par  i'aritlimétique  la  somme  ou  valeur  de  ces 
quantités. 

Le  signe  —  sigTiifie  moiw,  c'est  fligoe  4o  la  soustraction;  on 
l'emploie  lorsqu'il  s'agit  de  soustraire  ou  retrancher  uin  nombre  ou 
one  ([ijaptité  d'aji  çùtre  pombre  ou  quantité,  et  on  le  place  devant 
la  quantité  à^uçfpaire. 

Ainsi  7  —  3  indique  que  3  doit  être  retranclié  de  7  et  le  résul- 
tat est  4;  de  même  40 — 20 — 9  signifie  qu'il  faut  retrancher  de 
40  d'abord  30.  puis  9,  ou  bien  qu'il  faut  bire  la  somme  de  tous 
les  nombres  précédés  du  signe— et  la  retranpher  de  40;  la  r4iul- 
tati'st  II  éïiileiLiment. 

De.  mûnir  /'  —  ' —  "  signifie  que  du  nombre  représi^nlé  par  ù 
on  (toit  r.  traiii:hflr  la  somme  des  nombres  représentés  par  c  et  a. 


ScoLiE.  Nous  ferons  observer  que  toute  quantité  sans  signe  est 
jim\^  préi^déç  (}u  wgQH         sjgqe  d')}ddilig|i  p9rt«  le  Rwn 
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àd  ligne  patUif.  De  mfme  le  *igne  —  est  appelé  par  opposition 
3ij/nt  négatif. 
Par  nempla,  l'espreiidon 

b  —  n  +  d—a, 

iodique  qu'il  faut  faire  l'addition  des  deux  quantités  b  et  d,  puis 
en  retrancher  la  somme  des  quantités  c  et  a,  afin  d'obtenir  !a 
valeur  de  cette  expression;  mais  toutefois  il  faut  faire  attention 
que  cette  suppression  de  signe  ne  pont  avoir  lieu  que  pour  tmo 
quantité  isolée  ou  pour  une  quantité  qui  se  trouve  la  première  à 
gauche  d'autresquantités,  comme  on  le  volt  ci-dessus  pour  Içlettrafi 
qui  équivaut  à +i,  c'esl-à-iiire  que  l'expression  rf-j"* — c  — s 
aérait  la  même  que  celle  que  nous  venons  de  considérer. 

Mais  du  moment  oii  la  letlre  réputée  précédée  du  signe  positif 
ne  se  trouve  plus  la  prcniiiTt',  il  faut  évidemment  faire  apparaître 
son  signe,     (  Voir  n"  C.) 

Le  double  signe  ±  ou  ~  compose  des  deux  pri';(:(;ileiits  s'em- 
ploie devant  une  quantité  pour  indiquer  qu'on  pfut  U  considérer 
comme  dennt  èt»  *)DUt^  DU  aoualnitei  tl  k  prononce  phn  ou 
moiru  ou  moins  ou  plia,  seloD  leur  srrap^eqient. 

Ainsi  «:t6  signiDere  que  l'on  peut  ajouler  6  îi  la  quantité  o  ou 
en  soustraire  la  quanlilâ  b. 

n^zli  indiquera,  au  conlrairi',  que  Tnii  iWd  ^ocstrAirc  d'abord  h 
de  a,  puis  ensuite  ajouter  à  i\  a  ,  c'cst-n-diif  qui'  l'on  a  deux  va- 
leurs k  choisir,  et  nous  verrons  par  la  suite  qu'il  y  a  des  questions 
oii  une  seule  valeur  peut  convenir  et  où  il  est  besoin  de  combiner, 
je  suppose  ta  valeur  a-^-b  avec  une  autre  valeur  que  eeHe  a*M 
laquelle  on  doit  prendre  a—bi  ■ 

En  résumé  le  signe  dz  signifie  plutAt  ptuà  ei  moini  que  plus  oh 
nurfiu.  Mais  on  a  adopté  cette  dernière  priwonciation;  de  sorte  qve 
a±  6 se  prononce  â;)/tu  ou mofiu  b,  et  0:7  A  se  pKHWBoe o-tnolïu 
ou  plus  b. 

0.  La  mullijitkatim  s'indique  de  plusieurs  manières;  les  signes 
sont  d'abord  le  signe  x  on  le  point  que  l'on  interpose  entre  les 
quantités,  ainsi  3^  X  -i  ou  32.4  s'énonce  :  3â  muliiplié  par  \  ou 
32  mullipliani  i. 

Lorsque  les  quantités  sont  remplacées  par  des  lettres,  la  multi- 
plication s'indique,  si  l'on  veut,  sans  aucun  signe,  il  suffit  de  les 
écrire  &  la  suite  les  nnes^du  autrui  Ajnn  fdW  inditpter  la  mplli- 
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plicalioB  de  c  par  a,  puis  par  h,  on  pourra  mettre  eak,  de  sorte 
que  cette  espres»0D  revient  à  eXaXA  ouc.a.A.  {Voir  n*  11], 

Cette  manière  d'indiquer  la  mulUplication  sans  aucun  signe  ne 
saurait  s'appliquer  évidemment  aux  nombres,  car  le  produit  de  6 
par  7  ne  peut  être  exprimé  par  67. 

ScoLiB  I.  Ou  voit  ici  le  motif  de  notre  observation  du  numéro 
précédent  sur  le  signe  +)  car  d'aprùs  la  convenlion  admise  pour 
la  multiplication,  si  les  trots  quantités  c,  aelh  qui  entrent  comme 
feclenrs  dans  cah  pouvaient  être  considérées  comme  précédées  du 
^gne  +•  >1  en  résulterait  que  cah  représenterait  k  la  fois  le  pro- 
duit cXaxA  et  la  somme  c-\-a  +  /t,  ce  qui  amènerait  de  la 
conruston;  maïs  puisqu'il  ne  peut  y  avoir  que  h  première  quantité 
à  gauche  qu'on  piÙGse  supposer  précédée  du  signe  4-f  on  pourra 
mettre  ce  signe  4-  devant  la  lettre  c,  et  il  en  résultera  -|-  cah  qui 
est  égal  à  cah. 

Indépendamment  des  trois  mmiières  ci-dessus  d'exprimer  une 
multiplioation,  oii  emploie  encore  (hma  ce  bul  deux  croebels  [  |  ou 
parenthèses  (  J,  et  l'on  y  joint,  si  l'on  veut,  les  signes  précédents; 
on  ne  se  sert  aediMaiiwnant  d»  oa  procédé  que  iMsqa'il  ^apt  de 
quantités  complexes.  Ainsi  pour  indiquer  la  muIti[dEeBtion  de 
a-l-èc  par  (f,  on  mettra  {a  +  bc]d  on  la~\-bc}xd  ou  [a-\-bc).d. 

Pour  exprimer  la  multiplication  de  a  -|-  b  par  c  —  f,oa  mettra 
soit  (a  +  b){c~  f).  soit  [0+ é)  X    - soit  («  +  6) .  [c-f). 

(bc^i  signifie  la  même  chose  que  firxA  ou  bxcxk. 

Quelquefois  les  crodiets  wt  parentliëses  sont  remplacés  par  un 
trait  en  cette  manière,  Ainn  a-]-c-{-tnXc — f  +  p  indique 
qu'il  faut  multiplier  la  totalité  o  -f  «  +  m  par  le  total  résultant  de 
l'expression  c  —  n  +  p. 

ScolibII.  11  est  essentiel  d'observer  que  les  expressions  (fl+fi)xc 
et  a4-Axc  ne  sont  pas  du  tout  équivalentes.  Dans  k  première,  les 
parenthèses  indiquent  que  la  multiplication  par  c  doit  être  efTec- 
tuée  sur  a  et  sur  b,  tandis  que  la  seconde  exprime  que  l'on  doit 
multiplier  6  par  c  et  ajouter  a  au  produit.    (  Voir  n'  56.) 

7.  La  division  s'exprime  de  deux  manières,  soit  par  devxpoinis  \ 
que  l'on  place  entre  le  dividende  et  le  diviseur,  soit  par  un  trait  | 

Aortn)ii/a/;ain«>  18  :  6  on  ^indique  la  division  de  18  par  6  et  ! 

se  prononce  18  divitS  par  6  on  18  w  6.  | 
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De  mâme  ^ou  a  fb  indique  que  a  doit  6tte  divisé  par  b. 

On  sait  que  le  point  et  les  deux  points  s'emploient  aussi  entre  les 
fermes  d'une  proportion  arittunétique,  et  dans  ce  cas-là,  on  recon- 
naît facilement  qu'il  s'agit  d'une  proporUon  et  non  de  multiplica- 
tion et  de  division. 

8.  Le  signe  =  indique  l'égalité  entre  deuxqoantités  et  s'énonce  : 
est  égal  à  oa  égale. 

Ainsi,  pour  exprimer  que  la  différence  entre  10  et  8  vaut  ou 
égale  2,  on  écrira  10  —  8  =  2. 

De  même  a  =  b  signifie  que  la  quantité  représentée  par  a  est 
égale  à  la  quantité  b. 

L'inégalité  comprend  deux  signes ,  savoir  >-  qui  se  prononça 
plus  grand  ;  ainsi  a  >-  6  exprime  que  a  est  plus  grand  que  b, 
et  le  signe  •<  qui  se  prononce  plui  petit,  d'où  a<.b  veut  dire  que 
a  est  plus  petit  que  b,  ou  ûm|dement  «gi^eo  plu$  petit  que  b. 

L'ouverture  de  ce  signe  doit  toujoars  être  tournée  dn  c6té  de  la 
plus  grande  quantité. 

On  emploie  quelquefois  ces  deux  signes  k  la  fois. 

Ainsi  a  J  i  signifie  que  a  peut  ÉItg  considéré  comme  plus 
grand  ou  plus  petit  que  i  et  s'énonce  a  plus  grand  ou  plus  petit 

9.  Enfin,  pour  indiquer  l'extraction  des  racines,  on  fait  usage 
du  signe  ^  qu'on  appelle  radical,  et  l'on  place  dans  l'ouverture 
le  nombre  ou  la  quantité  qui  marque  le  degré  de  la  racine  à  ex- 
traire. 

Ainsit  >/a  signifient  la  racine  troisième  de  a,  la  racine  a'*^ 
de  o;  n''*"  se  prononce  comme  la  lettre  r  suivie  du  mot  iètae, 
mais  n'en  fusant  pas  partie.    [Voira*  SOS.) 

NOTATIOHS  ET  DÉFINITIONS  COHPLÉHEKTAIIIES. 

10.  Outre  les  différents  signes  précédents,  on  leur  adjoint,  soit 
les  nombres  ou  des  quantités  littérales  qui,  disposés  d'une  cer- 
taine façon,  permettent  alors  d'exprimer  toutes  les  opérations  que 
l'algèbre  peut  exiger. 

Ou  appelle  indue  on  expoMU  d'une  racine  la  quantité  qui  est 
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placée  daas  l'ouverture  du  signe  radical  et  qui  iiiarque>  Q*  9,  de 
quelle  racine  il  s'agit. 

Ainsi,  dans  3  est  l'indice  de  la  racine  à  extraire;  on  dit 
paiement  que  3  est  l'indice  du  radical,  car  dous  verrons  que  l'on 
entend  aussi  par  radical  l'expression  algébrique  qui  est  affectée 
d'un  signe  radical. 

Une  quantité  est  affectée  d'un  rAiiicnl  ou  de  tout  autre  signe  oit 
notation,  quand  elle  contient  ce  signe  et  qu'il  a  une  influence  sur 
la  valeur  absolue  de  cette  quantité. 

Ici  nous  ne  considérons  que  le  signe  radiai/,  et  alors  l'expres- 
sion ^ii  nous  indique  qu'il  faut  prendre  la  racine  m™  de  14; 
m  est  l'indice  ou  exposant  de  celle  rarine  h  extraire.  { Voir  racine 
n*  15.) 

Quand  il  s'agit  d'indiquer  une  extraction  do  racine  carrée, 
c'est-à-diri;  aynnl  2  pour  indire,  on  se  (lispftnsc  presque  toujours 
démettre  cet  indice.  Ainsi,  pour  indiquer  la  racine  carrée  den,  on 
écrira   \/a   ou  simplement  et  comme  conséquence,  lors- 

que l'cML  dit  qua  ïm  vft  BiendiiB  la  rœiaa  d'un  nômbn,  sans 
ajouter  «ntre  diose,  on  enteâi  çv'U  l'ogif  fie  la  racine  carrie. 

Mais  si  l'on  voulait  exprimer  que  l'on  veut  prendre  la  radne 
première  d'une  quantité,  on  mettrait  l'indice  1  dans  l'oaverture  du 

signe;  d'après  cela  ^  signiHe  la  racino  première  de  A  ou  sim- 
plement fi,  car  cela  revient  au  piôme  (n°  lYi). 

H.  L'emploi  des  lettres  en  algèbre  n'exclut  pas  les  nombres, 
et  lorsqu'une  quantité  iloit  tVre  ajoutée  jilusicurs  fois  h  elle-même, 
on  exprime  cet  état  par  un  ou  plusieurs  cbiiïrcs  appelés  coefficient, 
mis  généralemeut  à  gauclie  devant  la  quantité,  sans  que  cela  soit 
obligatoire. 

Ainsi  dans  3a,  quiexprimeque  a  doit  être  pris  trois  fois  comme 
s'il  y  avait   a-\-a-\-a,    3  est  le  cocflicient  de  a. 

Par  coegtetetii,  il  fant  entendre  faotewi  oa  muUiplieattw. 

Nous  ferons  observer  que  si,  le  pins  souvent,  on  entend  par 
toeffieieni  la  quantité  numérique  ^/ù  multipUe  une  m  plusieurs 
letUes,  il  se  présente  néanmoins  des  as  oil  l'on  applique  eette 
dé{iomiiiBtion  à  une  lettre  qui  en  multiplia  uns  autre,  qu  à  une 
lettre  qui,  elle-même,  serait  multipliée  par  use  qntie  lettre  cas  pac 
m  qombte,  eto,»  e(o. 
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Ainsi,  4aiis  rexpretiion  pas  on  peut  conudérer  p  conum 
le  coefficient  de  «• 

Dans  %px  on  peut  regarder  la  quantité  comme  le  cocITi- 
^ent  de  X,  ou  bien  dire  que  6  est  le  coclTtcieijl  de  px. 

Dons  max  le  coeffiçient  pourra  être  ma  par  rapport  à  ;c  ou  m 
par  rat^rt  4  eu;. 

Dans  i(2x+i)ji  on  pourra  prendre  3(33;  +  l)  pourlecoefli- 
dentde  y,  oubien  2  sera  le  coefficient  de  (3x-)-1}y. 

Dana  yia,   Su  peut  étra  regardé  comme  te  coefficient  de  y. 

Dana  (m4'*)^«-'ûi  n  +  S  pouiraélre  pria  pour  coefficient 
de   ^a  —  b  et  réciproquement. 

Ce  qui  nous  fait  voir  qu'un  coeffldent  n'est  pas  toujours  numé- 
rique et  ^'il  peut  être  littéral  ou  algébrique. 

ScoLiK  I.  Nous  remarquerons  qu'un  signe  radical,  qui  n'est  sé- 
paré d'une  autre  qnanlilé  par  aucun  signe,  est  multiplicateur  de 
cette  quantité  cl  rériproqueinent; 

ainsi  a\'b  iniliqMe  que  la  incinn  rîirri-i:  de  //  lioil  ûlre  multi- 
pliée par  a  ou  que  a  multiplie  la  racine  de  b.  Alors  il  faut  noter 
que  le  signe  radical  est  un  signe  de  muUiplicalion  &  l'égard  des 
quantités  i^ti'tV  ne  comr?  pas  et  dont  il  n'est  séparé  par  aucnn 
signe, 

y/ï  \/3  indique  aussi  qu'il  faut  multiplier  la  racine  troisiâme 
de  i  par  la  racine  carrée  de  3. 

Enfin,  un  coefficient  peut  être  une  quantité  quelconque,  telle, 
par  exemple,  qu'une  fraction.  Mit  numérique,  siàt  Uttér»Ie«  etQ.; 
ainsi,  dans  ^  "     ^nvera  le  coefficient  |}  dans  ^ax,  |  a  sera  la 

cœfficjentde  x,  Laquantité  ^ax  $'énonçcen  disant  ^a,  x,  au 

lieu  de  dire  ~  m\ti'ipli<mt  a  muUijpliant  j,,  qui  est  sa  vraie  signi- 
fltstion. 

ScoLn  II.  Une  antre  observation  iniportante,  c'est  quQ  toute 
quantité,  sans  coefficient  numérique,  doit  être  considérée  comme 
ayant  Vuniié  pour  coefficient,  et  même  lorsqu'elle  en  a  un,  on  peut 
toujours  faire  celte  supposition. 

Ainsi  a  doit  être  regardé  comme  oo  Ixo;  etf  la 
même  dtosq  que  1  xWm. 
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Il  est  visible  que  cette  ÎDtrodaoUon  du  facteur  4  ne  ohan^  pas 
la  valeur  des  quantités  et  alors  nous  dirons  que  toute  quantité  est 
un  produit. 

tS.  Loi'squ'unê  quantité  quelconque  doit  être  multipliée  plu- 
sieurs fois  par  elle-même,  pour  abréger,  ou  indique  l'opération  par 
un  nombre  qui  fait  connaître  combien  de  fois  plus  une,  c'est-à-dire 
UDC  fois  de  trop  combien  cette  quantité  doit  être  multipliée  par 
elle-même,  ce  nombre  s'appelle  exposant.    { Voi?-  n"  li.) 

Nous  pouvons  remplaicer  cette  définition  par  une  autre  qui  pa- 
laltra  plus  claira  en  diaaDl  que  l'expoianl  est  un  nombre  ou  quuniitê 
placé  it  la  droite  d'une  autre  quantité  et  un  peu  au>dessuB,  legud 
nombre  ou  quantité  indigue  combien  de  fois  l'autre  quantité  entre 
comme  facteur  dans  un  produit. 

Ainsi  dans  q*  le  nombre  3  est  l'exposant  de  la  quantité  g  et 
nous  dit  que  g  doit  être  multipliée  deux  fois  par  elle-même,  ou 
bien  que  q  est  trois  fois  facteuri  ce  qui  revient  au  même,  car  pour 
multiplier  q  deux  fois  par  elle-mémei  il  faut  poser  q'Xgx.q 
et  il  est  évident  par  cela  même  que  la  quantité  q  est  trois  toiè  fac- 
teur dans  le  produit  que  l'on  doit  fkire. 

Dans  le  cas  où  il  s'agirait  d'une  quantité  ccnnpiexe  ou  d'naa 
quantité  qci  serait  nn  produit  de  placeurs  lettres,  il  faudrait  indi- 
quer que  l'eiposant  t^ecte  toute  la  quantité,  c'est-k-dire  que  l'ex- 
posant nt  voir  que  traite  la  quantité  doit  être  élevée  à  la  ptdssanca 
indiquée  par  lui,  car  généralement  i'eiposant  n'a&cte  que  la  lettre 
qui  est  sons  lui. 

Ainsi  ac*  indique  seuleniest  que  a  doit  être  multiplié  par  c 
quatre  fois  facteur,  et  alors  eu*  équivautà  aXCXcXicXe. 

Or,  quoique  ce'  puisse  être  considéré  comme  nue  seule  quan- 
tité, il  renferme  deux  quantités  a  et  c  et  il  en  résulte  que  tà  l'on 
vouliiit  indiquer  que  la  quantité  ac  doit  être  quatre  fois  facteur,  îl 
faudrait  employer  quelque  signe  auxiliaire;  ce  ugne  nous  le  con- 
naissons, c'est  le  traù  au-dessus  des  quantités  ou  bien  les  p<am- 
tkèstt,  et  alors  ac  ou  (oc)'  ngnlRe  que  m  doit  être  remplacé 
par  ac  quatre  fois  facteur. 

De  même  (a — c-f-m)'  ou  a — c-i-m  fait  voir  que  la  quan- 
tité a — e  +  m  doit  être  écrite  deux  fois  en  facteur. 

iP9)*i  M  ou  f>*s'  sont  ixtàs  expressioas  équivalûtes 
qui  indiquent  que  pg  doit  être  considétéeeoaiiBe<»nq£}ia  facteur. 
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La  mteie  notatio»  supplique  aux  nombres,  mais  en  faisant 
usage,  lorsqu'il  y  a  pins  d'an  chittre,  dn  trait  ou  des  parenthèses, 
ainsi  2*  exprima  S  multiplié  tn^  fois  par  lui-même. 

(»)'  ou  29  fait  voir  que  29  doit  être  multiplié  deux  fois  par 
lui-même.   (Voir  n"  83.) 

ÉsoficuTioN.  Quand  il  s'agit  d'un  monôme  le!  que  i'  ou  (ai)'  on 
prononce  a  quatre,  ou  a  puissance  quatre  ou  a  exposant  qiinlre  et 
de  mâcne  pour  l'autre  expression  on  dit:  ab  quatre,  ab  exposant 

Il  en  fàl  (le  mrme  pour  les  polynômes,  en  observant  toujours 
qu'il  est  souvent  nécessaire  d'ajouter  quelques  mots  pour  exprimer 
clairement  ladiotation  lorsque  l'on  s'adresse  &  un  auditeur. 

Soolu.  Tonta  quantité  qui  n'a  pcnnt  d'exposant  est  supposée 
avoir  I  ponr  exposant. 

OBSËRVATIONS  ET  SUITE  DES  DÉFINtTlOMS. 

13.  Nous  savons  que  les  dénominations  de  quantité  liitéraie, 
quaniiti  algébrique,  «xprtirio»  Uttéraie,  expreuion  altiébrigue  sont 
synonymes  et  ce  qu'elles  signifient  (n*  3]  ;  Û  nous  reste  6  expliquer 
quelques  autres  définitions. 

OflsEHïATLo>-.  Dans  le  caleul  alfjébrique  nous  serons  conduits  à 
considérer  îles  i[Li,i(ilitijs  iir'yiilivcs  ;  les  lellrw  pouvant  représenter 
toutes  les  quaiiliti'^i  [mssiblcs,  i,n  derro  supposer,  pour  plus  de gé- 
néralilé,  que  le/  lettres  peuvent,  .ibslraclion  fiiifi;  de  toul  signe,  re- 
présenter des  valeurs  positives  ou  négatives,  entières  ou  fraction- 
naires, elc. 

Ainsi,  supposé  que  l'un  ait  la  quantité  %i,  on  pourra  la  repré- 
seuter  par  a,  et  de  mâme  si  l'on  eût  eu  la  quantité  —  24,  on 
aurait  pu  la  représenter  par  a;  dans  ce  dernier  cas,  partout  où  se 
trouverait  a,  elle  aurait  pour  valeur  —  H  ;  mais  ces  hypothèses  ne 
peuvent  fitrc  fuites  que  séparément  et  dans  l'origine,  car  il  est  clair 
que  si  l'on  eût  supposé  a  éyiile  il  21,  on  ne  pourrait,  dans  les  cal- 
culs oii  entrerait  i,  lui  supposer  aussi  la  valeur  de  —  24,  si,  bien 
entendu,  on  a  au  commencement  attribué  à  a  la  seule  valeur  posi- 
tive 24  ;  on  vei  ra  en  effet  qu'une  quantité  est  quelquefois  snsccp- 
Ublc  de  deux  valeurs  opposées. 

14.  On  appelle  puissanee  d'une  quantité  le  résultat  delamnlti-  , 
plicaUon  de  cette  quantité  ji/wtcura  foii  multipliée  par  elle-même. 
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Ce  nombre  de  fois  est  marqué  par  l'exposant  qui  liii-mènie  in- 
dique le  degré  de  la  puissance  et  fait  voir  [n'  13)  combien  do  fois 
cette  quantité  doit  âire  multipliée  par  elle-m^me. 

La  première  puissance  d'une  quimlité  est  celte  quantité  clle- 
mËme. 

Ia  stamie  pmtsance  Oi\  h  cunv  (i"iiiie  quiinlilc  est  le  résultat 
de  lamultiplicatioudecettc  quantité  une  fois  par  elle-même;  ainsi 
t'  est  égale  à  a  multipliée  une  fois  par  a,  aatrement  «"est  égale 

La  troisième  puissunce  ou  cube  est  le  produit  de  cette  quantité 
tnullipltée  deux  fois  par  ello-méme. 

Les  autres  puissances  n'ont  pas  de  seconde  dénomination  et 
l'on  volt  aisément  ce  qu'elles  signifient. 

ScoLiE.  La  délînition  que  nous  venons  de  donner  de  l'exposant  et 
celle  que  nous  avons  déjà,  donnée,  n'est  pas  tout  à  fait  exacte  en  ce 
sens  que  nous  trouverons  des  quantités  atfectécs  d'exposants  qui 
ne  seront  plus  des  quantités  entières,  comme  nous  l'avons  supposé 
jusqu'ici.  On  verra  leur  sigaificati<m  n*  105. 

Itt.  La  quantité  que  Pon  a  Alsvée  à  une  puissance  prend,  par 
rapport  i  cette  puissance,  le  nom  de  racine,  et  ce  ierà  une  iscîno 
S""**,  3"™,  4''-',  etc. ,  selon  qu'il  faudra  en  faire  la  î**",  3*~,  etc., 
puissance  pour  reproduire  la  quantité  dtHlilôoj  ainsi  a  est  la  ra- 
cine carrée  ou  deuxième  de  a*,  parce  que  a  multipliée  par  a  ou 
la  seconde  puissance  de  a  fait  a*;  de  même  <t  est  la  racine  m- 
bigve  ou  troisième  de  a'  ;  la  racine  quatrième  de  o*  est  a  et  ainsi  de 
suite. 

De  même  que  la  première  puissance  d'une  quantité  est  cette 
quantité,  de  même  aussi  U  racine  première  d'une  quanUté  est  cette 
q^iantîté;  tàaà  a  est  laradoe  premiéra  de  a  <hi  a*,  ot  en  même 
temps  la  racine  septième  de  a',   (Voù-  scolie,  &•  U.) 

Itt.  On  appelle  terme  toute  expression  isolée,  c'esl-à-^ire  qui 
n'est  réunie  à  aucun  autre  par  le  signe  4-  ou  par  le  signe  —  ;  tel 
est  a,  — '36,  10,  Snm',  etc.  )  chacune  de  cefi  cinq  quan- 
tités est  un  terme. 

La  même  observation  s'applique  au  signe  ±  ou  =p  ;  d'après  cela 
l'expression 

a  +  i_20  +  3a'Xc±«.v'ÎX^{a-2*)-m'X2vT+i 
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contiendra  six  termes,  qui  sont 

r  a;  2'  +6;  3*  —20;  4°  +3a'x-;;  S-  ±a/ï>;-(fl— 26) 

(KoiV  la  scûlie  plus  bas);  6*  —  m'x  V^  +  S-    [Voir  n°  199.) 

De  même  l'expression  — ^^^i^ 

On  observera  que  tout  terme  préeéiié  du  double  signe  ±  &it 
réellement  deux  termes,  puisqu'il  peut  se  décomposer  en  deux 
expressions  dont  l'une  est  positive  et  l'autre  négative;  d'a^vôs  cela 
ou  trouverait  sept  termes  au  lieu  de  six  dans  l'expression  consi- 
dérée. 

On  appelle  lentip  /iosilif  ioai  terme  qui  est  précédé  du  signe  +1 
on  l'appelle  aussi  terme  additif. 

Par  conséquent  dans  4  —  204-^1  il  y  a  doux  termes  ^osi^i/V 
et  un  négatif. 

On  appelle  terme  négatif  ou  terme  «natractif  tout  terme  précédé 
du  signe  — . 

Le  signe  -|-,  le  signe  —  et  par  conséquenl  le  ligna  ds*  AHit  tou- 
jours partie  du  let'uie  qu'ils  pi'éccdcnt  ut  qui  est  alors  à  leur  droite^ 
c'est  pourquoi  l'on  dit  généralement  en  algËbro  que  le  signe  qui 
précède  une  quantitii  affecte  celle  quantité,  parce  qu'il  la  modiBe. 
Nous  parlons  de  tous  les  signes  ea  général,  cependant  il  fout  ob- 
server que  les  signes  de  multiplication  et  de  division,  ainsi  que  le 
signe  radical  ne  peuvent  être  absolument  considérés  comme  fai- 
sant uniquement  partie  du  tvme  qu'ils  précèdent ,  en  m  sus 
qu'ils  ont  une  action  sur  le  tenue  précédant,  qui  doit  Are  «lors 
multiplié  ou  divisé  par  le  suivant.   {Veirn'  11.) 

On  appelle  quantité  ninnùmeou  simplement  mcfldtne  tonte  qau- 
lité  ii':iy;iul  qu'un  suiil  Il'iiiio. 

ta  binôme  est  iiut;  i|iiniitili;  composée  de  deux  termes. 

Un  trinôme  est  la  réunion  de  trois  termes  et  ainsi  de  suite. 

On  domte  en  général  le  nom  de  polynôme  â  toute  quantité  ren- 
fermant plusieurs  termes,  de  sorte  qu'un  biuOme,  et  fi  plus  forte 
raison  un  trinôme,  sont  aussi  chacun  un  polynôme,  mais  ayant  un 
nom  particulier. 

Les  polynCmes  sont  aussi  appelés  quantités  complexes,  et  par 
opposition  les  monômes  sont  appelés  des  quantités  incomplexes. 

ScoLiB.  Par  une  convention  admise  en  algèbre,  un  poii/nOme 
peut  être  ramené  à  l'état  de  monime,  binôme,  etc.,  eo  faisant  usage 


16  fiJiaur»  D'AififentB- 

du  Indt  ou  de»  paretUhiKt  ou  des  encheti,  et  le  décomposant 

convenablemeiit. 

Ainsi  la  polynôme  2a  +  3i' — 4  +  e  devient  un  monôme  en 
écrivant  (2a +  36'  — •*  +  <:). 

-  Do  même  du  polynôme  donné  on  fera  un  binôme  équivalent 
en  le  remplaçant  par 

(a,  +  3i')  +  (-4  +  c), 
oupar  2a+(36'  — etc.,etc. 

n  ne  font  pas  manquer  dTnlerposer  le  ugne  entre  les  paren- 
âibses  comme  nous  venons  de  le  faire,  car  il  en  résulterait  [n*  6) 
nne  mnlUplication, 

D'après  cela  toul  poiynùme  aymt  un  fnrieur  mmmim  devient 
forcément wtmorOme  lorsque  l'on  met  ce  (ucleuren  h-ideme  (n'  Sri). 

Ainsi  le  polynôme  oj+fiV— ayantunfacteurcommuny 
b  tons  ses  termes,  se  changent  en  un  monôme 
(fl+S*— 4a')XS. 

On  considère  également  comme  monùme  toute  expression  frac- 
tionnaire ayant  plusieurs  termes  au  numérateur  oiiau  (iùiio minuteur, 
en  ce  sens  qu'elle  ne  forme  qu'une  fraction  qui  n'csl  jointe  à  au- 
cune autre  quantité  par  le  signe  +  ou  le  signe  — .  Cela  se  conçoit 
à  cause  du  »gne  de  division          qui  fait  de  tous  ses  termes  une 

seule  quantité.  Ainsi  ^^^^^  peut  être  considérée  comme 
UD  monôme;  on  pourrait  toutefois  en  fhiie  deux  termes,  n*  91. 
(  Voir  n°  199  pour  le  signe  radical.) 

On  appelle  termei  semblables  des  termes  composés  des  mêmes 
lettres  ayant  le  même  exposant,  quels  que  soient  d'ailleurs  leur 
signe  et  leur  coefficient  numérique. 

Parmi  les  termes  3a*6,  —  -ni',  — Ca'i,  il  n'y  en  a  donc 

que  deux  semblables,  savoir  :    3û'i    et    —  Ga'b. 

17,  On  uoinine  quantilés  mlimmclles  ou  commcmurables  celles 
qui  n'ont  pas  de  radical  ou  qui  peuvent  6tre  exprimées  exactement 
par  un  entier  ou  une  expression  fraclionnaire. 

Les  expressions  irratioimdles  ou  iacmmaamiMea  sont  ceUea 
qui  ne  prirent  être  débarassées  da  signe  radical. 

Cette  définition  est  basée  sur  ce  que  généralement  un  nombre 
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incommeiMiirable  est  produit  par  la  racine  d'une  quantité  qw 
l'on  ne  peut  obtenir  exactement;  il  existe  toutefois  des  nootises 
incommensurables  engendrés  par  des  quantités  non  a&ctées  de 
radicaux.     (  Foù>  n"  308^  330  et  US.)  . 

Les  qumiitis  entières  sont  celles  qni  sont  roSonn^ea  et  ne  con- 
tiennent aucun  dénominateur  numérique  on  littéral,  telles  sont 

12,  3a'b,  W— crf». 

ConoLLAiRB,  Il  ei)  résulte  qu'une  quantité  algébrique  enUëre  ne 
peut  avoir  que  des  exposants  entiers  et  pontife.  (  Voir  la  1Iié<Hle 
des  exposants,  ctiap.  vu.] 

18.  On  considère,  en  algèbre,  le  degré  d'un  mouAme  ou  d'un 
polyoAme,  mais  on  suppose  qu'il  est  entier  par  rapport  à  ses  let- 
treSj  c'est-à-dire  que  ses  lettres  sont  affectées  d'exposants  entiers  et 
positifs,  quels  que  soient  d'ailleurs  les  coeffiraents  numériques. 

Ceci  posé,  on  apppUe  dimeruion  d'un  terme  chacun  des  fMatrt 
littiraux  qui  composent  ce  terme,  et  le  degri  de  ce  terme  est  le 
nombre  de  ces  facteurs  tm  dinietmotu,jioa^Tùq/âàaàtiàxa>afftér- 
ciëpar  l' exposant  de  chaque  lettre  (le  ooeflident  ne  conqitant  pas). 
Ainsi  2a  est  un  terme  à  une  dimemion  ou  du  premier  degré;  3aA 
est  un  terme  à  deux  dimensions. 

Ëu'ie*  sera  un  terme  ii  six  dimensions  ou  du  sixième  degré,  car 
a'fic'    équivaut  à    n.a.a.b.c .c,    ce  qui  fait  bien  six  facteurs. 

Quelquefois  on  estime  le  degré  par  rapport  à  une  lettre  ;  alors  le 
monôme  Sa'6c*  sera  du  troisième  degré  par  rapport  à  a,  du 
premier  par , rapport  à   b    et  du  second  par  rapport  à  c. 

Par  rapport  aux  demc  lettres  a  et  b,  il  serait  du  quatrième  degré. 

Pour  un  poiyndme,  son  degré  par  rapport  à  une  lettre  sera  e»- 
timé  par  le  degré  du  terme  contenant  oette  mtoie  lettre  avec 
l'exposant  le  plus  fort. 

Ainsi  le  polynôme  la'x*  +  Sa'a:'  —  a'ftii*  sem  du  quatrième 
dri^ré  par  rapport  h  x,  parce  que  le  terme  — o'te'  est  celui  qui 
contient  Iakttrc  x  avcK  l'exposant  le  plus  fort,  et  queled^réde 
ce  terme  par  rapport  à  x  est  !c  quatrième. 

Par  rapport  aux  lettres  n  et  x  le  polynôme  serait  du  onnème 
degré  évidemment.  Quand  on  ne  considère  le  degré  d'un  nionftme 
ou  d'un  polynôme  que  par  rapport  â  une  lettre,  les  autres  lettrés 
peuvent  être  affectées  d'exposants  quelconques. 

I  3 
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Enfin  le  degri  d'un  poîgnôme  sans  désigoaiion  de  telbreu  éiant 
toujours  fixé  par  le  terme  du  degré  le  plus  élevé,  il  en  résulte  que 
le  poljndme  ci-dessus  est  du  oii/.iî'zuu  degré  aussi)  paroe  que  dans 
aucun  terme  uutru  (|iie  :<'i'.c',  lu  âomni(!  des  exposants  de  diaque 
lettre  ne  surpasse  li ,  et  uiéiiic  n'alleint  11. 

Un  polynAme  est  dit  bomghM  lorsque  tous  ses  termes  sont  da 
même  de^té,  Aioù 

sont  trois  polynAmes  homogènes  cbaonn  en  putioulier.  (Foo- 

n"  12.) 

Lorsdone  qu'un  polynAme  est  faomt^ne,  son  degré  est  fixé  par 
celui  de  l'un  qudoonque  de  ses  termes. 

Généralement,  le  degré  d'un  terme  s'estime  par  la  somme  des 
exposants  des  lettres  qui  entrent  dans  ce  terme,  et  celui  d'un  pnly- 
ndmo  s'apprécie  par  le  tenue  du  degré  le  plus  élevé. 

Un  polyn6nie  est  com/tlel  lorsqu'il  conlient  des  termes  da  tous 
les  degrés,  à  partir  du  degré  le  plus  fort  en  redescendant  à  un  der- 
nier terme  qui  a  l'expowat  céro,  abstraction  faite  du  coefficient 
numérique. 

19,  On  entend  par  «atei-namÉrijMed'une  expression  algébrique 
le  nombre  que  l'on  obtiendrait  si  l'on  remplaçait  les  lettres  qui  y 
entrent  par  la  valeur  qu'elles  représentent,  et  si  l'on  ctTcctuait 
toutes  les  opérations  de  l'arithmétique  indiquées  par  celte  expres- 
sion. Lorsque  la  substitution  de  la  valeur  des  lettres  laisse  nne  ex- 
pression dont  on  ne  peut  avoir  la  valeur  en  nombre,  l'exprmi» 
ùlgébriqtie  devient  seulement  une  quantité  algébrique  mais  mmé- 
rigue;  cette  valeur  numérique  dépend  évidemment  des  valeurs 
allriliuées  aux  lettres,  elle  pourra  donc  être  entière  ou  fraction- 
naire ou  line  fraction ,  et  de  plus  elle  pourra  être  posiUve  ou  néga- 
tive, ou  réelle  ou  imaginaire. 

Ainsi  W  aura  pour  valeur  numérique  i8,  si  la  quantité  b  repré- 
sente le  nombre  i,  car  b'  vaudra  alors  16. 

La  valeur  de  2a  serait  —  i*  si  l'on  eût  supposé  que  a  repré- 
sentait —  7. 

n  semblendt  d'après  cela  que  la  valeur  numérique  d'une  quan- 
tité vunerùt  toujours  suivant  tes  diverses  valeurs  attribuées  à  cette 
lettre,  mids  il  y  a  des  exceptionB  ;  ainsi,  dans  la  qumtlté  Sfr*  ci- 


CnAPlTHE  PBEMIEB. 


10 


dessus  considérée,  si,  au  lieu  de  supposer  b  valoir  <t,  on  eût  sup- 
posé b  égal  à  —  ^i,  il  en  sornit  résulté  paiement  la  même  voleut 
numérique  48  pour  'Si/'',  parce  (]ue  l'on  verra  que  le  carré  de  — 4 
est-Iemâme  que  celui  do  +  l. 

Dcmfimelebiuônie  a  —  0  ne  changera  pas  do  valeur  numérique 
si,  à  chaque  changenient  de  valeur  attribuée  à  a  et  A,  on  a  soin 
de  ne  donner  à  chacune  des  lettres  que  des  valeurs  croissantes  par 
dcyrés  égaux  ,  supposé  qu'il  ne  s'agisse  que  de  quantités  réelles. 

On  appelle  ijuaniiiô  nuinériqw  toute  expression  composée  de 
nombres  sans  lettres,  mais  pouvant  âtrc  atlectée  de  signes  quel- 
conques, et  (/  est  ùoii  de  noter  que  ces  signes  peuvent  alors  quelque- 
fisis  faire  d'une  expression  numérique  une  expression  algébrique. 
(  \m'  ir-  23  et  201.) 

Ainsi  ^  —  4  est  une  quantité  numérique  et  une  expression  ol- 
gébnque  ;  il  en  est  de  même  de  —  ^  et  générâleniGat  de  tous  les 
nombres  négatif.  .  . 

.,  20.  On  nomme  formule  une  expression  algébrique,  souvent 
très-simple,  qui  représente  le  tiilileau  des  opérntiuns  à  faire  pour 
obtenir  la  valeur  que  l'on  cherche  et  donnant  généralement  la  so- 
lution de  toutes  les  questions  de  même  nature. 

Ainsi  dans  l'hypothèse  où  n  et  i  son!  des  quantités  comiiies  et 
que  ^  est  une  quantité  inconnue,  l'expression  x  =  ^^~  sera  une 
formule  pour  trouver  la  valeur  de  x  telle  que  partageant  a  en  deux 
parties  dont  l'une  serait  cette  valeur  de  .e,  la  diiïérence  entre  les 
deux  parties  de  a  fut  égale  à  b  (c'est  la  question  du  n°  3}. 

La  fonnnle  est  donc  généralement  une  équation  (u"  122)  qui 
contient  d'un  côté  la  quitutité  inconnue  et  de  l'autie  la  ou  les 
quantités  connues  représentées  par  des  lettres  auxquelles  dans  les 
applications  on  substitue  leur  valeur  numériiiue. 

SI.  On  appelle  fonction  d'une  quantité  toute  expression  dans 
laquelle  celte  quantité  entre  de  quelque  manière  que  ce  soit, 

X,  a-{-bx* — S,  sont  deux  expressions  en  fonction  de  x. 

Habituellement  on  ne  se  sert  de  ce  mot  qu'à  l'égard  d'une  quan- 
tité variable,  c'est-à-dire  susceptible  de  prendre  diverses  valeurs, 
et  alors  jj=  i'2  — Si/  sera  une  expression  qui  nous  donnera  une 
valeur  de  x  en  liinction  de  y;  en  elïet,  x  étant  une  inconnue, 
l'équation  ci-dessus  sera  vérifiée  par  n'importe  quelle  valeur  at- 
tribuée à  Ift  variable  y. 
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La  valeur  d'une  quantité  peut  dépcntire  également  de  la  valeur 
de  pluueurs  antres. 

Ainsi   2ry  — i+i'y  est  une  fonction  de  ï  et  y. 

La  quaatité  a*  est  aussi  une  fonction  de  x,  mais  on  dit  alors 
que  c'est  une  fonction  exponentielle  de  s. 

Par  abréviation  on  se  sert  des  lettres  F, /*,  ou  7,  etc.,  pour  eipri- 
mer  les  fonctions  d'une  quantité;  ainsi  F{z),  f{x),  •j[x),  etc.,  peu- 
vent chacune  rcpréscnf/r  une  fonclinn  de  x,  mais  la  lettre  placée 
deiant  la  piirenlhèsc  doit  i;lvc.  (iiiT(irf  nfo  poiu'  unoruiiction  différente 
de  la  ini'iiiie  (juanlitc,  ut  alors  k'â  Irois  expressions  ci-dessus  nous 
indiquent  qu'il  s'agit  de  trois  fonctions  de  x  diSéren les  entre  elles, 
c'est-à-direcomposéeschacuneen  x  de  n'importe  quelle  manière. 

S  la  même  lettre  se  reproduit  plnueurs  fois  dans  un  calcul,  on 
doit  en  conclure  qu'il  s'agit  de  fonctions  composées  absolument  de 
la  même  manière;  si  donc  f{x)  représente  une  fonction  de  X, 
dans  la  même  opération  f[a]  représentera  ce  qu'est  devenu  f(x) 
lorsque  l'on  a  remplacé  dans  cette  fonction  la  quantité  x  par  a; 
de  même  f{y  —  3)  indique  ce  que  devient  f{x)  quand  on  y  rem- 
place X  par  y— 3);  f{i)  nous  montre  ce  que  devient  /"[.c)  quand 
X  est  remplacé  par  4. 

Deméme  P(x)  et  F(y)  nousindiquentdeuxfonctions composées 
de  la  même  manière,  l'une  en  x  et  l'autre  en  y,  de  sorte  que  la 
substitution  de  y  dans  la  première  et  de  x  dans  la  seconde  Défe- 
rait que  changer  les  fonctions  de  place  sans  changer  leur  valeur. 

Enfm,  si  dans  ime  opération  on  a  f[x,y],  on  en  conclura  qu'il 
s'agit  d'une  fonction  de  x  et  de  î/  telle,  par  e>Lemple,  que,  3x^-1- 
7 — y,  et  si  l'on  trouve  ensuite  f[^,'î),  011  saura  que  cela  indique 
ce  qu'est  (Irveune  l'aulre  expression  quand  on  fait  y  égale  à  2, 
c' est-il- duc  i[\\\-Uti  équivaut  alors  h    iiXl  +  T  —  2. 

22.  L;\  "  j/c  ïi-  iihiiliic  d'une  quantité  est  la  valeurde  celte  quan- 
tité prise  indépendamment  du  signe  qui  la  précède;  ainsi  la  valeur 
alisolue  de  —  9  est  9  ;  celle  de  —  4  est  4;  celle  de  8 — 5  est  3,  tout 
comme  celle  de  — -  8  4- 

Jfoii  il  résulte  que  si  la  quantité  est  littérale  et  que  l'on  rem- 
place tes  lettres  par  leur  valeur  numérique  qui  peut,  comme  on 
sait,  être  positive  ou  négative,  on  oonsid^re  alors  seulement  le 
résultat  de  celte  substitution  absiruction  faite  du  signe  qui  peut  la 
précéder  et  qui  en  indique  la  vraie  valeur.  (  Voir  n'  101  ■) 
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RÉFLEXIONS  ET  CONSIDÉRATIONS. 

S)3.  Nous aTonsTudaDslepreiderebapitre comment  les  lettres 
etleasignes  combiné  avec  les  nombres  pouvaient  exprimer  toutes 
les  opérations  ;  l'algèbre  se  bornant  ft  cela  ne  serùt  pas  une  science  ; 
mais  si,  comme  nous  l'avons  dit,  tout  y  est  repr^ntation,  cette 
représentation  d'un  aub«  cAté  est  susceptible  de  prendre  de  nou- 
velles formes  qui  permetleni  d'obtenir  Ips  résiillflts  utiles  et  mer- 
veilleux qui  la  placent  au  rang  élève  quVIIi:  oi^ciiix^. 

Ainsi,  après  avoir  indiqué  les  opératwiis  p,ir  Jes  fxpressions 
algébriques,  il  nous  faudra  souvent  les  tt  ansformcr  en  les  soumet- 
tant aux  diverses  opérations  fondamentales  qui  constituent  le  cal- 
cul algébrique  que  nous  allons  exposer. 

Mais  auparavant,  une  explication  provisoire  sur  les  quantités 
négatives  engendrées  par  le  signe  —  qui  les  précède,  est  néces- 
saire pour  dissiper  toute  obscurité  à  ce  sujet. 

Ce  que  nous  avons  dit  (n"  3  el  5)  sur  le  signe  -|-  et  le  signe  — , 
stiffit  pour  faire  voir  comment  on  a  été  conduit  à  exprimer  algé- 
briquement une  addition  ou  une  soustraction  et  à  quoi  serédniseat 
ces  deux  opérations  quand  les  lettres  sont  remplacées  par  les  nom- 
bres qu'elles  représentent;  toutefois  leaesemples  numéiîqneB  que 
nous  avions  pris  étaient  tels  que  la  somme  des  termes  négatifo  se 
trouvait  plus  petite  que  celle  des  termes  posïtîfe,  et  que  le  résultat 
final  éttit  ffiqprimé  par  un  nombre  comme  en  arithmétique  sans 
qu'il  fùi  besoin  d'aocnn  signe  auxiliaire.  Le  cas  conb«îre  aurait  pu 
embarrasser,  c'est  pourquoi  noua  allons  conddérer  l'expression 

36— 15  — IS+2— M  A, 

qui  (n'  5)  signifie  que  de  la  somme  36  et  2  ou  38  des  termes  pré- 
cédés du  signe  -|-,  il  faut  reti'ancber  ta  somme  47  provenant  des 
ternies  précédés  du  .^igne  —  ;  or,  arilfannéliquement  parlant,  cela 
es)  in^usùble,  et  nous  ne  pouvons  ^us  s(pr  tout  k  fait  comme 
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dans  cette  partie  des  malbcmatiques,  en  soirstrayant  le  plus  petit 
nombre  du  ping  grand  et  exprinumt  m  moyen  d'une  phrau  ce  que 
Signifie  alors  ce  reste;  tout  est  repréBenlation  en  alg^ire,  avona- 
nouB  dit,  il  faut  donc  que  le  résultat  nous  indique  par  Ini-mâane 
sa  vraie  valeur,  et  cette  valeur  est  ici  —  0. 
Nous  allons  le  faire  voir. 

Supposons  que  l't'ï  pression  donnée  A  représente  ce  qu'aurait 
écrit  un  mareliand  sur  une  ft^uilie  de  son  c^iriiet. 

Si  comme  nous,  pur  iihrévuiiion,  il  n  noté  les  sonnnes  qu'il  a 
reçues  dans  la  journée  en  faisant  |in  cr>iler  du  siyne-[-  li's  nombres 
qui  les  exprimaient,  et  mettant  au  contraire  le  signe  —  devant  les 
nombres  qui  marquiient  tes  sommes  qu'il  a  payées  et  prises  doua 
•»  «lisa^  il  est  elidr  qo'à  ts  fin  de  la  journée  11  pourra,  sans  véri- 
Aer  sa  caisse,  se  rendre  compte  de  son  avoir,  car  il  lui  suffira  de 
Aiire  le  total  des  nombres  précédés  du  signe  +  et  celui  des  nom- 
bres précédés  du  signe — ;  n)ors  soustrayant  eomme  en  aiiltimé- 
tique  le  plus  petit  total  du  plus  grand,  mais  rn  donnant  au  resïg 
de  la  soustraction  le  signe  du  plus  fort  total,  il  verra  de  suile  par 
(xreete — S  qu'il  a,  tous  comptes  faits,  pris  9  francs  dans  sa  caisse 
[nous  supposons  qu'il  s'agit  de  francs);  donc  h  la  lin  de  la  journée, 
it  a  0  francs  de  moins  et  c'est  ce  que  —  9  exprime  sans  aucune 
drconlocution. 

Ce  commerçante  pu,  sur  une  aulrefeuîlle,  écrire  des  opérations 
analogues  de  la  mArne  journée;  on  comprend  alors  qu'il  aura  dft 
opérer  sur  la  seconde  fouille  comme  sur  la  premi^^e,  c'est-à-dire 
hire  le  total  drs  sommes  IollcIu-cs  et  di  s  sonmiM  payées,  en 
donnant  au  reile  de  la  sousti',ii  [ion  le  sij;nr  ilii  luli:!  lo  plus  fort, 
Oeci  f^t,  il  aura  eu  un  reste  sur  cliaqite  feuille  résumant  les  opé- 
rations inscrites  sur  eette  feuille,  il  au»  dono  été  condnit  è  Mto- 
parer  ces  deux  restes  pour  apprécier  le  résultat  de  la  journée, 
c^est-à-dire  quH  aura  dA  sonstr^re  l'un  de  l'autre  ces  rettes  s'ils 
avaient  des  signes  lUfférents,  en  conservant  au  nouveau  reste  le 
ngne  du  plus  fitrt,  ou  bien  il  aura  dù  additionner  ces  deux  resua 
s'ils  avaient  le  même  signe,  soit  positif,  soit  négatif;  car  ainsi  le 
total  aura  exprimé  toujours  exaetemnit  ce  qu'il  aura  reçu  ou  pris 
dans  sa  cuisse. 

Il  n'est  pas  licsoin  d'uNplieations  pour  voir  que  si  les  rettei  sur 
chaque  feuillet  sont  précédés  du  signe-—,  par  exemple,  enlesad- 
dittODUtal  ei  conservant  le  même  signe  à  la  lomme,  la  commfiiçaDt 
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saurs  de  siiHe  qu'il  a  pris  dans  sa  oaisM  me  somme  égale  li  la  m- 
Uur  abwlue  du  nombrâ  nég&lif  qui  représentait  le  Mal. 
On  conçoit  d'après  ce  qui  précède  comment  les  algébiistei  ont 

élé  conduits  h  infrodulre  le  signe — ,  c'est-à-dice  les  quantités 
négatives,  et  que  pour  exprimer  rnddilion  do  quantités  quel- 
conques, il  r.uit  les  (irrini  il  hi  siiile  les  iiiit's  des  autres  avec  leur 
sigiK' .  car  cuvi/iura' iluiix  quaiililcs  Irlli-s  que +  12  et  —  7  pur 
exemple,  c'est  !a  même  chose  que  postiv  1-2  ~  7  qui,  d'après  la 
signification  des  signes  +  et  —  ,  se  rédnisunt  ù  5. 

11  en  sera  de  même  en  algèbre  il  plus  l'oi  le  raison,  les  quanlitéa 
considérées  ne  pouvant  pas,  è  moins  de  cjis  particuliers,  se  réduira 
comme  en  arithmétique  j  alors  pour  exprimer  que  — a*6  doltétie 
ajouté  à  4e,  nous  écrirons  à  la  suite  l'une  de  l'autre  ces  deux 
quantités  comme  il  suit 

— o'6-f      ou   *c — 1»*. 

A  ce  si^et.on  object^a  peut-être  que  oette  règle  n'est  pas  con- 
forme H  ce  qui  a  été  enseigné  n*  S  où  l'on  voit  que  le  signe  -|-  doit 
être  interposé  entre  les  quantités  qui  doivent  être  additionnées,  et 
qu'alors  il  aurait  fallu,  pour  exprimer  l'addilion  âù  U  n\cc  —  a'b, 
écrire  4c  +  —  ti'b. 

Voici  la  réponse  :  les  deux  expressions  ont  même  valeur  et 
même  signification,  seulement  il  n'est  point  d'usage  d'employer 
celte  derDière"  forme,  mais  on  enferme  entre  parentbèses  la  quan- 
tité que  l'on  doit  ajouter,  cl  nous  dirons  que 

4c— n'6  =  4t +  (-«'/,). 
On  le  démontrera  lors  de  l'addifinn. 

II  faut  bien  comprendre  que  les  opérations  algébriques  ont  reçu 
des  noms  d'après  leur  analogie  avec  les  opérations  arithmétiques, 
mais  dans  un  sens  plus  étendu  ;  tant  qne  l'on  ne  considérera  que 
des  quantités  positives,  les  détinHions  de  l'aHthmélique  pourront 
s'appliquer  aux  mêmes  opérations  de  l'algËbrc.  Il  n'en  sera  paS 
toujours  de  même  à  cause  des  quantités  né^dives. 

Ainsi  l'addition  arithmétique  a  pour  but  de  trouver  une  quantité 
complexe  ou  non  qui  contienne  toutes  les  autres  quantités  que  l'on 
devait  additionner,  tandis  qu'en  algèbre  l^i  rèvnîon  ou  addition 
d'une  quantité  positive  avec  une  négative  constitue  une  somme  al- 
gébrique qui,  en  réalité,  n'est  qu'une  différence  arithmétique,  diffé- 
rence qui  quelquefois n'estqn'apparaQte,  parce  qiNsiqndquai-oiiss 
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des  lettres  représentaient  des  valeurs  négatives  (n°13),  il  résulterait 
au  contraire  une  véritable  addition  ;  la  mâme  observation  s'applique 
à  la  sonsiraclion    (  l'o/r  n'  33.) 

Par  addition  on  doit  donc  entendre  qu'il  s'agit  d'écrire  à  la  suite 
les  unes  des  autres  les  quantités  avec  leur  signe,  sans  s'inquiéter 
d'abord  de  ce  ngae. 

ADBITION  DES  HOHOMES  ET  POLTHOHES. 

94.  On  poomùt  penser,  d'après  ce  qiù  précède,  que  Vaddilion 
algébrique  ne  serait  qu'une  à^ieatim  d'opération;  mais  lorsque 
tous  les  termes  ne  sont  pas  dissemblables,  il  y  a  lieu  à  œ  qu'on 
appelle  la  réduction  qui  est  une  addition  simplifiée  et  qui  constitue 
l'addition  algébrique. 

Pour  éviter  toute  confusion,  on  peut,  pour  le  moment,  supposer 
que  les  lettres  représentent  seulement  des  quantités  positives. 

23.  Au  lieu  d'effectuer  immédialenipnt  l'opération  demaniléK, 
quelle  qu'elle  soit,  on  pourra  toujours  coiiiniencer  par  l'indiquer 
au  moyen  des  signes  affectés  h  chaque  opération,  en  ayant  soin, 
lonqne  cda  sen  Déce»aire,  d'm&cmer  entre  parenthèses  on  m>- 
tsben  la  quantité  qui  doit  subir  l'opération  Ou  sertir  à  la  faire,  et 
([énéralementii  vaudra  mieux,  surtout  si  les  quantités  sont  des  po- 
lynAoïes,  les  enfermer  toutes  entre  parenthèses,  car  cela  estquol- 
quefii^s  indispensable. 

Ainsi,  pour  indiquer  que  l'on  doit  ajouter  — &i*  à  3c,  on 
ponrra  mettre  3c + (—  5A')  ; 

de  même  ^^>+{—2ab+a—^c*) 
exprime  qu'il  aut  ajouter  à  2a'  tout  ce  qui  est  entre  paren- 
thèses. * 

De  même  encore      «6 — ( — ilS+o) 
dénote  une  soustraction  de  ce  qui  est  entre  par^thèses  &  eSèctuer 
sur  ab. 

Enfin  (26— Se)  X  (3a— 6) 

exprime  une  multiplication  entre  2i  —  Se  d'âne  part,  ét  l'autre 
facteur  3a — 6,  d'autre  part. 

Cette  notation  montre  exactement  l'opération  k  faire  et  prévient 
souvent  des  erreurs. 

Stt.  ADomon.  Quelques  mots  sur  la  réduction  sufllraient  main- 
tenant pour  expliquer  l'addition  ;  mais,  pour  ne  rien  omettre,  nous 
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dirons  :  1°  si  les  quantités  it  additionner  sont  dissemblables,  que  ce 
soient  des  monâmesou  des  polyndmes,  l'opération  ne  pourra  être 
qu'indiquée  (ii"  23)  et  l'on  écrira  les  quantiié»  à  la  mite  les  unes  det 
autres  avec  leur  signe. 
Ainsi  le  total  des  expressions  Sa,   — 4&*,   — m'd,  4,  sera 

de  même  la  somme  de  —  2d  et  de  —4e  sera 
— 40; 

ce  qui  renent  à  dire  que  — Si  pins  —ic  vaut  —26— 4c 
et  sera  exprimé  algébriquement  [n*  39]  en  écrivant 
— 26 + (— 4c) =— 26 — 4c. 

On  comprend  d'nbord  que,  tant  que  les  lettres  ne  seront  point 
remplacées  par  leur  valeur  numérique,  il  sera  impossible  de  les  ré- 
duire îi  un  seul  terme  comme  en  arithmétique;  ensuite  les  expli- 
cations (iu  n'  23  [lous  ay:Liit  Hiil  veir  ci!  que  pouvaient  être  des 
quanlilos  iiégiitlvcs,  nous  irions  pu  puisai  ciinclure  que  l'addition  des 
qunnlités  négatives  devait  être  fuite  comme  ci-dessus,  mais  nous 
allons  le  démontrer  en  prouvant  qu'une  expression  telle  que 
9a  +  { — Si*)  est  la  même  chose  qne  3a — 8i*. 

Eh  effet,  Sa-|-(— S6*)  est  une  manière  d'exprimer  l'addition 
ou  adjonction  de  — 56*  à  in  qui  naturellement  serait  indi- 
quée par  2(1-]  56',    mais  présonlerait  une  certaine  obscurité; 

or,  d'après  ce  que  nous  avonsdit,  une  quantité  précédée  du  sigue — 
indique  une  soustraction,  c'est-à-dire  que  cette  quantité  d^it  être 
soustcaitejpsFconséqnentjoindreonajouterà  2a  cette  quantité 
Si*  qui  doit  être  Boustraile  de  âa,  ^est  en  réalité  fûre  la  sous- 
traction de  56*^  sur  2a. 

D'ailleurs  on  peut  dire  que  si  à  2a  l'on  voulait  ajouter  Sb*, 
il  faudrait  écrire  2a-{-56';  or  — 86*  estl'opposéde  -f-5i'; 
doncpour  ajouter  — 56'  à  2a,  il  fautécrire  2a — 56'. 

On  prouverait  de  même  que  — a-|-(-|-é)= — a-|-6. 

Si  nous  considérons  l'expression  3a-|-[i* — e)  quiïndique 
l'addition  do  6' — c  à  3a,  il  sera  encore  plosfadle  de  vérifier 
notre  conclusion. 

En  effet,  si  îi  3*  on  voulait  ajouter  6",  on  posernit  Za  -f  6', 
mais  ce  résultat  est  trop  fort,  considéré  par  rapport  ù  l'expression 
donnée,  puisque  c'est  6'  diminuéde  c  que  l'on  voulait  iyouter 
h  3a;   donc  pour  avoir  la  vraie  valeur  il  fout  letraudier  e  du 
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total  ia  +  b*  ca  qnl  eondalt  éridemment  &  dire  quo 

3a4-(fi«— c)=3«+i'— c, 
et  comme  il  en  sera  toujours  de  mùme,  on  conclut  qu'iV  faut,  dans 
l'addition,  écrire  les  quatitiiés  à  la  suite  let  unes  des  aiiires  avec 
leur  signe. 

RnuRQDE.  On  observera  que  notre  raisonnement  suppose  que,  sî 
les  quantités  a,  i  et  c  étaient  remplacées  par  leur  valeur  numé- 
rique, on  pourrait  effectuer  la  soiisirnclion  de  c  sur  le  terme  pré- 
cédent, positif  dans  cet  exemple;  mais  lorsque  I  on  cnnsiilen;  I  ad- 
dition de  deuï  quantités  negulivi^s,  lelles  que  —il)  et  —ir-, 
nous  ne  pouvons  plus  raisonner  de  iiiûme,  puisque  :ui  coulr.iu'e, 
il  fondrait  additionner  les  valeurs  de  ces  quantités  en  Tiusant  pré- 
céder le  tolnl  numérique  du  signo— ;  donc  si  nous  ne  voyons 
pas  de  quelle  quantité  qn  doit  retrancher  ta  valeur  représentée  par 
—  —  Ac,  il  faut  concevoir  que,  dans  les  applications,  l'état  de 
la  question  le  fait  connaître  et  en  outre  quil  ne  s'agit  ici  que  d'ad- 
diiionner  ces  quantités  sans  s'inquiéter  de  celles  dont  elles  doivent 
être  soustraites.  On  peut  d'ailleurs  se  reporter  au  n*  23. 

3*  Sott  proport  nutatsnant  d'additionner  les  quantités 
bc,  — a'b,  — 2fic,  66c+3o'*  —  ab. 
Par  ce  qui  précède  nous  serons  conduits  h  écrire  ces  mondmes  et 
oi  polyiiûtne  îi  la  snili'  les  uns  dos  autres  en  conservant  son  signe 
àclmquc  tm-mn;  mais  nous  remarqueronsqu'il  jades  termes  sem- 
blable%[n°  US)  et  il  est  évident  que  nous  pourrons  opérer  commo 
eo  arithmétique,  car  il  est  clair  que  — ibc  -f  Me  revient  à  -{-  Uc, 
et  si  l'on  y  ajoute  la  premier  terme  6c  on  l.be  (n*  11),  il  en  ré- 
sulte -f  tibc. 

De  même  •— a*i-f-3a*A  donne  -\-Wb.  Qaani  «u  terme 
— oA,  il  n'mlt  semblable  h.  aueon  dee  antres  et  ne  pent  donner 
lieu  à  réduction. 

On  aura  donc  Me  +  ia'b  —  ab  pour  total 

des  quantités  cl-dessus  données. 

On  trouvera  de  même  que  le  polyn&me 
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se  réduira  h  —a'b  —  21  —  3oP. 

27,  Les  opérations  que  iiniis  venons  de  fnira  sur  les  lermes 
semblnUIes,  sont  r.o  qu'on  appelle  la  riiil m:liuii ;  elle  consiste  à  ré- 
unir les  termes  semblables  en  un  sgdI,  et,  conformément  à  ce  que 
nous  venons  ilu  \  ou',  \nw  l:i  iirjiliqinT,  li  /ne'.  (((■  île  l'iicldi- 

lion,  yéuiiir  en  iiu  seul  tc-iiie  tws  ccu  'jui  font  si'"iUiililes  cl  //osi- 
lifs,  faire  de  même  pour  les  négatifs  (s'il  y  en  a)  et  enfin  retrancher 
la  plus  pt/ite  tomme  de  la  plus  grande  en  donnant  au  reste  te  ligne 
de  la  plus  grande.    (  Voir  n"  32). 

Pour  interpréter  cette  règle  convenablement,  on  doit  considérer 
que  s'il  n'y  a  que  des  termes  semblables  positif^  on  que  des  termes 
négnlirs,  la  réduction  ne  consiste  plus  que  dans  la  simpliBcation 
des  coeOicients. 

2 

Ainsi  —  6ô'c  +  3«  —  -  A'c 


ment  que  l'addition  des  dtux  cotlliciuiits  —  ti  et  —  ^  qui 
donne  — 

On  ne  peut  être  embarrassé  non  plus  si,  pour  faire  la  rédi)otion, 
on  est  conduit  à  retrancher  un  terme  plus  grand  d'un  plus  petit; 
on  opère  comme  en  arithmétique  en  retranchant  la  quantité  qui  a 
le  plus  petit  coefficient  de  celle  semblable  qui  en  a  un  plus  grand 
et  en  donnant  au  reste  le  signe  de  la  plus  grande. 

Ainsi  3a*c — 5a'c  se  réduit  à  — 2a'c, 

ScoLiB.  La  réduction  ne  portant  que  sur  les  coeBicients  et  jamais 
sur  les  exposants,  il  fondra  simplement  additionna  les  coefficients 
positifs  ou  négatifs.  S'fl-yf  iiiï^M?  fife      (niîW*^  «9  swiïlraiia 
la  plus  petite  somme  de  h       graninr,  i^nnme  il^  dit 
dcssus. 

Dans  ce  dernier  cas,  la  réduction  ou  addition  des  termeffjt^Tn- 
blables  constitue  une  véritable  soustraction. 

Dans  la  pratique,  lorsque  l'on  a  plusieurs  polynômes  à  rédl]â>^ 
il  est  plus  «HnnwâedBlesdiBposer  Isa  diusihu  les  autres, dflKOfa 
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que  les  termes  semblables  soient  duu  use  mdme  colonne  ét  ainà 

plus  apparents,  ou  bien  on  se  contente  de  barrer  légèrement  les 
termes  sembiables  à  mesure  que  l'on  opère  la  réduction.  On  baira 
donc  toujours  au  moins  deux  termes,  puisque,  pour  comparer, 
il  faut  au  moins  deux  quantités,  et  ce  léger  liait  indique  que  cee 
termes  ont  été  réduits. 

Ainsi  ayant  le  polynôme 

20  4-  abc  —  6/  +  a  _  3Èy'  +  ai  -f-  96^'. 

On  voit  de  suite  qu'il  n'y  a  de  termes  semblables  que  parmi 
ceux  qui  contiennent  on  barre  donc  d'abord  les  termes —  by* 
et — 3bi/^  que  l'on  réduit  en  disant — 1  plus — 3fait — 4;  donc  ces 
deux  ternies  équivalent  il  — que  l'on  considère  ,iïpc  +'.l4y', 
en  le  barrant;  puis  réduisant,  nous  disuns  — i  plus  9  fai'  + 
clone  ces  trois  fermes  se  réduisent  à  ~\-  5%',  et  tout  le  polynôme 
se  réduit  à  20  -f-  aie  +  55/  -\-a-{-ab. 

Habit ueliemenl  ces  réductions  se  font  à  la  simple  vue. 

2fl.  RÉGIE  kénhhale.  Pour  additionner  des  quantités  monàtnes  ou 
polynômes,  il  faut  les  écrire  à  ta  suite  les  unes  des  autres  avec  leur 
signe,  puis  s'il  y  a  des  quantités  semblables,  effectuer  la  réduction, 
suivant  ce  qui  est  enseigné  n'  27.  (  Voir  n°  8C.) 

SOUSTRACTION  DES  MONOMES  ET  POLYNOMES. 

SB.  Connaissaut  la  sigaiBcation  du  signe  —  et  considérant  des 
quantités  positives,  on  comprend  sans  explicatiOD  qne  pour  sous- 
traire  fi  de  o  il  faut  écrire  a~-b. 

De  même,  la  différence  ento  7o'i'  et  2a'ê*  sera  7a'è'— 2a*6* 
ou  5a*&'  au  moyen  de  la  réduction. 

Supposons  maintenant  que  de  a  on  veuille  retrancher  b  —  c, 
on  sera  peut-être  embarrassé  t  mais  on  pourra  du  moins  indiquer 
l'opération  [n°  25).  Cette  sonstractios  sera  alors  exprimée  par 
a —  [b  —  c],  mais  die  ne  sera  pas  effectuée,  et  il  &ut  se  àéba^ 
rasser  de  ces  parenthèses;  c'est  en  cela  que  consiste  la  soustrac- 
tion algébrique. 

Nous  allons  faire  voir  que  l'on  doit,  comme  dans  les  premières 
applications,  clianger  les  signes  de  la  quantité  à  soustraire. 

Pour  le  prouver,  supposons  que  de  a  l'on  retrradie  d'abord  b 
seidement,  ou  éuira  évidemment  a — b;  ce  résultat  «en  trop 


Digilizedliy  Google 


CIlAnTRK  11. 


20 


faible,  puisque  a  ne  devait  être  diminué  qne  de  b  diminiié  Ini- 
m&ue  de  c.  Par  conséqaentj  en  soustrayant  seulement  b  de  a, 
nom  retranchons  une  quantité  trop  grande  de  tout  ce  que  vaut  c, 
donc  nous  devons  indiquer  qne  a—b  esttroppelitde  c,  autrement 
qae  a — b  doit  être  augmenté  de  c,  et  pour  cela  il  fant  lui  qou- 
ter  c;  donc 

«-(6-c)  =  a~fi+c. 
Dememe  pour  soustraire  — A  de  o  on  écrira  a-\-b. 
Pour  le  démontrer,  il  n'est  plus  possible  d'employer  le  mâme 
l'itUonnenient  que  ci-dessus.  Hais  en  voici  une  démonstration  due 

On  peut  supposer  que  la  quantité  a  estégaleà  a-^-b  —  h,  puis- 
que en  résmné  les  termes  "^-b  eX  — b  sodétrulsent  comme  étant 
semblables  et  ayant  le  môme  coeffident  1  avec  des  sÏKues  op- 
posés. 

Maintenant  si  de  cette  expresuon  on  retranche  —  b,  il  reste 
évidemment  a-\-b;  donc 

puisque  retrancher  une  quantité  d'une  autre  est  la  même  chose 
que  la  laaslraire  de  cette  derni&re  quantité. 

On  pourrait  arriver  il  I»  niâme  conclusion  par  d'.iuti'es  considé- 
rations tirées  de  la  luiliire  même  de  ropération,  mais  nous  ne 
nous  y  arrêterons  pas. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  s'applique  à  tous  les  cas  et  à  toute 
quantité  monéme  ou  polynâaae>  c'est-à-dire  que  pour  soustraire 
une  quantité  d'une  antre,  il  fout  écrire  la  quantité  à  soustndre 
avec  un  signe  contraire  à  la  suite  de  l'autre. 

Ainsi  _  r  —  (—  irt')  ^  — c+  i"'. 

50.  Dans  lu  :ii.nisli.ii;{iui)  ai^eliiique  comme  dans  l'addition,  il 
peut  se  trouver  des  termes  semblables,  et  alors  on  opère  la  réduc- 
tion comme  on  l'a  vu  pour  l'addition. 

En  efiët,  on  ne  peut  distinguer  le  résultat  d'une  adiUtion  d'avec 
celui  de  la  soustraction. 

Ainsi,    soit  h  addilionner  ia — i6  avec  Sa -]- 6i, 

le  total  non  réduit  sera  ia  —  2i  4~  ^  + 

Soit  au  contraire  à  Mujfraire  — 2a  —  6b  (le  4a  — Sé, 
le  résultat  BOA  encore  im^Vt+3a  +  6b. 


Ë[.ËME:t1'S  n'ALGtOKI, 


Par  conséquent,  les  rtgles  de  la  réduction  doivent  s'appliquer 
îndifféromment  à  ces  deux  opéralioDS,  puisque  en  résumé  il  ne 
s'agit  que  de  simplitler  les  termes  semblables  dans  une  ëxpressîoR 
algébrique  quelconque,  et  il  est  clair  que  la  nédticUoa  nous  don- 
nera ci-dessus  dans  un  cas  comme  dans  l'autre  le  même  ré- 
suitiilfi(.-f-.iA. 

Soit  rncore  à  soustraire  2a  +  6«' — 4o6— fi'  +  lS  de 
7(i'  — 2uii  +  3e. 

D'après  ce  qui  a  «Sté  dit,  il  faut,  à  In  suite  de  cetliî  dernière 
quantité,  écrire  ln  première  avec  des  signes  contraires;  mais, 
pour  plus  de  commodité  et  vu  que  cela  prend  moins  de  plaœ  en 
longueur,  nous  écrirons  sous  la  seconde  quantité  la  première  avec 
des  signes  conlraires  ;  cela  foctlile  la  réduction  oomme  on  va  le 
voir.  Nous  posons  donc 

7û'  — 2Hi-)-nc 
—      —  inb  +  b'—lfi 

~2ffl-f-2û'  +  2aii  +  3c-j-6'— (8  (différence  réduit*). 


Après  avoir  éerit'ies  deux  quantttéS)  nout  avons  fait  la  rédac- 
tion qui  occupe  la  troisième  ligne,  d'après  la  règle  n*  ST. 

Si  l'on  demandait  de  soustraire  plusieurs  polynAmes d'un  autre 
polynAmeou  d'un  moiu'.uir.  itIq  ne  serait  pas  plus  difiicilej  il 
sufiirait  d'écrire  ii  li  siiili'  du  inunôme  ou  polynôme  les  polynômes 
à  soustraire  en  leur  donnant  des  signes  contraires. 

51.  llF.r.i.E.  Pour  effectuer  la  so'iatraelion  entre  deux  qwoMtés 
vwnômcs  ou  polynômes,  il  faut  écrire  avec  des  signes  contraires  la 
quantité  à  soustraire  à  la  sttile  de  celle  dont  on  veut  fousiraire,  et 
faire  la  réduction,  t'il  y  a  lùu,  dont  le  polgndme  qui  en  rindte. 
(Pbirn'86.) 

32.  Ln  rf^le  pour  la  réduction  n°  27  peut  s'énoncer  de  cette 
autre  manillre. 

donnant  pour  coc/fidcnt  la  somme  des  coeffkknts  de  tous  tes  termes 
semblables  ucfc  la  même  signe,  iil  n'y  a  que  des  termes  positifs  ou 
des  termes  nêyftlifs  semblables;  tt  dans  U  cas  où  il  y  aurait  des  wu 
et  des  autres,  le  coefficient  de  ce  seul  terme  serait  atm  ta  difpérenee 
^i  existerait  entre  la  tomme  des  ternes  ag'ecté»  du  t^m+^eelie 
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des  termes  affectés  du  signe  — ,  te  signe  de  ce  coefficient  étant  d'ail- 
leurs celui  des  coe^denti  dont  la  tomme  serait  la  plut  forte.   (  Voir 
n*37  etecolie  du  n"  SI.) 
3X  La  soustraction,  ainsi  que  l'addiUon,  nous  préieDle  cette 

singularité  quu  (Ifins  certains  cas  iinf.  atldilion  est  une  soustraction  et 
réoi|>roqiicuicut  qu'utii'  soiistr;iction  ilcvknt  une  véritable  addition. 

Aitiâi  l'addiliou  d'une  i|u;iulltù  ni'gative  avec  une  positive  con- 
stitue une  soustraction  {n"  23  et  3U),  tout  comme  la  soustraction 
d'une  quantité  négative  sur  une  positive  produit  une  véritable 
addition. 

Il  est  donc  utile  d'observer  qu'en  algèbre  le  mot  addition  et  le 
mot  somme  ou  total  n'enfratneat  pas  toujours  avec  eux  l'idée 
d'augmettttttim,  de  même  que  le  mot  tomlradim  et  Is  mot  diffé- 
rence n'exprimcDt  pas  toujours  l'Idée  de  dmimtion. 

Pour  disliufjuer  ces  somme  ci  différence  d'avec  celles  considérées 
en  jiii!lim.Hi(]Mi^,  on  désigne  les  unes  parladénominaliondeiomnie 
al<j'!!jr/ij"i!  tt  dû  différence  algébrique,  et  les  autres  par  le  nom  de_ 
summe  aritlintétique  et  de  différence  arithmétique. 

Ain»  4a' — A -t- 3c  est  une  somme  algébrique,  si  l'on  considère  " 
cette  expression  comme  le  résultat  de  la  réunion  de  tous  les  termes 
qui  entrent  dedans  avec  leurs  signes  respectifs,  tandis  qu'une 
somme  qui  serait  formée  seulement  avec  la  valeur  absolue  de  ces 
termes  constilnerait  une  somme  anlliiiiélique  ;  la  valeur  réelle  du 
polynôme  donné  est  donc  la  différence  arithméfique  entre  la 
somme  des  unités  contenues  dans  ies  termes  positifs  et  cdlc  des 
unités  contenue  dans  les  termfs  négalifs  (toujom'S  dans  l'Iiypo- 
lhÈsedun"2.l;.     [roir  vT  iOll.) 

34.  Ceci  nous  conduit  àdiroquo  tout  poljnômeayant  des  termes 
positifs  et  négatifs,  tels  que  ab — b  —  ^^i  oxpnme  des  ad- 
ditions et  soustractions,  du  moins  en  apparence.  Pour  sToir  sa 
valeur  numérique  ou  simplement  sa  valeur,  il  font  se  reporter  au 
n*  11),  se  rappeler  aussi  ce  qui  a  été  dit  n°  13,  et  alors  si  nous  sup- 
posons aux  lettres  les  valeurs  suivantes,  savoir  a  =  7,  S=4 
c  =  2  et  d=~-Z,  nous  trouverons  û6  =  28,  c'=IO  et 
3d  =  —  IB,  car  nous  verrons  que  3X( — S)=  — 15,  et  par 
conséquent  la  valeur  réelle  du  polyndne  sera  —  7  après  avoir 
appliqué  les  règles  de  l'addition  et  de  la  soustraction. 

On  voitquejeterme-j-ïsii  qui  muiquaii  une  addition  s'est  changé 
en  une  Mualiaotioa  lorsque  l'on  a  remplacé   par  sa  ttlenr  numé- 
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rique  —  ï>  qui  élnil  négnlive  ;  mnis  -|-  2d  est  néanmoÏDs  un  tmne 
positif,  tant  qiic  d  n'est  pas  rumplncé  par  sa  valeur  numérique. 

Enfin,  pour  ne  point  revenir  sur  les  résultais  que  peuvent  donner 
les  quantités  susceptibles  de  reœvoir  des  valeurs  positives  ou  né- 
gatives selon  les  hypothèses  Taites,  nous  regarderons  provisoire- 
ment cemme  démontré  ce  nrinnine  de  multiplication,  SFivoir,  que 
le  produit  d'une  qvantue  positive  par  une  négative  est  négatif,  et 
que  le  produit  hp  hfiij:  amtinies  positives  ou  de  deux  guantiléi 
négatives  est  postnf.  en  laisani  aiienlion  aussi  qu'une  quantité  telle 
que — 3a,  par  exemple,  équivaut  à  —  3x  +  o,  c'est-à-dire  que 
iovie  quantité  nénaiwe  nem  tire  regardée  comme  le  produit  d'une 
ifuantité  positive  j/ar  une  négative,     { Voir  n"  49  et  ia%) 

Peci  établi,  si  l'on  considère  ponr  Sme  Imi^eSiàmx  mcnâ^s 
tels  que  -{-Sa  et  —  5a  dans  l'h; pothgge  que  lu  valeur  cb  a  est 
positive,  chaque  monâme  exprime,  l'nn  une  valeur  postive,  et  le 
second  une  valeur  négative. 

Si  au  contraire  la  valeur  de  a  est  négative,  +  2â  exprimera  fine 
valeur  négative  et  —  So  une  valeur  positive. 

Prenoiis  un  CM^iitplu  numérique  et  supposons  dans  les  monômes 
ci-dcssus  que  a  soit  i>g:il  b  —  7,  le  monûme  -|-  2a  équivaut  à  —  M 
et  c  esl  la  sa  valeur;  quant  au  monâmo  — Sa,  il  équivaut  alors 
h  -4-  3d  et  c'est  la  valeur  q^ou  doil.!ni_a^biter. 

£n  général  n  m  mondine^^&lt^aEto  fi^z^itm  stgm,  pmnd 
vta valeur  négative,  il  se  rêdmt  à  vnej^tmMi  priddie  dustgne 
^j^aire  a  celui  qi^elle  avatt. 

^iSS.  Puisqu  un  polynôme  représente  généralement  une  série 
d'additions  et  de  soiislrnclions,  on  congoil  qu'il  est  Tort  indiffé- 
rent quel  soit  1  ordre  de  ses  termes  et  que  sa  valeur  no  pyul  être 
altérée  quelque  changement  que,  1  on  opurc  dans  loiir  position 
respective,  si  I  on  a  soin  de  oonsM'vir  a  chacun  son  sigiii-',  et  alors 
nous  dirons  que /a  valeur  d  un  polynôme  n  est  pas  (roubke  quel  que 
toit  l'ordre  dans  lequel  on  écrive  les  termes,  pourvu  que  ciiacuti 
emsme  im  signes 

AiùA  3a' — 6'c-j-a4  a  la  même  valeur  que  — ft'c+06  +  3a*. 

Nous'ajoulerons  seulement  que  si  l'ordre  est  iadiKrrat,,oqieii^ 
doat  on  ulopte  généralement  l'ordre  alphabétique  quuul  «da  n 
]wntet  m^^ass  la  composition  des  termes. 

/àmi  l'on  écràa  —  b*c  préférablement  à  —  i^. 
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Cest  un  nsBgs  et  non  une  règle  à  laquelle  il  ne  faut  pas  s'as- 
treindre, mais  cela  donne  plus  de  facilité  pour  discerner  des  termes 
semblables,  ou  bien  on  peut  avoir  besoin  de  disposer  les  termes 
suivant  un  certain  ordre  par  rapport  aux  exposants  d'une  lettre, 
et  il  devient  alors  nécessaire  d'adopter  un  ordre. 

UTILITÉ  DES  PARENTHÈSES  OU  CROCaETS. 

36.  NonsavoDSTu  (a- 3&],  que  1*00  pouvait  indiquer  les  Dpén- 
tioos  au  moyen  de  parenthèses;  ilestdaîrque  ce  procédé  tf»^ 
plique  également  an  cas  où  il  s'agirait  de  pla^aurs  quantités. 

Ainsi,  5flfi«  +  20c  +  (12 — Ix)  _  (-fi  -f  — m) 
exprime  qu'aux  deux  premiers  termes  on  doit  «jouter  les  quanfi- 
lés  12  et  —Ix,  fit  ensuite  retran^er  les  quantités  qui  sont  dans 
la  dernière  parenthèse  :  or,  on  remarquera  que  s'il  était  indifférent 
d'enfermer  entre  parenthèses  les  deux  termes  12  et  —  Ix  qui 
devaient  être  additionnés,  il  était  indispensable  d'employer  ce 
moyen  pour  indiquer  la  soustraction  des  trois  derniers  termes  sur 
les  précédents,  car  alors  le  dgne  —  qui  est  entre  les  parenthèses, 
n'aurait  eu  d'influence  que  sur  le  prraoler  —6  des  trois  derniers 
et  n'aurait  pas  apporté  la  modification  nécessaire,  tandis  que  l'on 
doit  faire  attention  que  le  signe  placé  devant  une  parenthéte  affecte 
Ions  les  termet  qu'elle  renferme. 

Nous  verrons  d'autres  opérations  où  l'emploi  de  ces  parenthèses 
est  indispensable,  surtout  quand  il  s'agit  de  polynômes. 

Nous  dirons  encore  qu'au  moyen  des  parenthèses  on  abrège 
beaucoup  le  discours;  ainsi,  au  lieu  d'écrire  en  toutes  lettres  l'opé- 
ration suivante  :  soit  proposé  de  soustraire  la  quantité  lax—W 
delà  quantité  10  — c, 
on  écrira  tout  simplement 
soit  (20  — c)~(7(u;  — 46'), 

et  nous  saurons  qu'il  s'agit  d'effectuer  la  soustraction  expliquée  ci- 
dessus;  nous  emploierons  souvent  cette  notation. 

57.  La  preuve  de  l'addition  et  de  la  soustraction  peut  se  faire 
l'une  par  l'autre  en  se  basant  sur  les  mêmes  considérations  qu'en 
aiithrotiiqae.  Le  bot  tf  une  s(RistractioD  qaeloooqne  éUnt  de  Auce 
connaître,  an  moyen  d'nn  ratfe,  la  difiéience  qu'il  j  a  entre  deux 
quantités,  ce  rette  doit  être  td  qu'en  l'aioutant  ii  la  quantité  sons- 
I  a 
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traite,  oB  retrouve  celle  dont  oq  a  loustrait;  noua  Qpéteioni  donc 

d'après  cette  considératioD. 

Soit,  par  eiLemplo,  k  soustraire  — i  +  c  de  a,  le  résultat  est 
a-^i — c  (n°  99),  et  peut  être  coiisidùré  coniino  un  reste. 

Pour  vérifier  co  résultat  ou  reste,  il  faut  qu'eu  l'ajoutaat  à 
la  quantité  — b+e  on  retrouve  la  quantité  a;  et  en  effet, 
a-|-b — c~b-{-o  éqmmA  évidemment  b  a  en  fitiaant  laiédue- 
lion;  car  (n*  32),  prenant  le  terme -j-iavec  l'autre  terme  semblable 
^  6,  je  les  remplace  par  la  lettre  6,  k  laquelle  je  dois  donner  pour 
eoefiicieut  la  différence  qui  existe  entre  coollicient  de 
et  coefficient  de  — 6,  cette  différence  est  zéro;  donc  on  aura, 
pour  remplacer  ces  deux  ternies,  l'expression  Ob  ou  O.b,  qui  re- 
vient  à  zéro,  d'après  le  principe  que  toute  quanliti;  finie  multiiiliée 
par  zéro  donne  zéro  ;  il  en  est  de  mûme  pour  — c  et  +  c  Quant 
au  signe  que  nous  aurions  dii  mettre  devant  06,  d'après  la  règle 
n'  32,  on  remarquera  que  les  coefficients  de  la  quantité  positive  et 
de  la  quantité  négative  semblables  étant  égaux,  il  n'y  a  pas  lieu  (te 
choisir  le  signe  plutôt  que  le  signa  — ;  cela  d'ailleurs  est  indîf- 
férçnt,  car  ±  O.i  =  0  (n'  i  0 1  ) . 
,ScouK.  L'expression  i+.f)  est  une  soustraction  inJi- 

maisa  +  6 — c  estime  sous^açtion  effectuée,  c'est  pourquoi 
nous  avons  dit  que  cette  dernière  expression  pouvait  Cire  regardée 
comme  un  reste  ou  différence  entre  les  quantités  a  d'une  part  et 
l'autre  quantité  — 6+c  d'autre  part. 

58,  Nous  pouvons  déjà  apercevoir  un  das  avantages  l'fd- 
.  Çëbre  sur  l'arithmétique. 

En  effet,  prenons  an  hasard  debx  nombres  18  et  t,  ùisims  leur 
mmme  et  leur  différence,  nous  aurons  35  et  14  dont  le  total  e8t36 
que  l'on  voit  être  le  double  du  plus  grand  des  nombres  choisis, 
mais  raisonnablement  on  ne  peut  supposer  qu'il  en  sera  tonjonis 
ain«;  car  si  l'on  prend  d'autres  nombres  8  et  16,  on  trouve  par 
l'arithmétique,  en  faisant  le  total  de  leur  tomme  et  de  leur  difflê- 
retice,  qu'il  vient  33,  qui  eat  kû  le  quadruple  de  fnB  du  BOm^s 
et  le  double  aussi  du  pluagEaad,  rioaHeno^a  ^  qu'il  esun 
toujours  de  méoM. 

.  UaiiUeBuit,  foeanm  dam  aomlHVB  queloaacpua  reprioMto 
#lwnaairii^fi.otn*Mfa<pag  «al  A.  Sdl  ala  plus  grand,  fûaons 
leur  sonue»  et  leu  diSiîiMs,  îlviaaia'^A  et  a^b,  Additioih 
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.   Orce  total 3ff  rajm'meAnifemineitfigve  la aaâmde dtw qàm' 

fités  ajoutée  à  leur  différence  est  égale  m  double  de  ia  plut  gnmde. 
Et  puisque  les  lettres  représentent  des  nombres  çuelcongues,  nous 
pouvons  conclure  qu'il  en  sera  toujours  ainsi.  Mais  nous  ne  trou- 
vons point  que  les  opcraliuns  Gx<ïcutécs  conduisent  à  un  résultat 
égal  au  quadruple  de  la  plus  pcfiicquantilé,  parce  que  cclan'a  lieu 
que  par  exception. 

En  résumé)  par  l'algèbre,  nous  avons  obtenu  un  principe  que 
l'aritbinéUque  qq  ponYait  noua  donoer  ot«o  certitude  (n°  S). 

DE  U  HULTIPLIUTION. 

51).  On  doit  se  Ujnim-  ài',  la  multiplication  algébrique  à  peu 
près  l:i  nitma  jilee  qui!  (i<;  hi  multiplication  arithmétique,  en  tant 
que  l'on  ne  considère  que  les  valeqrs  nnménqaea  et  positives  des 
■^antités  représeotéça  par  les  lettres.  Ainsi  a  tauAn^^fMv  ^  si- 
'^fpntte  qne  la  quantité  leprésentée  par  a  doit  Ol/t»,  ]mp  ou  qjoutée 
'autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  b.  . 

Ce  résultat  de  la  répétition  de  a  ne  peut  que  s'indiquer  tant  que 
les  nombres  a  cl  b  ne  sont  pas  connus,  il  sera  donc  exprimé 
(n'  G)  par  axb,  qui  .'iignilie  la  marne  chose  que  6  fois  a,  et  peut 
être  considéré  comme  la  rÉduction  de  la  quantité  a  écrite  i  fois, 
ainsi  qu'il  soit  a  +  «  -f  o  +  ela.  ;  cctie  dernifcre  interprétation 
suppose  évidemment  quu  b  est  un  enliei'. 

La  multiplication  algébrique  ne  consiste  pas  dans  une  opération 
ainsi  nmple  que  celle  d-dessua,  et  princlpalemeot  à  canse  des 
tùgne»  et  de  la  nature  des  ei|H«stions  sur  lesquelles  en  ddt  opé- 
rer, elle  nécesaitedea  considérations  parti  oui  iëres.  '   ~ 

40.  Nous  remarquerons  d'abord  qu'il  est  démontré  algébrique^ 
ment  en  orilhmëliqiie  que  lu  produit  de  plusieurs  nombres  reste  le 
même,  quel  que  soit  l'ordre  des  facteurs;  et  alors,  d'après  œ 
principe,  nous  dirons  que  dans  une  mulli/ilictitian  l'ordre  des  fae- 
feiirs  est  indiffirent. 

Il  résulte  de  Ik  que  mitUiplier  une  quondtë  par  un  produit  de 
pltaievrs  facteurs  est  la  mémo  chose  que  si  l'on  multipliait  cette 
^quantité  par  la  pr«nier  bdenr,  puis  ce  produit  par  te  second  fao- 
fur,  BBDoavflaB  produit  parle  tnnâëDie  facteur,  et  ainsi  de  suite. 
Wes^resHtm  abed  (a*  6)  pouna  dcme  nous  reprée^iter  le  pro- 
duit^ qaaliefii^rs.  o,  i,  e      4»  «ut  le  produit  de  «  par 
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6ed,   soitcdaide  ab  par  cd,   soit  etc.,  et  ce  piodoit  sente 

rnSmo  que    bacd    ou  badc   ou  etc. 

41.  A  colle  occAsioD  nous  remarquerons  que  pour  miitliplier 
un  produit  par  uneqmnlilé,  on  peut  arriver  à  ce  résultat  en  mul- 
tipliant simplement  un  des  facteurs  du  produit,  et  que  d'ailleurs 
l'on  ferait  une  grande  erreur  si  l'on  multipliait  cîiacun  des  facteurs 
par  cette  quantité  ;  il  sufBt  de  prendre  des  nombres  pour  s'en  con- 
vaincre. 

D'après  cela,  le  résultat  de  la  multiplication  de  m  par  le  produit 
abc  composédetn)isfacteurs,pourraétreexprimépar  mXtAc, 
ou  par  max.bc,  on  par  mcxob,  ou  par  mxaXbXc,  etc. 

42.  Nous  savons  ce  que  signifie  Vexpoiaai  (n*  12).  U  résulte 
mm  (n*  16]  que  toute  expresùoa  algébrique  composée  de  plusieurs 
lettreset  d'un  nombre  à  Toccasion,  sans  que  ces  lettres  et  ce  nombre 
sdent  séparés  les  uns  des  autres  par  le  signe  +  ou  — ,  doit  Être 
regardée  comme  un  soul  terme,  et  de  plus  (n"  6)  Être  considérée 
comme  un  produit.  D'après  cela,  l'expression  ia?bc*  nous  fera 
voir  on  motulnieeten  même  temps  un  produit  composé  des  quatre 
Eactenrs  5,  a%  b  et  c*,  pamu  lesquels  a'  et  c*  peuvent  se  dé- 
composer le  premier  en  trois  facteurs  et  le  second  on  deux;  d'où 
l'espres^n  ci-dessus  représente  réellement  sept  facteurs . 

45.  On  nomme  facUun  d'un  produit  les  nombres  ou  lettres  qui, 
pu  U  multipUeatiott,  ont  concoum  &  former  ce  prodtut. 

Toute  multiplication  étant  exprimée  par  l'un  des  moyens  connus 
(n°  6),  il  en  résulte  que  le  produit  do  a  par  sera  toujours  abc, 
quels  que  soient  les  «gnes  de  ces  quantités;  mais  faisant  pour  le 
moment  ebsiraction  du  signe  qui,  selon  les  cas,  pourrait  précéder 
le  produit  abe. 

De  ce  que  leproduîtde  a  par  ic  est  toujours  atic,  on  a  conclu 
que  le  produit  de  ta  multiplication  de  pliisioirs  quantités  algébri- 
^uet  monômes  doit  renfermer  toutes  les  lettres  çui  se  trouvent  tant 
data  h  tmiltiplieaade  que  deaa  U  multiplicateur  (indépendam- 
ment des  fodeurs  numériques). 

44.  Si  ces  guaniiiét  ou  lellra  facteurs  sont  les  mêmes,  elles  se- 
ront donc  écrites  dans  le  produit  aulantde  fois  qu'elles  le  sont  dans 
tous  les  facteurs  ensemble.  Ainsi  a  multiplié  par  a  donnerait 
ca;  de  même  ce  produit  multiplié  par  a  donnerait  aaa,  etain^ 
de  suite.  Mais  dans  ce  cas  (m  est  convenu  (n'  1 2]  de  n'écrire  qu'une 
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seule  fois  la  lettre  et  d'indiquer,  par  un  chiffre  appelé  exposant, 
le  nombre  de  fois  qu'elle  est  facteur. 

Ainsi,  au  lieu  de  aa  on  écrit  a';  au  lieu  de  aaaaa,  on  met 
a',  etc. i  de  sorte  qus  généralement  a  facteur  m  fois  sera  re- 
présenté par  a",  m  étant  an  nombre  entier  et  po^f. 

On  aura  donc  5x6' pidsqne  6*  ss  è,b.b, 

45.  L'exposant  m  dans  a"  indique  donc,  unsi  que  nous  l'a- 
vons dit,  combien  de  fois  plus  une  c'est-à-dire  une  fois  de  trop 
combien  la  quantité  a  doit  être  multipliée  par  elle-même,  on 
bien  il  exprima  combien  de  fois  la  quantité  a   est  facteur, 

n  en  résulte  clairement  que  si  l'on  avait  à  multiplier  deux 
quantités  de  la  forme  a"  et  a",  le  produit  serait  a"^  (m  et  n 
supposés  entiers  et  positifs);  car  faisant  m=i  et  n^S,  les 
deux  quantités  deviennent  a'  et  a'  et  leur  produit  est  a'xa* 
ou  a.a^a,a.(La.a,   quiestégalà  a**^  ou  n''. 

MULTIPLICATION  DES  MQNOHBS. 

46.  Cette  multiplication  eit  pour  daû  dire  nplîqnéA  par  ce 
que  l'on  a  vu  depuis  le  n*  39;  nous  sHons  néamnoins  fexpom 

complètement. 

J>  Soit  &  multiplier  8a*6*  par  Sa'Ac,  cbaque  facteur  étant 
d'ailleurs  supposé  positif. 

On  peut  appliquer  à  ce  cas  la  définition  de  la  multiplication 
arithmétique,  et  nous  commencerons  par  indiquer  la  multiplication 
demandée  en  posant     8a'i'  x  Sû'ic. 

Le  produit  peut  Être  simplifié  en  se  reportant  aux  n"  M  h  iS, 
car  chacun  des  facteurs  peut  se  décomposer  en  plusieurs  facteurs 
partiels,  et  le  produit  ci-dessus  sera  remplacé  par 
{8Xo*Xi'|X(5Xo'X*Xe). 
(Nous  employons  les  parenthèses  uniquement  pour  distinguer  les 
facteurs  pri  mi  tif s .  ) 

Hoîntenanl,  le  premier  facteur  devant  être  multiplié  par  l'autre, 
cela  revient  (n°  41)  à  multiplier  un  de  ces  facteurs  partiels  par  le 
produit  de  tous  les  facteurs  partiels  du  second  fnctcur  Sn'!ic,  ou 
bien,  si  nous  voulons,  nous  pourrons  (a."  40)  multiplier  le  fadeur 
(8Xa*xA')  par  chacun  des  facteurs  partiels  de  (oxn'xixc). 
avec  la  faotlté  ^effectuer  cette  multipiication  sur  n'importe  quel 
fadeur  partiel  de  Pmtrt  faetew  principal. 
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C'est  une  conEéquBnca  des  principes  què  nous  avons  posés. 
CommeDCODS  donc  par  multiplia  8a*fi*  pac  le  fatteur  5  et  ellbc* 
tuons  cette  multiplication  sur  le  fadeur  numérique  8,  nous  ob- 
taxiDi  pour  résultat  Ma*A*]  ce  produit  n'est  pas  le  véritable, 
puisque  8a*^*  doit  être  multiplié^  non  par  B  seulenieut,  mais  pat 
Sxa'éc 

Nous  eontftiiienns  donc  eu  multipliant  i/Oi^b'  par  l'un  des  hc- 
t«ars  a'  omis,  œ  qui,  en  Opérant  sur  le  facteur  nouS  donnera 
Wa'b'  poiirnoiivpau  produit. 

Évidemment  nous  (levons  multiplier  encore  ce  produit  paf  (|  et 
il  viendra  40a'' A'  que  nous  devons  encore  multiplier  par  rouis 
comme  il  n'y  a  pas  de  lettre  semblable  dans  l'&ulre  ftcleilr,  Il  suffit 
de  placer  dedans  cette  lettre  comme  bcleur) 
donc  Hia'b'c  est  le  produit  cherehi. 

On  trouverait  de  même  que  efcd>zb*cm  =  tt*b*êdm  él  que 

ySoit  — afcmnltii^par  ■\-h. 

La  déBuMoi  d(Hmde  en  artUundttitne  peut  sMore  c^appUiiuer  fc 

En  effet,  lorsque  l'on  multiplie,  comme  dans  le  cas  précédent, 
deux  quantités  positives  l'une  par  l'autre,  on  peut  dire  que  l'on 
ajoute  à  elle-même  la  quantité  a  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités 
dans  b,  lorsqu'il  s'agit  de  multiplier  deux  facteurs  tels  que  -(-  a 
et  +6. 

De  môme  pour  multiplier  une  quantité  quelconque  négative  -^a 
par  une  positive  -|-  b,  c'est  ajouter  h  elle-même  la  quantité  ^  « 
autant  de  fois  que  llddlqtu  le  nAtnbfe  Kpré88fl(é  par  b, 
que  — nx-f^»— '(co-^o..».  (-^  élut  r^iélé  A  fois). 
Or  noua  savons  que  r^iéler  on  ajouter  une  quantité  un  certafai 
nombre  de  fois,  revient  b  multiplier  cette  quantité  par  ce  nombre) 
donc  — a  répété  (  fois  est  égal  à  — a>cb,  et  par  conséquent  il 
vient  — ax-{-'i  =  —  aXbs=-~~iA  (produit demandé) 
en  supprimant  le  signe  +  ^  1^  ■■e)>°  X  qui  étalent  entra  tt  et  6  et 
dont  la  suppression  n'a  aucune  impwtsuoe,  puisque  Fon  int  (n*  34) 
que  —  a6  =a  —  «  X  +  (>. 

3°  Soit     o  â  multiplier  pu  —  h. 

Ici  la  définition  de  la  multiplication  arithmétique  m  pmit  tfïp* 
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pliquec,  car  il  n'est  guère  aisé  de  s'expliquer  câ  tfm  aigirïfiWBit 
prendre  la  quantité  a  tmmt  b  fob  (on  le  pouMôt  aélmnui&a) 
(n-  6*). 

On  s'est  appuyé  alors  sut  una  déduction  tirée  delà  comparaison 

des  résultats  produits  par  une  multiplication  où  il  entrait  plusieuta 
termes  dont  l'un  était  négatif. 

Observons  d'ailleurs  que  la  difticu lté  pourrait  âtre  tournée  (n°U) 
en  changeant  l'ordre  des  facteurs,  puisque  cela  rentrerait  dans  le 
cas  précédent. 

Il  no  s'agit  en  résumé  quD  de  trouver  le  signe  du  produit  ab,  car 
ce  produit  doit  toujours  être  ab  (n°  i3). 

Or  nous  avons  vu(n°  23]  qu'une  quantité  négative  tfdlequfl— A, 
par  exemplei  peut  être  considérée  comme  provenant  d'une  sous- 
traction, dans  laquelle  la  quantité  qui  doit  être  soustraite  se  trouve 
plus  grande  que  celle  dont  on  veut  la  soustraire.  t)'apr&s  cela  —  & 
peut  Ctre  regardé  comme  égal  îi  m  — c  dans  l'hypothèse  oit  l'excès 
de  c  sur  m  serait  -l-  6,  c'est-à-dire  que  m  étant  bien  entendu  plus 
petit  que  c  on  aurait  c  =  m  -f-  6  ;  or,  si  de  deux  quantités  égales 
on  retranche  une  m&me  quantité  ft,  il  restera  c  —  À  —  »i,  d'oii  évi- 
demment   —  b  =  m  —  c. 

Nous  pouvons  doiic  dire  que  le  produit  de  H-  a  par  —  fi  sera  le 
même  que  célui  de  -{-a  pàrm^-c;  or  bé  produit  sera  égal  évi- 
demmetit  it  iàai  de  -f-  a  pat  m,  ilitnltluâ  du  produit  de  -|-  a  par  g, 
opérations  qtle  noiis  savons  fairâ  et  qui  nous  doniietxint  albrs 
-j-aX  —  b  =  am  —  ac. 

Le  résultat  am — ae  comme  étant  ce  que  doit  denner  la  mul^ii- 
cfltion  de  0  par  m — c  eslesaotj  car  en  matlipliiiit«perm)  c'est 
iwendre  m  fois  te  quantité  a,  taxa  on  ae  devrait  l«  prendre  que 
m — e  CrâSfdotMOD  l'a  prise  A  de  tK^,  et  poBF  rétablir  r^[B- 
lilé,  il  faut  relt^eher  çîmai»  cette  somma  ei^trimée  par  iha, 
dôilc  +  (I X  —  6  =  cm  — ac. 

D'une  autre  part  m  équivaut  à  c —  b,  ainsi  que  cela  résulte  de  la 
condition  exprimée  par  — b  =  m — c  -,  on  peut  donc  remplacer 
ont  par  a(c  —  fi)  multiplication  qui,  exécutée  d'après  les  considé- 
rations d-^essuB,  nons  donnera  le  résultat  équivalent  oc —  bai 
doncenfin  àcause  de-f-dX— 6  =  <i>n— oc»  on  aura  finalement 
+        baBoa — fA—m=s  —  bA     (après  iMnotioa}, 
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On  en  conclut  que  le  produit  d'une  giumiité positive  par  une  né- 
gative est  négatif. 

Or  comme  le  prodnif  —  a(  est  le  infime  que  celai  de  —  a  mul- 
tiplié par  +b,  on  en  conidut  taïaA  qu'il  est  io^ffâient  de  midtl- 
plier  -f-opM—i  on— a  par  +6- 

4>  Soit  —a  ï mnltiplier par  —fi. 

8i  l'on  suppose  c=m+b,  on  pourra  remplacer  — ftpar  m— c. 

n  s'agit  de  multiplier  —a  par  m— c;  or,  en  vertu  du  cas  précé- 
dent, le  produit  de  — a  parm  sera  — am;  ce  produit  esttrop  fort 
pour  représenter  celui  de  —a  par  m  — c,  puisque  —a  ne  doit 
fitre  multiplié  que  par  m  diminué  de  c,  il  faut  donc  retrancher 
de  — am  le  produit  de  — a  par  c  ou  —oc,  ce  qui,  par  les  règles 
de  la  soustraction,  conduit  à  changer  le  signe  de  ~ac. 

m  étant  égale&c — 6,  on  peut  remplacer  —ont  par  — ax{c—è) 
oti  »  oc  -|-  afi  en  verln  de  ce  qne  nous  venons  d'exposer,  et  alors 

ona  —ax-~b=—m+^+act!=+ié  (prodnU cherché), 
d'oit  l'on  conclut  que  le  produit  des  deux  quantités  négatives  est 
positif  comme  celui  de  deux  quantités  positives. 

ScDiii.  On  remarquera  que  les  démonstrations  des  deux  derniers 
cas  nous  ont  conduit  à  considérer  in  directe  ment  une  multiplication 
de  bindmes,  ce  qui  rentre  dans  ]a  mnllîplication  des  polynômes; 
on-pourra  donc  s'y  reporter  pour  plus  d'iiclaircissemcnt. 

On  trouve  d'ailleurs  dans  l'Algèlire  de  M,  Mater  une  démons- 
tration qui  n'emploie  que  des  monômes. 

Il  nous  reste  à  dire  que  nous  avons  supposé  implicitement  que 
les  valeurs  représentées  par  les  lettres  étaient  positives  ;  les  règles 
qne  fournit  l'algèbre  doivent  être  générales  et  l'on  pourra  atppoter 
tmx  fcMw  tpotar  ^  t»u(&v  sans  qne  nos  démonstrationB 
soi^it  altérées,  car  l^iypothèse  que  l'on  pourra  fùre  ne  fera  que 
changer  une  quanfité  posiUv»  en  nne  négative  et  réciproquement, 
ce  qui  nous  ramènera  tonjonrs  à  un  des  quatre  cas  considérés. 
[Voir  n"  m). 

47.  En  récapitulant  ce  que  nous  avons  dit  sur  la  multiplication, 
on  remarquera  aisément  : 

i'  Que  tout  terme  algébrique  peut  ùlre  considéré  comme  com- 
posé de  quatre  parties,  le  signe,  le  coefficient,  les  lettres  que  ren- 
ferme oe  terme  et  snËn  Yexpoianl  de  ducnne  de  ces  lettres; 


CHAPITRE  II. 


41 


2*  Que  le  produit  d'nn  monôme  par  ua  monAme  ne  donne  qu'un 
nuHiôme; 

3'  Que  poni  mulfiplîm  deux  monômes  ayant  des  lettres  com- 
munes on  pent  abré^  l'opération  en  additionnant  de  snîla  les 
exposants  des  lettres  semblables  ; 

^  Que  les  principes  démontrés  dans  le  numéro  précédent  s'ap- 
pliqueraient également  au  cas  oii  les  quantités  auraient  des  coeffi- 
cients, plusieurs  lettres  et  des  exposanb. 

Ce  qui  nous  permet  de  poser  les  règles  suivantes  : 

48.  HÉuLE  DES  siGNBs.  Od  (lonnepa  au  produit  résultant  le 
signe  +  lorsque  les  deux  facteurs  auront  le  même  signe,  et 
l'on  mettra  le  signe  —  lorsque  les  facteurs  auront  des  signes  dif- 
férents. 

RÈcLE  Dïs  coEmciENTB.  On  multipliera  entre  eux  les  coefficients 
numériques  selon  les  règles  de  l'aritlimétique,  et  le  produit  servira 
de  coefficient  au  produit  algébrique  que  l'on  veut  obtenir. 

RÏG1.B  DU  LHTTRss.  Il  faut  ëcrire  au  produit  toutes  les  lettres 
qui  entrent  dans  cbacua  des  facteurs  monômes  et  les  placer  à 
côté  les  unes  des  antres  dans  nn  ordre  quelconque  arec  leur  ex- 
posant. 

Rien  des  sxfosutts.  Quand  une  môme  lettre  se  trouve  dans  les 
deux  factears,  on  ne  l'écrit  qu'une  fois  dans  ce  produit  en  lui  don- 
nant pour  exposant  la  somme  des  exposants  qu'elle  avait  dans  les 
deux  factenrs.^Cette  demirre  règle  modifie  donc  quelquefois  celle 
des  lettres,  on  du  moins  la  simpblic.j 

RÈGLE  GÉNÉRALE. 

■CO.  Fonr  mnltlplier  deox  monômes,  il  fiinl  :  i*  nudtiidîer  entre 
enx  les  deux  coefficients  nnmérïqnes;  2*  écrire  &  la  suite  de  ce 
pioduit  tontes  les  lettres  qui  entrent  à  la  fois  dans  les  deux  mo- 
nômes en  leur  donnant  pour  exposant  la  somme  résultant  de  l'ad- 
dition de  leur  exposant  dans  chaque  monôme;  3°  mettre  également 
comme  facteurs  dans  ce  produit  et  telles  qu'elles  sont  les  lettres 
différentes,  et  4*  affecter  te  produit  du  ^gne  -|-  siles  deux  monômes 
ont  le  môme  et  du  ùgne  —  si  les  monômes  sont  de  signes 
contraires. 

U  taUetu  smnBt  eqnime  tons  les  caa  qm  peavefit  »  présenter 
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quaut  àut  sitmés 

+  aX  +  *  =  +  û6 
—ax.  +  b  =  —  ab 
-fax  — 6  =— oA 
—  aX  — 6  =  +  ai. 

Oû&AA  coaâû  qUé  /ottfe  ^uanh't^  ett  décompouAle  Mdaii  /fao 
^ét»*;  dont  un  au  moins  ai  dé  signe  contraire  à  teltH  de  itttt  quiM'- 
tité. 

Ainsi+a6=— ox— i;— oi=— oX+fc;  — <i=— i>^+o; 

^(lï3  +  IX— «. 

Ëa  alg^rej  on  est  convenu  d'exprimeF  les  résultais  de  la  muM- 
plication  quant  am  signes  en  disant  que  -)-  par  -f-  donne  -}-(  q»^ 
—  par  +  ou  +  par  —  donne  — ,  et  que  —  par  —  donne  -i-. 

Appuoatiohs.  D'après  la  règle  Établie,  on  aura 

—  IBa'fim  XC&'nii =— 90a'6'cni' 

cd'fx—fà=—c<l'r/i 

Dans  ce  dernier  exemple,  on  ne  peut  évidemment  qu'tndi^i'er 
l'addition  des  exposants  m  et  1  des  ùct«urs  semblables  b,  et  il  est 
clair  que  quel  que  soit  m  ea  lui  ajoutant  1,  le  total  sera  m-\-t. 

(  Voir  a'  68.) 

MULTIPLKLVTION  DES  POLYNOMES. 

SO,  Pour  multiplier  des  polynOmeEf  on  opëre&  peu  prèscomme 
en  arithmétique  pour  les  nombres  qui  ontpluueuis  ohiffies,  c'est- 
Mile  qliB  Vtm  moUplie  suwertTOgat  cbâtNifl  daa  taftnM  du 
mulliplioandb  par  cfaMOn  des  termes  du  mulUplicBtanrt  demtee 
qu'en  idthntétique  polir  mnUiplier,  je  suppose,  136  par  asa^  on 
moltiplis  d'aboid  IWpar  3,  puis  par  B  (disaines)  et  enSti  par  3 
(emitidiKs)i 

Les  règles  b  suivre  se  déduisent  de  celles  pour  la  multiplieotùm 
des  monômes. 

Si  nous  noua  conformions  à  l'usage  de  bien  dea  auteurs^  ily  au- 
rait peu  de  choses  &  dire  sur  cette  opération}  mais  notre  intt  étant 
da  De  pobit  taipnr  m  leotsttr  trop  de  eoBSéqueDow  k  dMilirei 
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nous  considérerons  différents  cas  pBiiiculiel's  avant  d'arriver  au 
cas  général' 

On  serappelleraqn'il  est  permis  d'intervertir  l'ordre  des  facteurs 
m&Ue  lorsqu'llH  sont  négatifs  (n°'  43  et  iS),  et  l'on  observera  que 
l'on  n'est  pas  astrelnl,  cDintne  en  arithmétique,  à  opérer  en  allant 
de  droite  à  gauche,  mais  que  l'on  pent  effectuer  la  mullipUoatian 
de  gauctie  h  droite  indifféremment;  D'aï  d'aillenra  le  preiiëdé 
adopté  généralement 

Considérons  d'abord  la  multiplication  d'un  mo&Ame  par  un  bi- 
nôme ;  (cela  a  déjii  été  vu  indirectement  n*  48). 

Soit  a  à  multiplier  par  b-\-c. 

Nous  réfléchirons  que  muUiplier  une  quantité  quelconque  par  utte 
mare,  fat  répéter  /et  prmièn  autanl  de  fois  qu'il  y  a  d'unités 
éani  la  tecîmde,  par  «mséqaebt  multiplier  n  par  £  4-  e,  c'est  ré' 
péter  a  auUuU  de  fols  que  l'indique  6,  plue  autant  de  fïiis  que  l'in- 
dique c,  ce  qui  coudait  &  additiontiefMe  deux  pfodliitB, 

Or  axb  =  a6  elaXe=ae, 

donc  o  X  (i  +  c) = a6 + ne. 

La  multiplication  de  6  -f-c  par  a  conduirait  aux  mômes  résultats 
et  aux  mêmes  raisonnements,  car  on  peut  changer  l'ordre  des 
facteurs,  ce  qui  nous  ramËne  au  cas  que  nous  venons  d'examiner; 
toutefois  on  peut  dire  que  multiplier  un  polynôme  i-[-c  par  une 
quantité  a  revient  à  prendre  b+c  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités 
dansa,  ce  qui  conduit  à  prendre  a  fois  chacune  des  parties  du  mul- 
tiplicande et  à  réunir  ces  produits  partiels  ;  le  résultât  sera  év idem- 
ment  ab-\-ac. 

Donc  (A-[-c)Xû=a6+iic. 

r  Soit  ddntflOUt  multiplier  par  e. 

ffi  nous  nonltlpIïoDR  a  leulenient  par  e,  ce  qui  donne  ocj  noua 
aurons  évidemment  un  produit  trop  fort,  puisqu'il  fallait  multiplier 
a  diminué  de  6  ;  or  il  est  clair  que  si,  poiir  nmltiplier  a-\^b  par 
il  faut  ajouter  les  deux  produits  a<;et  bc,  pour  (a— -£)XC)  on  dmt 
au  contraire  retrancher  le  dernier  produit  ic  ;  il  est  \isible  d'ailleurs 
que  la  ^ultité  ae  représenta  um  produit  trop  fortde  tonle  lequan» 

fité&r,  donc        "  (a—6]x.c=ac~-6c. 

On  tronyerait  de  mteev»  f>t{a-^t)t:*at'^it. 
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3* Soit  —a  S  multiplier  par  b  —  c, 
on  aura  — ax(6 — 0="  ab-\-ac. 

En  elTet,  multiplier— o  par  b — c,  c'est  répéter  6  fois  —  a  et  re- 
trancher de  ce  produit  c  fois  —  a,  c'est-à-dire  que  de  — ab  il  faut 
retrancher— oc. 

4*  Soit  —a  à  multiplier  par  —h—e, 

on  aura  — <iX{ — 6— c)=4-af +(ic. 

Pour  le  démontrer  on  supposera,  comme  dans  le  n°  46,  que  — a 
est  égal  à  m  —  (f-,  on  renversera  l'ordre  des  facteurs,  ce  qui  con- 
duira à  multiplier  —  b  —  c  par  m  —  d,ce  que  l'on  pourra  faire  au 
moyen  des  considérations  exposées  dans  les  cas  précédents,  puis 
on  remplacera  dans  les  produits  partiels  m  par  sa  valeur  —a-\-d 
déduite  de  ce  que  —  a  est  égal  km  —  d,ft\  après  la  réduction  on 
trouvera  pour.produit  cherché  ab  +  ac. 

Eq  résumé  tous  ces  cas  ne  sont  présentés  que  pour  faire  voir  la 
rë^  des  signes,  car  il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que  daas  foute 
ttmltiplieatiott  chacun  de»  termes  du  multiplicande  doit  être  multi- 
plié par  chacun  du  termes  du  multiplicateur. 

Ce  principe  résulte  de  ce  que  nous  avons  déjà  dit,  et  il  est  évi- 
dent que  multiplier  un  polynôme  quelconque  composé  de  termes 
posïtiË  tels  que  n-\-l>  +  c  par  un  autre  puljnOme  de  mSme 
espèce  d-^f,  c'est  prendre  a-\-h  -\-  c  autant  de  fois  qu'il  y  a 
d'unités  dans  d,  plus  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'Unités  dans  f,  ce 
qui  exige  évidemment  que  l'on  prenne  ou  multiplie  d  fois  cha- 
cune des  parties  du  multiplicande,  puis  que  l'on  prenne  encore 
f  fois  chacune  de  ces  parties  ;  le  total  de  ces  opérations  est  le  ré- 
sultat ou  produit  cherché. 

Si  nous  considérons  un  cas  plus  général,  celui  où  les  facteurs 
seraienl  composés  de  termes  positifs  ou  négatifs,  le  multiplicande 
exprimera  alors  une  ditTérenc«  entre  le  nombre  d'unités  marqué 
par  [a  somme  des  termes  positifs  et  le  nombre  d'unités  indiqué  par 
la  somme  des  termes  négatifs.  Il  en  sera  de  même  par  rapport  au 
mnlUplicateur.  D'où  il  résulte  que  la  multiplication  de  deux  poly- 
nAmes  quelconques  est  ramenée  à  la  multiplication  de  deux  hi- 
nOmes  tels  que  a—b  et  e—d,  a  déagnant  la  somme  des  trames 
poeitift  du  multiplicande  et  b  celle  des  termes  négatife  ;  la  môme 
explication  pour  e  et  d  dans  le  nnlti[dicateniv 
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5*  Soit  donc  &  multiplier  a  —  6  par  c  —  cf. 

11  est  évident  que  cette  multiplication  revient  à  prendre  a— 6  au- 
tant de  fois  qu'il  y  d'unités  dans  c,  moins  anfiint  de  fois  qu'il  y  a 
d'uniles  dans  d,  opération  qui  exige  la  multiplication  de  a  —  b  par 
t  (que  nous  savons  faire)  et  la  soustraction  sur  ce  produit  de  celui 
que  nous  foitmîra  la  multiplication  de  a — 6  par  (2;  par  conséquent 
on  aura  (a — 6)x(c — d)=tui—bc — ad-\-bd, 
et  en  réfléchissant  comment  ce  produit  a  été  obtenu,  on  conclura 
que  dans  toute  multiplication  il  faut  multiplier  successivement  loua 
la  lo-mci  du  tnullïpliconde  pu?'  chaque  terme  du  midiiplicateur  m 
mettant  dans  les  produits  partiels  les  sif/iKs  des  termes  du  mul- 
li/iltcitidc  lorsque  le  terme  on  facteur  du  ?i:idtiplica/oi'r  employé  a 
le  siyiie  ,  et  en  mettant  au  cuntraire  les  signes  opposés  à  ceux  du 
multiplicande  lorsque  le  fadeur  employé  et  pris  dans  le  mullipli- 
tateitr  a  le  iigne  — ■ 

Ce  demiw  exemple  confinne  la  règle  des  signes  qne  Dous  avoiis 
établie  ponr  les  monômes. 

Quant  b  la  multiplication  partielle  qui  doit  âtre  ainsi  opérée 
lorsque  l'on  multiplie  des  polynômes,  on  doit  supposer  qu'ils  ont 
des  coefficients  à  leurs  termes  et  que  ces  termes  renferment  aussi 
des  exposants;  on  devra  donc  avoir  recours  à  la  règle  pour  les 
monômes  dans  ces  multiplications. 

6°  Soit  — a  — Il  h  multiplier  par  — c — d. 

On  ne  peut  être  embarrassé,  puisque  d'après  le  principe  que 
nous  vcDous  de  poser,  il  faut  multiplier  tous  les  termes  dumulli- 
plicande  en  se  cojifoniiant  à  ki  règle  établie  pour  les  monômes. 

Et  alors  {~a-^b]x(—c—d)=ac  +  bc-\-ad  +  bd. 

On  pourrait  d'ailleurs  supposer  que  — aou— c  est  égal  km — à 
Aétantégalà  m-\~a  ou  m-fc,  comme  on  a  vu  [n*  46],  et  l'on 
arriverait  facilement  aux  mêmes  résultats. 

Avant  d'aller  plus  loin  nous  mentionnerons  le  procédé  de  dé- 
monstration pour  la  règle  des  signes  donné  par  Laplace,  et  qui 
mùrile  d'être  noté. 

Soit  a  ù  multiplier  par  è  —  b;  on  aura  pour  premier  terme  dn 
produit  la  quantité  té,  ainsi  que  nous  l'avons  vu,  c'est^i-dire 

Maintenant  il  est  TacOe  de  déduite  non^seulNnent  le  ingne  du 
lecond  terme,  miùs  encore  qu'il  doit  f  avoir  an  second  terme  ;  en 
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effet,  nous  observerons  que  multiplier  a  par  &  —  b  o^est  la  ninlti- 

piier  par  airo,  car  6  —  J  =  0;  par  conséquent  le  produit  doit  ôlre 
nul.  Or  nous  avons  déjù  un  tcrnio  -\-ab  au  produit;  donc,  pour 
que  ce  produit  soit  nul,  il  Faut  en  rulranclier  la  mâme  qiiantlti  ai, 
co  qui  donne  éviiifimnient  +  n  X  —  S  ~  — 

On  dément reriiil  do  la  nit'me  inanifre  les  autres  cas. 

dl.  Nous  allons  donner  quelques  exemples  plus  complets  de 
multiplication  ;  mais  auparavant  rappelons -nous  que  toute  multi- 
plication de  poljjnôme  se  réduit  à  une  mulliplicatiort  successive  de 
monômes, 

que  d'aprËs  la  règle  des  signes,  ti  l'on  change  les  signet  de  deux 
facteurs  le  produit  reste  le  mime,  et  que  ti  l'on  cbange  teuitmmt  le 
tigne  d'm  da  facteurs,  le  produit  change  d»  signe; 

Observons  aussi  que  multiplier  une  quantité  quelconque  par  la 
somme  de  plusieurs  autres,  revient  évidemment  au  mâmeques)  l'on 
rui.4uit  la  somme  des  produits  de  cette  quantité  par  chacune  des 
autres;  ainsi  14  fois  une  quantité  ou  (8-|-6j  fois  une  quantîtéi  est 
égal  ft  8  fois  cette  quantité  plus  6  fois  cette  quantité. 

De  mâme  la  différence  des  produits  d'une  quantité  midiipliée 
lucceesiveitient  par  deux  nombres,  est  égale  au  produit  de  cette  quan- 
tité par  ladifférence  de  cet  deux  nombres;  ainsi  11  fois  une  quantité 
moins  6  fois  cette  quantité  donne  un  résultat  égal  à  &  fois  cette 
qnantit^jcar  oxfl— aX6=8a  (vST). 

On  notera  austi  que  dans  la  mnitiplication  des  poIynOmes,  lors- 
que, suivant  ce  qui  a  été  dit,  on  effectuera  cette  opération  en  multi- 
pliant successivement  chacun  des  termes  du  multiplicande  par 
chacun  de  ceux  du  multiplicateur  suivant  la  règle  du  n°  49t  le  ré- 
sultat que  l'on  obtiendra  sera  toujours  le  même,  quel  que  soit  l'ordre 
des  termes  de  chaque  polynôme;  la  seule  différence  ne  pouvant  exis- 
ter que  dans  l'ordre  des  termes  du  piodi^t,  ce  qoî  n'en  altère  pas 
la  valeur  (n'  33}, 

EoBa  sij  multipliant  un  polynAme  par  un  monOme,  on  diangv 
les  àgaae  du  polynéme  seulement,  le  résultai  de  la  mulliplieatim 
M  consumera  que  dans  un  chcmgement  de  signes.  11  en  serait  de 
même  si  l'on  changeait  seulement  le  ugne  du  monéme;  et  comioe 
conséquence,  si  l'on  change  les  signesdes  deux  facteurs,  le  pntduH 
ne  change  pas.  Ce  que  nous  disons  s'appliquemU  t^alsiMilt  fi  le 
multipUcateuT  était  im  polynCmie. 
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Soit  (— o'&;+ ad»— W)  X  (îa*c— W). 

On  dispose  ordînaïrement  i'opération  comme  en  arithmétique  et 
comme  on  le  voit  id  : 


—%a'bc'-\-2a'cd'—Sa'b^c+a*IM—abd*+a*d 


Après  avoir  disposé  les  deux  polynômes  l'un  au-dessous  de 
l'autre  [généralement  on  prend  pour  mulliplicaleur  celui  qui  con- 
tient le  moins  de  termes},  nous  avons  Tait  d'abord  le  produit  du 
multiplicande  par  le  premier  terme  'ia'c  du  multiplicateur,  ce  qui 
nous  a  donné  le  premier  produit  partiel,  puis  nous  avons  multiplié 
de  nouveau  In  mulliplieiuide  par  le  second  terme  —  bd,  ce  qui  a 
donné  le  second  produit  partiel,  confoimément  à  la  règle  n°  49,  et 
enfin  nous  avons,  par  l'addition,  réuni  ces  deux  produits  partiels 
en  un  seul  produit  total 

Pans  cet  exemple  nous  b'avona  pnint  eu  de  termes  semblable*, 
mais  cela        souvent,  et  il  y  a  lieu  alors  à  réduction;  exemple  : 


Fndnil  totd  iIbVIIU. 


S^Hc>'^Mai^-\a''kc+jCCbV~^~-q,*bc' 


LamiilUpllcation  de  tous  les  termes  du  multiplicande  par  chacun 
de  cens  du  mulliplicaleur  nous  donne  les  trois  produits  partiels; 
pois  reouirquaat  qu'ils  conliennçnt  plusieurs  tenues  semblables 
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— lalj'c  et  — SaiV,  puis  Sn'i'r'  et  —  o'iV,  nous  les  rédui- 
sons suivant  la  règlo  n"  27  et  noua  les  remplaçons  par  — 1,'loi'c  et 
20  ,.,  ,  ^ 

y  a  6  c  dans  le  produit  lotul  que  nous  avons  écrit  sur  deux  li- 
gnes, ne  pouvant  tenir  sur  une  seule. 

ScoLiK.  A  ce  sujet  nous  remarquerons  que  rien  n'oblige  d'écrire 
les  produits  partielsles  uns  sous  les  autres;  on  pourrait,  si  la  place 
le  permettait,  les  écrire  à  la  suite  les  uns  des  autres^  mais  en  opé- 
rant ctimnie  nous  le  faisons,  il  est  plus&isédesereconiiBltre  dans 
les  calculs. 

11  aurait  pu  se  trouver  aussi  un  plus  grand  nombre  de  termes 
semblables  et  dont  les  uns  aur^ent  dû  être  soustraits  au  lieu  d'être 
ajoutés;  cela  n'offrirait  pas  de  difficulté,  car  d'après  la  règle  n"  32, 
on  doit  faire  attenlion  que  le  résultai  de  la  réduction  tur  plusiettrt 
termes  semblables  est  de  donner  pour  ces  terma,  toit  un  seul  terme 
gui  représente  leur  somme  s'ils  sottt  tous  positifs  ou  tous  négatifs,  soit 
tin  seul  terme  qui  exprime  leur  différence  s'ils  n'ont  pas  tous  le  même 
signe,  soit  enfin  la  suppression  de  ces  termes  !i<:mbli>hles,  si  la  somme 
des  termes  positifs  est  égale  <i  celle  des  lerinci  nétjatifs,  ce  que  l'on 
reconnaît  lorsque  ces  deux  sommes  ont  des  coefficients  égaux, 
mais  de  ngne  contraire. 

S2.  l*s  prindpes  sw  la  mulliplication  Rappliquait  également 
an  cas  oii  le  fadeur  n'est  plus  un  entier. 

Soit  donc  a — b-\-e   &  multiplier  par  ^, 

-  est  une  quantité  fraodonnaire  ou  fl^ction  positive  on  n^Uve. 


Pour  le  faire  voir,  nous  réfléchirons  que  multiplier  une  quan- 
tité donnée,  par  une  autre  telle  que  -  supposée  d'abord  positive, 

revient  à  répéter  p  fois  la  partie  de  cette  quantité  ;  alors,  si 
l'on  divise  a  —  b-\-c  par  q,  on  aura  pour  quotient 


Nonsaurons  (a— fi+clx' 


ff     ?      î  ?* 


î     ï  ? 


[n*  70). 
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D'ailleurs,  dans  la  division  d'un  polynôme  par  une  quantité  en- 
tière on  a  pour  but  de  trouver  un  autre  polynOmc  qui,  mul- 
tiplié par  q,  reproduise  le  polynôme  donné;  or,  en  multipliant 
par  q  ou  répétant  q  fois  le  quotient  ci-dessus  qui  représente  la 
g"*"  partie  de  a— ô-f-c,  on  retrouve  ce  polyntaie. 

Maintenant  ri  l'on  mnltiplie  ce  quotient  par  p,  on  devra,  <fa- 
prËs  ce  qui  a  étd  dit  précédemment,  e&ctner  cette  opération  sur 
chaque  terme  et  il  viendra 


produit  qui  peut  Ctre  considéré  comme  c«lui  demandé. 

Il  en  serait  de  mâme  si  au  lieu  de  supposer  ^  positif,  il  était 

négatif;  il  n'y  aurait  que  les  signes  du  produit  qui  change- 
raient. 

&5.  On  peut  avoir  un  polyn^lme  à  multiplier  plusieurs  fois  par 
lui-même,  autrement,  on  peut  demander  le  résultat  de  la  multipli- 
cation d'un  polynôme  ainsi  facteur  plusieurs  fois.  Il  est  clair  que 
si  ce  polynAme  est  deux  fois  facteur,  cela  revient  à  le  multiplier 
une  fbÎB  par  lui-même,  ce  qoi  donne  sa  seconde  puiaaance.  Pour 
avnr  sa  (n^ème  puisBtuice,  il  ftiudralt  multiplier  par  ce  polynAme 
le  produit  précédent  obtenu,  et  ainsi  de  suite  <ki'  obtiendrait  tontes 
tes  puissances. 

L'emploi  des  parenthèses  pour  indiquer  les  puissances  est  indis- 
pensable pour  les  poIynAmes,  et  même  dans  certabs  cas,  lorsqu'il 
s'agit  de  monAmes  seulement.  Ainsi  pour  indiquer  le  carré  ou  la 
seconde  puissance  de  o'-f-^—c',  on  écrira  {û'+6 — c*)',  enen- 
fermaut  la  quantité  donnée  entre  deu\  parenthèses  ou  crochets  et 
en  plaçant  l'exposant  de  la  puissance  un  peu  à  droite  vers  lo  haut 
de  la  parenthèse;  on  voit  ce  qu'il  y  aurait  à  faire  pour  d'autres 
puissances- 

On  empI(He  anssî  le  tnùt.  Ainsi  a* -fi — c*  exprime  égale- 
ment la  seconde  puissance  du  polynAme  qui  est  au-dessous. 

De  même  pour  indiquer  te  puissance  d'un  mouAme  lorsquil  a 
on  exposant  ou  qu'il  est  accompagné  d'un  coefficient  au  d'autres 
lettres,  il  faut  employer  les  paieuth^.   {Voir  d' IS.) 


ou 


1      9  9 


&Q  ÉEJtMEnTs  d'algèbbe. 

MoA  (a()*  «priaiebtroîùèmepaisGBDcede  ab,  taadifque  a£* 
expnnunitt  seulement  qae  4  est  multiplié  par  b\  Oq  prât  évi- 
demmeat  emploi  aosn  le  trait  m  les  crocheta. 

S4.  RisLi  FOttR  u  mtTmuuTim  des  foltrôios.  Pour  multi- 
plier UD  poljnAme  par  un  autre,  il  faut  faire  successivement  le 
produit  de  tous  les  termes  du  multiplicande  par  chacun  de  ceux 
du  isultiplioateur,  siiivant  la  fègle  pour  les  mouônies,  et  unsuite 
opérer  la  rédaction  des  termes  semblables  qui  peuvent  ^  trouvf» 
dans  les  produits  partiels. 

On  a  pu  remarquer  que  le  ceejjkiaa  d'un  produit  se  compose  dit 
produit  da  coeffidenli  dn  facteurs  ctmidirés. 

REH&RQUES  Stia  LA,  MULTIPLIC&TION. 

StS.  Pour  fadlitcr  les  calculs  on  impose  {)r(|ioairement  les  termes 
des  polynûmea  de  manière  que  les  esposaots  d'une  même  lettre 
ailleat  en  çioîssant  décroi^MUt}  cela  Rappelle  ordonner  les  po- 
lynAqies,  et  génécaiement  on  suit  Vordre  alphabétiqufi.  (  Voir  a°  é^,) 

D'çprës  cfla,  pour  nultiptier  &cA*—^*c+3p.* — Sa'b  par 
— 6'-l-4afi+a',  si  l'on  veut  ordoooerces  polynômes  par  rapport 
à  la  lettre  a,  je  suppose,  et  de  façon  que  ses  exposants  ùllent  ei) 
di^croissant,  an  les  disposera  comme  il  suit,  en  ayant  soin  de  placfiC 
les  produits  partiels  de  telle  sorte  que  les  termes  semblables 
pourront  se  rencontrer  soient  les  uns  sous  les  autres. 

a>4-ia6  —6' 


!2a'-[in'6+  6a'b>—  3a'6'e 
fcod£iiHli^lUl.8o'+3a'6— iea'i'  +  iUn't'— 3ii'6'c-12o6V— 6nfc'  +  3^'c 


Cette  multiplication  n'a  pas  besoin  d'être  expliquée.  Nous  ferons 
observer  seulement  que  le  terme  -\-îia'b*  n'auraitpasdû,  d'après 
œ  que  nous  avons  dit,  être  mis  sous  le  terme  3a*î*c,  puisqu'ils 
ne  sont  pas  semblables;  mais  nous  l'avons  {dacé  ainsi  parce  que, 
voyant  qu'il  n'y  en  avait  pas  de  semblable  à  Sd*i*c,  cdaépai^ùt 


CBAPITBB  IL  fi) 

la  ]d&ce;  nons  fmaa  bit  de  même  potir  les  autres  termes  ooa 

semblables. 

ScoiiE  I.  Nous  pouvons,  du  résultat  de  celle  iiiulliplic:ilion  el 
des  précédentes,  tirer  cette  conséquence,  savoir  qni^,  (/"/(.-  un  pro- 
dait  de  deux  polynômes  ou  d'un  monôme  par  un  polynôme,  lorsqu'il 
n*^  a  aucune  réduction  de  termes  semblables,  le  nombre  total  de* 
termes  de  ce  produit  est  éijal  ou  produit  du  nombre  des  termes  du 
multiplicande  par  celui  gui  exprime  le  nombre  des  termes  du  multi- 
plicateur. Cela  résulte  de  la  règle  elle-même. 

ScouB  n.  S'il  y  a  des  termes  semblables,  le  produit  simplifié 
contiendra  un  nombre  de  termes  moins  grand  que  dans  le  cas  ci- 
dessus;  mais  011  reniarquera  qu'il  y  a  deux  termes  du  produit  pri- 
mitif i/ni  ne  peui-ent  jamais  fc  sim/iliflcr  :  ce  sont  le  terme  pi'o- 
vensnl  de  la  multipliuition  du  terme  du  multiplicande  allecté  du 
plus  haut  exposant  d'une  lettre  par  le  terme  du  mumplicateor 
a0ecté  du  plus  liaut  exposant  de  la  m&ne  lettre,  et  ensuite  le  terme 
provepant  de  la  multiplication  des  deux  termes  affectés  du  plus 
tiûble  exposant  de  la  même  letln. 

Ainn,  dus  une  inultiplic^ion  de  pol^ifAmea,  il  y  a  toujours  au 
moïDs  deux  termes  du  produit  qui  ge  dimigent  point. 

ScouB  in.  Si  les  polyp6mes  que  l'OQ  veut  qiultiplier  l'un  par 
l'autre  sont  homogènes  (d*  18J,  le  produit  ser^  aussi  homogène, 
et  le  degré  de  chaque  terme  du  prodiûl  sera  égal  à  la  somme  des 
degrés  de  deux  termes  quelconques  du  multiplicande  et-  du  mul- 
tiplicateur. 

Ahlffl  2a'6  —  4a'  =|-  ècd 

multiplié  par  b'-~3ab 

—  6q'6'  -f  12n'* — 3ai'cd 
donne  2û'6'— 10(i'6'  +  fr'<;<f+  12a'6  — 3a6W. 


des  résultats  sont  encore  une  conséquence  de  la  règle  pour  la 
mnhiplicatioa  et  servent  à  faire  reconnaître  des  erreur»  de  calctft 
par  rapport  aux  exposants;  car  si,  dans  un  produit  qui  doit  être 
liomogèoe,  la  somme  des  exposants  de  chaque  terme  était  égaie 
h  5,  comme  ici,  on  trouvait  un  terme  où  la  somme  des  exposants 
•iû^l  4,  H  ft<lGifi?%      ferait  cert^Q  qu'H  3  e  çrreuTj  çt  l'q|i 


tllHERTS  d'aLGUBBB. 


poumùt  ra&ire  U  mnlt!|dîcatîon  dea  deux  lennes  qiù  ont  donoé 
le  produit  butif . 

Les  deux  polynAmes  okleiEus  ne  sont  pas  ordonnés. 

ScolrIV.  Quand  on  multiplie  unpolynAme  par  uhmonAmeon 
un  polynOme,  chaque  terme  du  multiplicateur  entre  comme  fac- 
teur dans  chaque  terme  du  produit  {voir  la  règle].  Au  moyen  de 
cette  observation,  si,  parmi  les  termes  d'un  polyuâiae,  on  en  trouve 
qui  contiennent  des  facteurs  communs  ou  un  facteur  commun,  ce 
qui  revient  au  même,  on  peut  considérer  ce  facteur  commun  comme 
un  multiplicateur  introduit  dans  les  termes,  et  que  l'on  peut  en 
faire  sortir  en  indiquant  son  influence  sur  ces  mêmes  termes.  . 

Ainsi,  dans  le  polynôme   —  3b'  —  Qa'b^  +  »  +  ^'^^i 
nous  voyons  que  trois  de  ces  termes  contiennent  le  facteur  b*, 

car  Ô'=é'x6i  fi'=:È'xi'. 

Par  conséquent,  on  peut  jii;)poter  que  ces  trois  termes  sont  pro- 
venus de  la  multiplication  de  6*  par  le  polynAme  —-ib — 6a*b*-^-ic 
et  indiquer  cette  multiplication  au  moyen  de  parenthèses  en  po- 
sant (i'(—ib—Ba'b'-\-ie);  on  pourra  douc  remplacer  le  polynAmo 
donné  par  lebinùme    6'{ — 26  —  6o*6*  +  **)  + 

On  a  souvent  besoin  d'effectuer  des  décomposions  analogues 
et  faire  cette  opération  est  ce  que  l'on  appelle  mettre  m  foctew 
en  évidence  ou  mettre  en  facteur  commua. 

Soit  pour  nouvel  exemple  le  polynAme 

nous  pourrons  le  remplacer  par  ^o'i  (bc — |maA'-f-iQ'c*^  ;  car 
nous  voyons  facilement  que  a*  est  facteur  de  tous  les  termes  ainsi 
que  b;  mais,  indépendamment  de  a'  et  de  b,  il  existe  un  autre 

facteur  numérique  commun  à  tous  les  termes,  qui  est  ^,  puisque 
et  que  1,  coefficient  de  aW,  équivaut  à  ^X^;  par 
conséquent^  on  peut  dire  que  jifb  est  un  footeur  commim  à  tous 
les  Umm  du  poiynApw  Aomé.  Ce  fiicteui-  commua  est  en  réalité 
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composé  de  trois  facteurs  distincts  ^  g  A  et  a*,  en  ne  comptant  ce 

dernier  que  pour  un,  car  il  équivaut  lui'mëmeàaxa;  la  quantitâ 

^a'b  est  désignée  IndiGtinctemenl  par  la  dénomination  de  faciew 

ammtm  oo  de  faelaan  communs, 

SB.  Nous  avons  déjà  vu  [n*  6)  comment  on  peut  indiqaer  la 
mnMplicatïon  au  moyen  des  parenthèses;  celle  notation  est  ïii]por< 
tante  et  nous  dirons  encore  que 

exprime  le  produit  k  effectuer  des  trois  facteurs  polynômes  com- 
pris entre  païen  thèse  s,  et  qu'alors  il  faut  multiplier  o'  —  6  par 
c-|-2rf —  h',  et  ensuile  ce  produit  par  3m'  — 8. 

On  aurait  pu  raellie  entre  les  parenthèses  le  signe  de  multipli- 
cation X  ou  îe  point;  mais  il  est  essentiel  de  ne  pas  ometlce  les 
parenthèses,  car  il  est  clair  que  a' — ftxc+Srf — A'x3m* — 8 
serait  une  expression  qui  ne  donnerait  pas  les  mêmes  résultats  que 
la  proposée,  puisque  cela  indiquerait  seuleinent  que  de  la  somme 
a'  -f-  3(f  — 8  on  doit  retrancher  la  somme  (algébrique)  des  produits 
fixe  et  A'x3m*.  (FotVn-6.) 

Les  crochets  ont  le  mËrae  usage  ainsi  que  le  trait  au-dessus  ds 
la  quantité  ;  mais  dans  ce  dernier  cas,  peu  en  usage,  on  met  le 
signe  X  entre  les  polynômes  à  multiplier.    [  Voir  n'  6). 

Indépendamment  des  parenthèses,  on  emploie  les  doubles  pa- 
renthèses ou  doubles  crochets  qui  sont  simplement  des  parenthèses 
ou  crochets  plus  grands.  Leur  emploi  est  indispensahie  pour  indiqua 
la  multiplication  d'un  polynôme  conlenant  déjftdes  parenthèses. 

Ainsi,  pour  indiquer  la  muUiptication  de  (a  +  A)c* — par  9a*, 

on  écrira  ^(a+i)c' — t/j2u'; 

Pour  indiqueF  cdle  de  (a-i-fi)c'— d  par  2n'-}-ôc,  on  écrira 

(2a>-l-fi0((a  +  6)c'-<i). 

Dans  ce  dernier  exemple,  il  a  fallu  mettre  évidemment  la  brienr 
aa'4-6c  entre  parenthèses. 
Le  produit  ci-dessus  nidiqué  équivaut  à[îo'-|-6c).(«!»-|-fi(!^<0. 
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A  la  place  de  la  double  parealhèsc  ou  emploie  également  les 
crochets  combinés  avec  les  parenthèses. 

Ainsi  4tn((o6— 4)  a;— 36)  ou  im[{ab—i)x—3b}  ont  même 
ElgniTication  al  indiquent  la  multiplication  de  4m  par  tout  ce  qui 
est  cntfi'  \.-s  giauili's  parentlièses,  c'est-à-dire  le  produit  de  4ni 
par    (ibx  —  ix—M. 

Ou  trouvera  alors  tâcilement  qne 

[a+be]  {(a+6)*c— a)  équivaut  à  (a+*c).[«V+2ffl*c-f6V—ft) 

en  observant  que    (o4-6)'='''  +  2'"*+fc'- 

An  bwna  on  emploie  des  ^iples  parenthèses. 

Il  faut  bien  noter  que  le  signe  qui  précède  des  parenthèses 
frappe  tout  ce  qui  est  dans  ceapareothèses;  on  doit  y  faire  attention 
■Brtout  lorsque  ii'c?it  le  sifinis  — . 

Ainsi  une  cxpri'ssion  telle  que  i  — (4— 7x-(-c)  nous 
indique  (n°3(l)  qu'elle  équivaut  à    a'-^b—i  +  7x—c. 

Enfin  des  parenthèses  sont  signe  de  multijJicaUnn  lorsqu'elles 
ne  sont  pas  séparées  (l'une  auti-e  quantité  par  iB  signe  +ou  par  le 
signe  —  ;  dans  le  cas  d'interposition  de  l'un  de  ces  Signes,  elles 
ne  sont  qu'un  signe  collectif. 

S7.  La  rnulliplicatloii  a^éMiquë  donne  Heu  à  des  résultats  ap- 
pelés formules  qu'il  est  bon  de  connaître. 

Soient  donc  {a  +  b)x{a+b)eHa-b]x(a^h),  nona  fuwons  : 

a  -  b 
6 

a*—  ab 

—  ab  +  lf 
a*  — 2o6  +  6»  pisdttii 


Nons  pouvons  {n°  11]  remplacer  (a {a -\-b]  par  (o+i)'; 
et  de  môme  l'indication  de  la  seconde  multiplication  pourra  être 
remplacée  par  (a  —  ij'.  Par  conséquent  on  peut  dire  que 

(u  +  i)'  =  a*  +  2o&  +  6'  [fonnvk) 
et  que  (a    6)»  =  o* — îaé  4-  b'  (formuU) 


CHAPITRE  II. 


Ce  4Ul  nous  fait  voir  :  V  que  le  carré  de  la  somme  de  deux  guanr 
tUh  ett  égal  au  carri  de  ta  première,  plus  le  double  produit  de  la 
première  par  la  teconde,  plus  le  carré  de  lû  seconde; 

2*  Que  le  carré  Je  la  différence  de  deux  quantités  est  égal  au 
carré  de  la  première,  moins  le  double  de  la  première  par  la  seconde, 
plus  le  carré  de  la  seconde. 

Les  deux  expressions  ci-dessus  sont  donc  (n°  20)  \m  tablenu 
des  opératioDE  à  faire  dans  des  cas  5i}ml)lnb]es,  sans  Cire  obligé 
d'effectuer  la  muItipLcation  ;  car,  (iiicllps  ijuft  aoii:iU  li'S  qnanlilés 
que  l'on  considérera,  le  produit  /li-  Imr  -.luiimi'  par  leur  soninie, 
autremeot  le  carré  de  leur  somme  s'obtiendra  de  suite  un  faisant  le 
carré  dë  la  pretDlfire,  y  ajoutant  le  caiTé  de  la  secoiulei  pUis  le 
double  produit  de  la  première  par  la  seconde. 

Le  carré  de  la  différence  ne  diffère  que  par  le  signe  du  double 
produit. 

Ces  résultats  portent  le  nom  de  formvîe  et  auront  lieu  quels  que 
soient  les  signes  des  deux  quautilés,  car  on  trouvera  Que 

f— 1  — *)'  =  a'  +  2nA  +  *', 
{—  a  -\-  b)'=a'  ~=Lnb  +  b*, 

(3^;'i-5a)'={9n'6)'  — 2XI0rt'64-  (3H]'=4a'ft'— Wi  +  SSuV 

CoROLLuns  1",  11  résulte  de  ce  qui  précède  et  de  œ  qui  a  été 
dit  (n'  54)  que  le  carré  d'un  binôme,  quels  que  soient  les  signes  de 
ses  termes,  com/mé  de  trois  termes,  dont  deux  sont  toujours 
/losiliff.    (  l'uir  11'  lai.; 

Les  (icux  li^inu'.s  pcaitils  .•ciil  les  carrés  respectifs  des  deiix  termes 
du  binôme  pj-o/mé,  elle  troisième  terme,  dont  le  signe  estTariablé, 
te  compose  du  double  produit  des  deux  termes  dil  bin&me;  il  est 
afiédé  du  signe  4*  o»  du  àgne  —  s^n  que  \éè  tetmeà  du  binAme 
ont  même  signe  on  un  dgne  contraire. 

ËoROLLAiRB  II,  On  fera  attention  qu'un  binftme  ne  peut  être  le 
carré  d'une  quantité,  puisque  (n*  47)  le  produit  d'un  monAme  par 
un  monôme  est  un  monôme,  et  que  nous  venons  dé  voir  que  le 
carré  d'un  bindme  se  compose  do  trois  termes,  toute  réduction 
faite.  (Nous  considérons  des  quantités  rétllea.] 

Corollaire  111.  Pour  avoir  une  formule  île  la  \  aleur  d'une  puis- 
sance quelconque  entière  et  positive  de  la  somme  ou  do  la  di/fé- 
renei  de  <lenx  quantités,  il  suffirait  de  multiplier  les  forifiules 
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précédentes  sufTisammcDt  de  fois  par  la  niâme  quantité;  ainsi, 
pour  avoir  celle  du  cube  de  a — b,  on  multiplierait  a* — ^ab-\-b' 
par  a  —  b  et  l'on  aurait  {a — i)»=o*  — 3«'6  +  3aô' — 6' pour 
formule  de  la  composUon  du  cube  de  la  diffSieiicB  de  deux 
quantités. 

'  A  cette  occaâon  nous  pouvons  déjà  remarquer  que  le  produit 
d'une  quanUlé  négative  par  une  négative  étânt  positif,  le  eatrê 
if  «ne  quonlilé  négative  esfpotiiif,  mait  le  cube  qui  est  alors  le  carré 
de  celte  quantité,  multiplié  eacore  par  celte  quantité,  redemeat  né- 
gatif, car  en  général  les  puiitaneea  paire»  (Tune  quatttHé  négatœe 
$ont  posiliveB,  et  ta  pummoei  ànpaires  tota  négatim. 

88.  Sdt nuintenant  {a  +  b)x:[a—[if,  notuamona 

car  o  +fi 

multîpUé  par  a—i 

a*+ab 
—ab—b* 


donne  a*       — 6*  pndnit. 


Nous  avons  donc  ce  principe  ;  le  produit  de  la  tomme  de 
deux  gaantitù  par  leur  différence  ett  égal  d  la  différence  des  carrés 
de  cet  mémet  quantités,  ou  bien  la  différence  de  deux  carrés  peut 
être  considérée  comme  résultant  de  la  multiplication  de  la  somme 
par  la  différence  des  deux  quantités  qui  ont  engendré  ces  carrés. 
Ainsi,  on  peut  conclure  que  l'expression  m'  —  n'  provient  de  la 
multiplication  de  m+n  par  m— n  ctcndéduirece  principe  que /a 
différence  de  deux  carrés  est  une  quantité  divisible,  soit  par  la  tomme, 
soit  par  la  différence  des  racine*  carrées  de  chacun  de  ces  carrés. 

B9.  Au  moyen  des  remarques  précédentes»  on  peut  trouver  le 
prodiùt  de  certdnes  quantités  plus  proœptement  que  par  la  mé- 
thode ordinaire. 

Soit  par  exemple  à  multiplier  iah*  —  Sac  +  2t'  par 
4aJ'_5ûc  — 20*. 

On  peut  considérer  le  premier  polynôme  comme  la  somme  de 
deux  quantités  {iab*  —  bœ)  et  +  26"  ;  de  même  le  second  poly- 
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nSme  sera  la  difTérencc  snlre  ces  deux  mêmes  quantités,  et  il  sera 

pemiis  (n*  58)  d'exprimer  le  produit  demandé  en  écrivant 

(Arf'  -  5«r + 2i')  X  [4fl6*  —  Sac — 36*)  =  [M>* — 8m)*  -  (Î6»)'. 

Sons  cette  nonvelle  forme  donnée  au  produit  cherché,  î]  est  &- 
cile  de  voir  qu'il  se  compose  encore  du  carré  de  la  différence  des 
deux  quantités  iab'  et  Sac,  moins  le  carré  de       et  alors  (w>  87] 
ce  produit  pourra  être  immédiatement  remplacé  par 
leo*»*— i0o'A'c  +  26aV~-4È'. 

Ainsi,  sans  aucune  multiplication  proprement  dite,  on  pourra, 
en  se  souvenant  des  principes  précédents,  trouver  de  suite  la  va- 
leur du  produit  demandé. 

ScoLiB  I.  U  faut  observer  que  l'expression  —  (9é')'  signifie  que 
le  carré  de  24'  doit  être  soustrait  ou  pris  négativement  et  ne  pas  la 
confondre  avec  (—  2é')'  qui  indiquerait  le  carré  de  —  26'. 

ScoLiB  II.  Tout  l'artifice  du  procédé  consiste,  comme  on  le  voit, 
i  changer  convenablement  un  polynôme  en  un  binAme  de  telle 
sorte  qu'il  reste,  quand  cela  se  peut,  une  gomme  pour  l'nn  des  po- 
If n)mës  et  nne  dfflërence  des  denx  mêmes  quantités  pOnr  l'autre 
polyndme. 

a  faudrait  un  penplna  d'attention  si  les  quantités  étaiententre- 
mêlées  ;  ainsi  on  aurait  pn  avoir  —  2o  +i  —  c'  à  multiplier  par 
— 2a  — *  — c*. 

Or,  au  moyen  des  parenthèses,  on  peut  faire  un  seul  terme  de 
— Sa  et  —  c*  qui,  réuni  ft  A,  constitue  une  somme  éqidvalente 
au  multiplicande,  tandis  que  le  même  artïGce  changera  l'antre  &c- 
leur  en  une  différence  des  deux  mêmes  quantités  ;  on  aura  donc 

(-2a+6-c')x(-2a— È— c')=((— 2a— c')+6)x((-2fl-c')— i). 

Et  [n'  58)  on  conclura  alors  que  le  produit  demandé  est  le  carré 
de  —  2a  —  c*,  moins  le  carré  de  6;  ce  qui  donne  (n'  57) 

4a*  -|-  iac'  -f  -  c*— •  6*,  prodait  chnU. 

On  trouvera  également,  sans  foire  d'opération,  que 
(8a' — 6fl6*)  X  (5fl6*  +  6a')  =  36a* — SBa***  ; 
car  (n**  35  et  40)  on  peut  remplacer  les  fiicteurs  donnés  par 
(da'  +  SnA*)    et    (Ob' -Sofi')- 
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60.  Avec  ua  peu  de  râllëxîon,  on  voit  que  ta  composition  des 
résultats  de  ntultiplication  que  l'on  a  obtenus  ci-dessus  (n"  S7,  K8 
et  69}  est  tout  à  fait  indépendante  des  expressions  algébriques  con- 
sidérées et  des  valeurs  particuiiëres  que  l'ou  pourrait  attribuer  aux 
lettres  a  et  £  [n''  57  et  58)  qui  entraient  dans  les  facteurs  [Il  est 
clair  que  l'on  aurait  pu  les  remplacer,  par  exemple,  par  et  2c, 
mais  cela  aurait  été  moins  sirtiple).  Ou  dit  alors  que  la  manière 
dont  un  produit  aliiébrique  se  forme  au  moi/ea  de  ee$  deux  fac- 
teurs est  I;l  loi  de  v.à  produit;  nette  loi  est  toujours  ia  mime, 
quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées  aux  lettres  qui  entrent 
dans  les  deux  facteurs. 

Cette  loi  renferme  les  priodpes  ou  conséquences  esposés  dans 
]eii*5S. 

61.  Nous  avons  vu  comment  il  fallait  s'y  prendre  pour  mettre 
un  facteur  en  évidence,  ca  voici  d'autres  applications. 

On  trouvera  que  Sa"— 9aV4-Bairy— i0iU:V+6a'c— ÎSo'ay 
équivautà  3<^[l—3ac*  +  ic)  +  ittxy[l—ix]/*  —  3a]. 

En  considérant  que  (n-  U)  'ia'  équivautà  Sa'xli  et  alors  3a" 
entre  comme  facteur  dans  les  termes  — 9aVi  +  6o'c  et  dans 
lui-m^me  ;  de  môme  Saxff  est  facteur  dans  lui-même,  dans 
—  lOax'y'    et  dans    — ISa'jry. 

On  pourra  trouver  un  fadeur  commun  à  des  quantités  qui  n'en 
ont  pas  en  s'appuyant  sur  ce  principe  évident  que  l'on  peut  multi- 
plier et  diviser  une  quantité  par  une  même  quantité  quelconque 
sans  troubler  la  première. 

Od  toonveia  alors  les  termes  —  Sè«  — ea*i*4-4c  ont  un 
fauteur coflimun~3i ou  iè  (»> M), car  —  Sfe revient  à— Six e 
ou  96x— c,  et  voici  maintenant  comment  on  peut  le  supposer 
6x.ic  Abc 

aussi  dans  le  terme  4c;  il  suflit  de  remplacer  4e  par  — ^ — ■  ou 

le  numérateur  équivaut  ù  26  x  2c.  Par  conséquent  tous  leï  termes 
contiennent  évidemment       et  l'on  pourra  écrire 

—  26c  —  6a'6*  +  4c  =  26  ^—  c  -  3a*b'  +  jj . 

ScoLiH.  On  aurait  pu  supposer  également  que  M' on  tonte  autre 
quantité  étùl  (acteur  en  introduisant  par  compensation  lindivisèuT 
convenable.  {Voif'vr  AlCt.) 


GHAHTHB  it. 

6a.  Quand,  au  fiioyeU  (les  parenthèses,  on  réunît  plusieurs  ternieà 
en  un  seul,  on  peni  toujours  interposeï'  le  signe  4-  entre  les  termes 
foroiéspar  les  paienthëses. 

Ainsi  l'on  poutra  remplacer  ib(l  —  a'e)  —  i{x  +  b' —  a)  par 
9i(l  —  n'?)-(-4(^a:— 6'4-a),  car  il  suffit  de  dianger  les  signes 
des  quantités  qui  sont  soumises  à  ce  signe  dans  les  seeondei  pttttl'- 
thèses,  c'est-à-dire  changer  les  signes  +  en  —  bI  r<cit>Toqueaiei)t. 

De  mèaiB  qu'il  est  toujours  permis  d'interposer  lo  signe  -|-,  on 
peut  Busri  imerpoBor  1»  signa  — >  car  éridemment 

d'—c+{Z-b-i-c]h=a*—e—(~3  +  t>  —  c)b. 

Ces  chadgementé  résultent  de  ce  qiie  nous  avons  dit  tora  de  l'ad- 
dïtioD  et  de  la  soustraction. 

EXFUCATION  rHOVrSOIIlE  DE  LA  IMMÈHE  D'oHTIONNRn. 

65.  Pour  ordonner  un  polynôme,  il  fa\il  arranger  ses  termes 
pai' rapport  à  une  lettre  prise  k  volonté  de  façon  que  chaquoterme 
qni  coDlieni  cette  lettre,  renferme  cette  letb«  avec  un  exposant 
{dus  gnùid  ou  ftàs  (tetit  que  dans  le  terme  qui  16  procédé;  tela 
s^ippelle  ofdeimer  par  rapport  aux  puissances  crDtisddled  ott  36- 
tMbssntes,  ielbn  qué  l'tiii  cboiait  l'onè  dé«  deui  tllMIèresi 

Sdt  donc  t  oMomter  lé'polynOme  6a-^4«»  + a»  jBlt 

rapport  ant  puissances  décrc^anles  de  a,  on  aura 

—■ ia"  +  ((' +      +  5o. 
S- BoH  le  polynôme  ^2aV/f'  +  3(,'i-(-.i«'i«_a'f  à  ordonne* 
ptf  lâpport  fl  la  lettre  a  et  b  ses  puissances  croissalilea,  oH  écrit* 
8o'é  — û'c  +  4a'6'— 2o*iV. 

Pour  Fordonner  par  rapport  ank  puissances  décroiâsâtites,  U  est 
clair  qu'il  aurait  suffi  de  l'écrire  en  sens  inverse,  supposé  qu'il 
s'ilgisse  toujours  de  lu  même  lettre. 

Le  môme  polyndme  ordonné  par  rapport  à  la  lettre  b  et  à  ses 
puissances  décroissantes  serait  — 2a''4'c'+  4a'A'  +  bn'ft  —  «'c. 
Nota.  Quand  il  se  trouve  des  termes  tels  que  — a'c  ne  conte- 
nant pas  la  lettre  que  l'on  a  choisie  pour  ordonner  le  polynâme 
el  que  l'on  appelle  letlre  d'ordre  ou  principale,  on  écrit  ces  termes 
I M  Snhe  des  teroM  ndnméa  el  daoB  l'oidia  qtia  l'on  Teut,  fe  moiDi 
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qn'OD  ne  voulfit  ordonner  anssi  ces  termes  par  rapport  i  une 
lettre  qu'ils  contiendraient  qt  qui  ne  seml  pas  la  lettre  principale 
cboîne  par  eonséqnent. 

Mait  totment  on  regarde  ce»  termes  qttine  eontienntni  paa  ta  lelirt 
principale  comme  n'en  faisant  qu'un  teul  mmogen  dei  parentAitet, 
et  Pon  suppose  en  outre  qu'ils  la  cmtietmeM  avec  Pexpoumt  zéro, 
ainsi  qu'on  le  verra  n"  109. 

Considérons  maintenant  deux  polynômes  que  l'on  veuille  ordon- 
ner, car  c'est  là  le  but  que  l'on  se  propose  ordinairement. 

Soient  donc 

j'A'— a/m'+nn' — ûtoi'B— /j"+mp'y   et  f'm — îph~~m*n 

&  ordonner  par  rapport  à  la  lettre  m  et  à  ses  puissances  décrois- 
santes, en  aura 

em,*~cim*—abitfn-^mp^if~-fg^*+g*h*   et  — m'n-\-f*m — %ph. 

La'lettre  d'ordre  m  n'étant  pas  dans  les  termes  — fg"  et  g'h*, 
nous  les  mettons  à  la  suite  de  ceux  qui  sont  ordonnés,  et  de 
même  dans  le  second  polynfime  nous  avons  mis  ~-3ph  &  laenile 
des  termes  contenant  m. 

ScoLiB.  Le  degré  dupoljnéme  par  rapport  à  cette  lettre  d'ordre  est 
fixé  par  le  plus  fort  exposant  de  la  même  lettre.  Ainsi  le  premier  des 
deux  polynômes  est  du  dnqidème  degré  par  rapport  à  m,  mais  du 
quatorzième  en  considérant  son  terme  le  plus  élevé  (n"  18). 

Scoua  II.  Quand  on  a  besoin  d'ordonner  deux  polynAmes  et  que 
l'on  n'est  pas  aslnint  k  prendra  pour  lettre  d'ordre  l'ima  plulAt 
que  l'autre,  on  éritede  prendre  une  lettre  qui  senit  contenue  aveu 
le  même  exposant  dans  pinceurs  termes,  ptUsqu'alors  ri«i  n'in- 
dique quel  est  le  terme  qui  doit  être  pris  le  premier. 

Ainù  pour  ordonner  les  dois  poiynftmeB 

—        —  Si'd  -1-  ac'x'    el   bVx  —  a*  +  b'cmx'  —  i 

par  rapport  &  J  et  à  ses  puissances  décroissantes,  on  prendrait 
de  suitedans le  premier  leterme  — hb'd;  mais  rien  ne  nous  dirait 
quel  serait  le  terme  qui  viendrait  après,  puisque  i^cx  et  — 
contiennent  tous  deux  A'  avec  le  même  exposant.  De  même  dans 
le  second  polynôme,  on  ne  saurait  quel  terme  prendre  pour  le 
premier.  Alors  à  l'on  n'est  pas  forcé  de  ctuHlîr  b  pour  lettre 


CBAPITBB  II.  6i> 
d'ordre,  on  cboidra  une  autre  lettre,  x  par  exem[Je,  et  les  deux 

polynômes  ordonnés  d'après  ce  choix  seront 

oc'i'  —         +  b'cs  —  5i'rf   et   b'cmx'  +  A'c'x  —  ab  —  i. 

ScûLiB  m.  Mais  il  peut  arriver  que  l'on  soit  obligé  de  prendre 
la  lettre  qui  a  le  même  exposant  dans  plusieurs  lernies;  alors  on 
rtnferme  ces  termes  entre  parenlliÈses,  en  supprimant  dans  cha- 
cun d'eux  la  lettre  principale  et  la  mettant  en  dehors  cooune  fac- 
teurCD=5ô). 

Si  donc  nous  supposons  qu'il  eût  fallu  ordonner  les  poIynAmes 
d-dessus  par  rapport  h  bel  en  âécrmitant  (nous  exprimerons  ainsi 
par  abi'éviation  que  l'on  vent  ordonner  par  rapport  aux  puissances 
décroissantes  d'une  lettre),  on  les  aurait  écrits  comme  il  suit 

— Sô'rf  +  (c3:— ir'lfi'+ae'a;'    et    (e'ar+rau;')^»— ai— i; 

les  expressions  entre  parenthèses  et  le  facteur  ('ne  fontalors  qu'un 
seul  terme  (n*  1 6),  et  le  polynôme  entre  parenthèses  est  eomidéré 
comme  U  coefflcïetU  de  la  lettre  6'  (n*  44). 

Ces  coeffiiieats  sont  quelquefois  ordonnés  aussi  par  rapport  k 
une  de  touis  lettres,  et  si  par  eiemple  on  eût  voulu  les  ordonner 
par  rapport  ix,i  aurait  fallu  changer  de  place  les  termes  entre 
parenthèses. 

Il  y  a  une  autre  maiûëie  d'écrire  ces  co^dents  : 

On  place  les  termes  de  chaque  coeffldent  polynAme  les  ans  sous 

les  antres,  on  tire  un  trtit  vertical  àcAtéBurla  droite,  et  l'on  place 

la  lettre  d'ordre  de  l'autre  cAlé. 
Ainsi  les  deux  polyndaies  ordonnés  comme  d-dessos    aveo  la 

cwidition  que  les  oo^Sdaits  de  la  lettre  ^  Aiseent  ordonnés  par 

nq^xnt   X  et  en  dëoroiisBnt,  se  présenterdent  comme  on  le  voit 

d-dessonS' 

— M'd— 4a!»  I  i' +«!•«• 
cmx*  \  6»— ni— 4. 

Ëcrito  de  cette  nianièni,les  temus  qui  contiennent  dans  cea 
poljnAmes  sont  considérés  conune  ayant  chacun  deux  coeffidenls 
litt^auz  ne  faisant  d'ailleuia  qu'un  seul  terme. 

Nous  alloos  &ire  rs^licatioa  de  cea  oonndâratioas  en  nous 
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d'an  MB  de  mul^tioBliqn  plus  c(HP|diqo<ï  qne  je;  pré- 
cédents. 

64.  S(nt  dmc  proposé  de  multiplier 

76»  _4ft'a + 24a'  — 46' + 2*a  +  a'  +  a  par  — 46'—  1  -f-  2ia  —  a. 

Noua  pounons  ordonner  tes^deux  polynômes  pas  rapport  à  U 
lettre  a  par  eumplp,  et  en  diotussaDt,  suivant  ce  que  nous  Avtms 
dit  plus  haut. 

TABLEAU  DES  OPÉRATIONS. 


-86^ 

a'  +  m' 

(  +S6  1 

+  ii' 

-  8i> 

î  ""^ 

_  76* 

+  if 

—  86 

—  1 

/  —86' 

+  166' 

a— Mè* 

\  —ib> 

—  86» 

1  —26 

—  i6' 

+  i6' 

46' 

46'  la'  — 86' 

a'  — 86' 

a'  +  a06' 

a  — 286' 

1  —  M  -46' 

+  86' 

—  236' 

+  106' 

—  36 

_-j 

+  46' 

—  76' 

1  —1 

—  26 

+  46' 

Nous  ailons  maintenant  donner  le  lalilcau  de  la  même  multi- 
plicatîon  avec  les  termes  <ffdonnéi  de  l'autre  manière. 
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6h  tLÙaKia  D'udtBIB. 

EsKJcinon.  La  première  manïbre  d'opérer,  qui  est  la  plus 

simple,  ne  présente  aucune  difficulté  si  l'on  réfléchit  que  quel  que 
soit  l'arrangement  que  l'on  donne  aux  deux  facteurs  du  polynOme, 
il  faut  toujours,  d'après  la  règle,  pour  effectuer  leur  multiplication, 
que  tous  les  termes  du  multipUcande  soient  multipliés  par  tous  les 
termes  du  multiplicateur. 
Par  conséquent  le  terme  Si  |  a*  du  multiplicande  représente  en 

réalité  deux  termes,  savoir  Sbo'  et  a*  i  de  même  le  terme  3A  [  a  du 

-i| 

multiplicateur  équivaut  b  3£a  et  —  a. 

Or  pour  effectuer  la  multiplication  entre  ces  quatre  ternies,  il 
est  visible  que  la  disposition  que  nous  leur  avons  donnée  simplifie 
le  b'avail,  puisque  tout  se  réduit  à  multiplier  la  lettre  d'ordre  a'  par 
la  même  a  du  multiplicateur,  ce  qui  donne  a',  et  ensuite  à  multi- 
plier les  deux  termes  SA  et     1  du  coefficient  de  a'  par  les  deux 
termesS^et — 1  ducoeflkient  de  a;  leproduit  est  4^'  | 
+2Ô 
— 2i 
—1  I 

que  nous  donnons  ahrs  pour  coeSicient  à  a'.  On  mulliplie  do  la 
mSme  manière  les  autres  termes  du  multiplicande  par  26  1  a  en 
-Il 

plaçant  les  produits  comme  nous  l'avons  fait,  et  laissant,  si  Pon 
veut,  un  intervalle,  parce  que  le  second  produit  partiel  ne  contient 
pas  la  puissance  immédiatement  inférieure  de  a*. 
On  prend  ensuite  le  terme  — 4i*|  du  multiplicateur  et  l'on 

opère  avec  sur  le  multiplicande,  comme  ou  a  fiùt  avec  l'autre 
tenne. 

Et  enfin  on  fait  la  réduction  qui  donne  le  produit  total. 

Quant  è  la  même  multiplication  avec  les  termes  ordonnés  de 
Pautre  manière,  il  faut  multiplier  le  terme  (i£-f'l)'>'  P^i*  (26— ))a, 
ce  qui  conduit  égdement  à  multiplier  a'  par  a,  puis  3b  -|-  1  par 
2fi  —  I  en  donnant  ce  dernier  produit  pour  cocflicicnl  à  a!',  ce  qui 
amène  (W — 1  )  a',  ainsi  qu'on  le  voit  par  les  multipltcations  par- 
tielles. 

On  multiplie  ensuite  le  second  terme  du  multiplicande  par  le 
mèmepremier  terme  du  multiplicateur;  puis  on  prend  le  troisième 
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terme  du  multipiicande  pour  le  multiplier  par  le  même  terme 
(26 — \]a,  ce  qui  doDDe  le  premier  produit  partiel. 

Enfin  on  prend  le  second  terme  du  mulliplicateur  pour  muHi- 
plier  tout  le  multiplicande  ;  ce  qui  amâne  le  second  produit  partiel 
qui  occupe  la  quatrième  ligne  ;  il  ne  reste  plus  qu'à  réduire,  ce  qui 
donne  le  pndtàt  total  qui  occupe  la  cinquième  ligne  dans  l'upé> 
ntioii. 

Les  produit»  partiel»  montrent  les  opérations  que  l'on  a  dft  foire 
pour  parvenir  an  produit  total;  mais,  avec  un  peu  d'habitude,  on 
eSèctne  beaucoup  de  ces  mtdtiplicalions  à  simple  vue. 

Les  muttiplicatioiu  partielle»  ont  servi  k  donner  les  produits 
partiels. 

ScoLiB  I.  On  remarquera  que  dans  le  multiplicande  nous  avons 
mis  le  signe  4-  devant  le  second  terme  du  multiplicande  (n°  62); 
on  aurait  pu  mettre  également  le  signe  —  comme  nous  l'avons  fait 
devant  le  second  terme  du  mulliplicateur;  mais  alors  il  Taut  faire 
mie  grande  attention  aux  signes. 

Ainsi,  dans  les  quatrième,  cinquième,  et  siïième  multiplications 
[tartielles  nous  avons  multiplié  \a  multiplicande  par  ib'-^i,  tandis 
que  le  second  terme  du  multiplicateur  était  réellement  le  terme 
complexe  ( —  ib'  —  1  )  ;  mais  on  observera  qu'alors  nous  avons  en 
soin  de  maintenir  le  signe  — -  devant  tes  parenthèses  qui  renfeS 
maient  ci?s  trois  produits  ou  coeQîcients,  ce  qui  remettait  tes  choses 
dans  leur  état  convenable. 

ScDLiB  II.  En  réfléchissant  sur  les  résultats  que  donne  la  multi- 
plication dans  tous  les  cas.  on  peut  dire  que  celle  opération  est,  en 
o/jFÈre  comme  en  arithmétique,  une  modification  de  l'addition, 
c'est-ft-dire  qu'au  lieu,  par  exemple,  de  répéter  une  quantité  trois 
fois,  on  peut  obtedr  plus  simplement  le  résultat  en  la  multipliant 
par  3. 

Nous  avons  vu  (n*  iS)  que  l'on  pouvait  appliquer  h.  plusieurs 
cas  de  la  multiplication  la  définition  donnée  en  arithmétique;  elle 
peut  également  s'adapter  à  tous  les  cas  et  même  à  celui  oii  les 
deuï  facteurs  seraient  des  polynômes  j  car  d'abord,  si  ces  facteurs 
polynômes  sont  positifs  ou  si  la  somme  dr^s  termes  positifs  l'em- 
porte sur  celle  des  négatifs,  cela  rentre  dans  ce  qui  a  été  dit  n°  46. 
Si  nous  supposons,  au  contraire,  que  lo  multiplicateur  et  le  multi- 
plicande soient  tous  les  deux  négatifs  ou  que  la  somme  des  termes 
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DégBHft  l'MnpoHe  snr  Celle  des  positifo;  il  suflBn,  pMr  felre  rentrer 

ce  cas  dans  les  autres,  de  réfléchir  que  multiplier  par  me  qwmtiié 
nfgatiDB  j  t'est  en  résumé  multiplier  par  la  valeur  absolue  de  cette 
guaMité  et  prendre  ensuite  en  signe  contraire  le  résultat  obtenu. 

II  D'est  pas  besoin  d'ailleurs  do  sortir  da  l'arithmétique  pour  re- 
Hnuquer  que  le  mot  multiplicâtim  ne  doit  pas  toujours  signifler 
augmentation,  puisqu'il  suflit  de  multiplier  une  quantité  quelconque 
par  une  fîraelioa  pour  obtenir  un  résultat  plus  petit  que  la  fraclion 
■uiHiptUe. 

En  peu  de  uuitB,  tmatipHtr  MU  quantité  {ftiefeoi^w  àlgtM^ie 
IMC  «kptlgnàme,  ifest  mvlliplier  par  la  gemma  de»  fennet  potkift 

et  par  lavmme  des  termes  négatifs,  puis  retrancher  le  tecotklpr^ 
imt  du  jtremier. 

DE  LA  DIVISION  DES  MONOUES, 

6tf.  Le  but  de  la  division  algébrique  est,  cfHnme  en  arîUuné- 
fiqne,  de  trouva  l'autre  fadeur  quand  on  connaît  un  produit  et  l'un 
de  ses  facteurs. 

nous  savons  aussi  qu'en  arithmétique  la  division  est  une  meniËre 
abrégée  de  faire  des  soustractions,  puisqu'elle  consiste  à  trouver 
une  expression  appelée  quotient,  qui  marque  combien  de  fois  une 
quantité  appelée  diviseur  est  contenue  dans  une  autre  appelée  di- 
vidende, ce  diviseur  ne  pouvant  évidemment  y  être  ooolenn qu'au- 
tant de  fois  qu'il  peut  on  être  soustrait. 

En  algèbre,  le  but  est  le  m&me;  seulement,  au  lieu  d'Opérer  gor 
des  nombres,  nous  opérerons  spécialemeni  sur  des  quantités  algé- 
briques.   [Voir  n°  69  et  n'  73.) 

Puisque  la  division  est  l'opération  inverse  de  la  multiplication,  il 
est  h  penser  que  l'on  devra  avoir  recours  aux  règles  établies  pour 
cetto  dernière  opération,  et  c'est  en  efiet  ce  qui  a  lieu. 

Pour  familiariser  avec  cette  opération,  nous  allons  owstdérer 
un  cas  très-simple  que  nous  allons  résoudre  en  nous  appuyaot 
seulement  sur  la  déOnllios  que  nous  venons  ds  donner  de  la  di- 
vision. 

Soit  donc  ia'b  à  diviser  par  a. 
nous  iadiqnnoDR  d'abwl  cette  opération  an  éorivanl  (d*  7^ 
que  l'on  énonce  ea  disant  rimplemenl  :  4a*A  sur  a). 
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MainteD&nt  si  nous  considérons  le  dividende  comme  le  produit 
d'une  multiplication  dont  le  diviseur  et  le  quotient  «on/  les  foeteun 
(n°  43},  en  divisant  le  dividende  ia'b  par  le  diviseur  a,  nous  au- 
rons l'autre  facteur  ehercljé;  or  diviser  par  un  facteur,  c'est  re- 
trancher ce  facteur;  donc  si  nous  retranchons  le  diviseur  a  d«  di- 
vidende, il  restera  le  quotient  ou  l'autre  facteur. 

Cette  (}pénitiaQ  fedle,  car  4a'b  équivRut  i,  i,9.a.b,  ot  â  eat 
clvrqu'eaietruiobautunfiicteiir  a  oulesuppiimwtiCeseraAire 
la  dïTinon  par  n,  ^  3  restera  ia^  fui  soy  M  Quo^ent  on  tattaiif 

j^wrché.  Dono       =  M. 

On  trouverait  de  même  que         =  Sa'A',  et  flnMi  de  suite  on 

verrait  que  !'c>;posnnt  de  la  Icllre  sur  laquelle  on  opère  la  s0U8- 
Iraclion  de  U  même  lettre  ne  contient  au  quotient  que  U  différence 
en^  les  deur  exposants  du  dividende  et  (tu  dïnieurt 

Nous  foroapqtierons  ausn  qu'une  dipuion  ne  fevt  être  iffttfvie 
çve  sur  te  facteur  du  dividende  gui  «nfieiM  la  mime  ((0ra,  aiv- 
tremenl  la  division  ne  serait  qu'indiquée,  a\  il  m  faut  pas  onbUer 
qu'en  aigcôre  le  résultai  d'une  opératim  ffW  fH'vr»^mftifi«9titn 
plus  cmnplHe  de  allé  qui  était  exprimé  prmilimteiHi  wr.  Il 
reste  toujours  h  effectuer  par  l'arithmétique  les  calciiU  indiguéa 
par  la  dernière  expression  algébrique,  lorsque  l'on  fVfflplWfl  les 
lettres  par  leur  valeur. 

Soit  maintenant  à  diviser  par  9ii*c. 

D'après  la  «léfinitioih   Wli'c  ^U^t  «HfVQsâ  tfl  PTO^hU  ^ 

fisear  par  hb  antn  ffictew  immv  «wtimti  «e 
fectenr  devra  être  tel  que  multiplié  hf  (e  dïv  i|  rqm>4ui|e  le 
dividende,  par  conséquent  àevn  dn  eamfOfA  {tf  43)  dmi^im 
qui  n'entrent  point  dan?  le  4ivisflqri  WVÎ  que  oelleB  cpù  dtmt 
commune»  au  dividende  et  a»  diTiieHrpenveptyeBtMr  qmnilews 
exposants  sqnt  différent;, 

Rappelons-Dous  aii^^  règl^  <le  ^  multi[dio(Uion  et  noua  en 
conclurons  :  i°  que  U  qiiotïent  i»  peut  ^ti'e  qu'un  n)onAme(D°47]; 
2°  que  le  dividende  étant  po^,  il  ftndni  (n°  46)  que  le  quotient  ait 
lemâjQe  signe  il»e  Wdiviseur)  3"  qqa  la  coefflcient  73  a  dit  résul- 
ter de  lit  jqultipliiiatioii  du  coetSeien^  a  du  divisour  ptf  le  nefii- 
cimt  inconnu  du  quotient,  et  que  par  conséquent  on  l'obtiendra 
«B  divfsurt  M  pu  •(  t'ipuàt  aUbOres,  que  la  ^ivtdenclB  devant 
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coDteidr  tontes  celles  qui  entrent  dans  le  diviseur  et  le  quotient, 
oe  dividende  contient  alors  ces  lettres  communes  écrites  une  seule 
fins  avec  un  exposant  égal  à  la  somme  des  exposants  que  chacune 
de  ces  lettres  a  dans  le  diviseur  et  dans  le  quotient  inconnu  et  qu'il 
reoTerme  les  autres  lettres  non  communes  telles  qu'elles  sont  avec 
leur  exposant. 

D*oii  il  résulte  que  l'on  obUendia  dans  le  quotient  les  lettres  qui 
lui  sont  communes  avec  le  diviseur  en  soustrayant  l'exposant  de 
cette  lettre  dans  le  diviseur  de  oeim  qu'elle  a  dans  le  dividende  et 
la  plaçant  an  quotioit  avec  nn  exposant  égal  au  rate  de'  cettfi 
soustraction. 

Opérons  maintenant  d'après  ces  considérations,  nous  donnerons 
le  signe  4-  ^  notre  quotient,  puisque  le  diviseur  est  positif,  ainn 
que  le  dividende. 

Nous  diviserons  ensuite  72  par  9  et  le  quotient  8  sera  alors  la 
cordent  du  quotient  cherché. 

Passons  k  la  lettre  a  du  dividende,  son  exposant  B  a  dft  provenir 
de  l'ad^tion  de  l'exposant  3  de  la  même  lettre  dans  le  diviseur  aveiî 
celui  de  l'exposant  inconnu  de  la  même  lettre  dans  le  quotient; 
donc  par  une  opération  contraire  en  soustrayant  3  de  &,  on  aura 
le  reste  3  pour  exposant  de  la  lettre  a  dans  le  quotient. 

Pour  la  lettre  b  qui  ne  se  trouve  pas  dans  \e.  diviseur,  il  faut  né- 
cessairement qu'elle  se  trouve  su  quotient  telle  qu'elle  est  ànns  le 
dividende,  et  alors  6*  sera  le  second  factrur  liLléral. 

Enfin  la  lettre  c  étant  commune  au  dividende  et  au  diviseur, 
4càt  enfarer  dans  le  dividende  avec  un  exposant  égal  à  celui  de  la 
somme  des  exposants  do  U  même  lettre  dans  le  diviseur  et  dans 
te  quotient,  donc  nous  robttendrons  dans  le  quotient  en  sous- 
trait l'oiposent  i  de  cette  lettre  dans  le  diviseur  de  celui  qu'die 
B  dans  le  dividendei  m^  la  lettre  c  a  le  même  exposant  i  dans 
le  dividende  (n*  M)  et  la  diOéreuce  est  séro  (cas  particulier  que 
nous  examinerons  plus  loin,  n'  iOij;  alors  provisoirement  nous 
dirons  que  cette  lettre  e",  que  nous  devons  mettre  au  quotient, 
.  équivaut  à  l'unité,  et  par  conséquent  on  pourrait  se  dispenser  de 
la  mettre,  puisque  toute  quantité  multipliée  par  i  ne  change  pas; 
d'autre  part  on  peul  considérer,  d'après  ce  que  nous  avons  dit  en 
commençant  cet  aclicle,  que  c°  provient  de  la  division  de  c  par  c, 

ou  de  -  ou  de  ^,  résultat  égal  à  1  {toute  quamUi  diviiée  par  ellt-_ 
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minudaanaiai  poEir7U[)<ten/);ce  facteur  1  ne  peut  donc  cbanfcer  la 
valeur  du  quotientj  toutefois  en  maintenemt  cette  lettre  o°  dans  It 
quotient,  cela  eomeree  la  trace  d'un  feaiear  qtd  enlraù  dmu  le$  apé- 
retiens. 

Nons  aurons  donc        —  =  8a'i'c°  =  8a'6'. 
9i'c 

Le  changemenf  de  signe  dons  le  dividende  ou  le  divisenr  ou  dans 
les  deux  facteurs  à  la  fois  n'aurait  apporté  qu'un  changement  de 
signe  dans  le  quotient  ou  le  maintien  de  ce  signe. 

Amsi  — r—=—io?b';  — =  _8a»J*: 
—  9a'c  9a'c  * 

: ,  =  wb\ 

—  We 

En  examinant  les  opérations  qae  nous  arons  feïtes,  snrtont  par 
rapport  aux  lettres,  on  verra  que  nous  avons  ëlé  conduit  à  poser 

que     ■      -    était  égal  à  &a*-*&*c'-',  d'ob  l'on  déduit  la  régla 

de  division  (n°  68)  que,  pour  plus  do  clarté,  nous  partagerons  ici 
en  qualre  parlies. 

GG.  RicLE  DRs  SIGNES,  Si  le  dividcodc  ct  Ic  diviSBur  oul  Ic  Oifene 
ligne,  le  quotient  est  positif;  s'ils  ont  un  signe  différent,  le  quotient 
est  négatif;  es  que  l'on  exprime  comme  pour  la  multiplication  en 
disant  que  4*  divisé  par  4*  o»  nmptement  +  par  -f-  donne 
que  —  par  +  ou  +  par  —  donne — ,  et  que  —  par  —  donne +• 

Rieu  DBS  connciinis.  Le  coefficient  du  quotient  s'obtient  en 
divisant  le  coefficient  du  dividende  par  celui  du  diviseur. 

RiGLE  DES  LETTRES.  Les  lettres  communes  au  dividende  et  au 
diviseur  (à  l'exceplion  de  celles  qui  auraient  un  mfinie  exposant 
n'  65),  s'écriront  au  quotient  à  la  suile  du  coeStcient,  et  il  eu  sera 
de  mènie  pour  les  l<^ttres  du  dividende  qui  n'entreraient  point 
dans  le  diviseur  en  observant  de  les  mettre  au  quotient  avec  l'ex- 
posant qu'elles  avaient  dans  le  dividi^nde. 

RicLB  DIS  EiFOSAKTs.  Qnant  aux  lettres  communes  qui  auront 
été  écrites  au  quotient,  on  leur  donnera  pour  exposant  la  diffé- 
Roce  entre  celui  que  la  même  lettre  avait  dans  le  dividende  et  le 
dniseur,  et  si  l'exposant  était  le  mâmc,  on  pourrait,  comme  nous 
■HDOta  de  le  dire,  se  dispenser  de  les  mettre  an  quotient. 
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67.  La  règle  pour  la  division  des  mon^ïmesrésultantdes  quatre 
r^^es  ci-dessus,  suppose  évidemment  que  te  diviseur  est  contenu 
ézactemeut  daus  le  dividende,  ce  qui  exige  :  1'  que  le  coelTicient 
du  dividende  soit  divisible  exactement  par  celui  du  diviseur;  2°  que 
les  exposants  du  diviseur  ne  soient  pas  plus  forfs  que  les  expo- 
sants de  pareilles  lettres  dans  le  dividende,  et  3*  que  le  diviseut 
ne  renferme  point  de  lettres  qui  ne  soient  pas  dafis  le  dividende. 
(TVi-n'MO?  eH08.) 

Si  iinft  soûle  do  ces  conililions  n'est  pas  remplie,  la  division  des 
deux  mon6mcs  est  impossilile,  c'est-à-dire  que  l'on  ne  peut  obte- 
nir un  giio/ieiil  eritiei;  mais  alors  on  peut  souvent  du  moins  sim- 
plifier h  ij'wlitiil  iiu  \'i'x/jrcs>iun  fractionnaire  qui  le  représente. 

Pour  nous  rtinJre  compte  lir  la  i'('gle  employée  dans  œ  but, 
rep.renons  à  sou  origine  la  ilivision  d'une  quantité. 

On  est  convenu  que  le  quotient  de  a  par  b,  ou  si  l'on  préfère, 
que  l'opération  nécessitée  poiu'  obtenir  ce  quotient  serait  exprimée 

pu  2  [n*  7);  de  même  le  quotient  de  ab  diviâépar  a  sereindiqué 

par  —,  mais  il  est  évident  que  cette  expression  est  susceptible  de 

simplification  et  qu'elle  se  réduit  îi  b,  car  la  division  algébrique 
consihfp,  comme  eu  arithmélique,  à  trouver  «ne  quantité  qui,  mul- 
tipliée par  le  diviseur,  reproduise  le  dividende;  or    6xa  = 
donc  h  est  le  quotient  de  ab  par  a  et  le  quotient  exact  ici,  puisque 
le  diviseur  a  disparu  entièrement. 

Nous  pouvons  donc  raisonner  de  même  à  l'dgard  de  toute  autre 
quantité  et  conclure  que  toute  expression  qui,  multipliée  par  le 
âlvtiéuf,  reproduitn  ie  dividende,  sera  un  quotient  tiotef  ho» 
mter  i  p«  cMtséqiuont  wwt  pwmm*  w^rpiiim'  um  i»  fktum 
emnims  que  tms  apmiWûta  doM  U  éfêidtHde  et  le  (Hr'wi^. 

Toute  quantité  étant  composée  de  quatre  parties  (li*  4T),  tt  fatt* 
dra,  pour  effectuer  cette  suppression,  y  avoir  ^Brd,  fct  IlolAt  pltitf 
obtenir  le  quotient  simplifié  de  deux  monômes  non  diVlsibksexW* 
temenl  l'un  par  l'aulre;  ou  en  peu  de  mots  : 

POUB  SlMrUriBR  LTI  BOHÔJBK  rilÀCTIOMNAlHE  , 

Il  faut  :  1*  pour  les  signes,  laisser  à  chaque  terme  son  sig::n; 
2*  quant  auxcoe91cientG,iifaut  supprimer  leur  plusgt-and  facteur 
commun  comme  on  le  fait  en  arithmétique  pour  rédaire  une  frae- 
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tioQ  k  u  plus  simplâ  eipresaîon;  3*  pour  les  lettres,  on  retran- 
cheta  dans  le  dividende  et  le  diviseur  les  ielties  communes,  de 
telle  sorte  cependant  que,  d  ellea  ont  des  expouttts  dlSâ<ents,  on 
effaoerk  la  lettre  qui  a  le  plus  pedt  exjtosant  et  l'on  dinùniiera 
d'autant  le  plus  gnmd  exposant  de  la  mémo  lettre,  en  observant 
de  meltre  1  à  lu  place  de  celle  qui  aura  le  plus  petit  exposant,  si, 
après  la  suppression,  il  ne  restait  plus  aucuDR  lettre  ou  coeflicient 
à:ins  le  di\idende,earpourle  diviseur  cela  est  indifférent;  V  enfin 
ou  laissera  les  lettres  nou  Communes  avec  leurs  CNposanls  rcspec- 
lil's,  diacune  daus  le  ternie  oii  elles  entraient. 

(Quant  au  cas  où  les  quantités  seraient  égalée,  il  est  clair  sanf 
aucune  règle  que  le  quotient  aerdt  i,  mais  alors  ceci  rentre  dans 
la  dindon  proprement  dite.) 

Ea  i4cum^  ta  règle  i^-ia^aa  te  réduit  d  supprimer  leifaeleur^ 
eomuaa  qui  tant  :  le  plu»  grand  commun  Hviteur  des  deux  eoefi- 
eienit  waaériguei  et  les  fàcteurs  littéraux  repréientéf  par  çhc^ 
lettre  commune  affectée  du  plat  petit  esppoiant. 
a*b 

Soit  pour  application  —  qut  ne  peut  donner  un  quotient  exaet. 

Celte  expression  se  réduira  à  —  d'après  la  règle  donnée  ;  on 
peut  vérifier  d'ailleurs  que  cette  eipreSBion  est  le  quoBentfttoUMi- 
nairede  a*b  divisé  par  oc,  car  —xac!=a*b  (n°      et  ainsi 

qu'on  le  verra  à  la  multiplication  des  {raclions. 

Soit  encore  CaWA'nj  à  diviser  par  — 

Il  est  visible  que  cette  division  ne  peut  se  faire  exactement, 
pnisqne  6  n'est  pas  divisible  par  4. 

On  a  4'abotd  pour  expression  dn  quo^Mt  de- 

mandé. 

Suivant  la  règle,  nous  laisserons  son  signe  au  dividende  cl  au  di- 
viseur de  la  nouvelle  expression  que  nous  vouions  obtenir;  en 
passant  aux  coeflideuts  nous  voyons  que  6  et  iont  un  coounun 

diviseur  2  et  qu'alors  nous  aurons    po"'  coefficient 

da  la  nouvalle  axpmtiOflî  le*  lettres  a  et  r  ne  se  trouvant  que 
dm  W  dindMu^    I«l  Ittltn  b  a«  se  trouvant  qu{i  dans  le  divi- 
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«eur,  nous  les  écrirons  k  la  suite  de  leur  coefficient  respectif  et 
me  leurs  exposants,  ca  qui  donne  d^à  •    H  nous  reste  k 

consïdireF  les  lettres  communes;  la  lettre  d  du  dividende  prisa 

mtoieonaura  ■j  =  -^=^''t  enfin  la  dernière  lettre  commune  m 

ayant  même  exposant,  nous  la  supprimerons.  II  nous  faiit  donc 
maintenant,  dans  la  nouvelle  expression,  ajouter  dans  le  dividende 
lesbcteurs  1  et  A'  et  dans  le  diviseur  les  facteurs  d  et  1,  ce  qui, 

'^^  -   mais d'aprèsuneobserratioa^ 

la  règle,  puisqu'il  reste  d'autres  quantités  dans  le  dividende,  nous 
pouvons  supprimer  le  fadeur  1,  et  d'antre  part  dans  le  dénomi- 
nateur ou  diviseur  nous  pouvons  aussi  retrancher  ce  facteur  1  qui 
n'est  jamais  d'aucune  utilité,  et  il  reste 

Ga'c'dh^m  _  3fl'e*A'_ 
Soit  encart  3a*  &  diviser  par  Wb*, 


nous  kUmni 


La  divi^n  ne  pouvant  se  faire  exactement,  on  simplifiera. 
D'abord  les  deux  coefficients  sonl  divisibles  par  3  et  il  viendra 
?..  T— eoBoile  le  quotient  ^  donnera  ^  pour  simpliB- 
calïon,etU  lettre  h  étant  seule  dansledivisear,  se  place  avec  son  ex- 
posant dans  le  nouveau  diviseur;  il  faudrait  donc  ajouter  ft  lasuile  de 

?   la  fadeur  1  dam  le  numérateur  et  les  fadeurs  a*  et  (' 

dans  le  dénominateur,  ce  qui  donnerait  ^^j^^,  niais  comme  il 
y  a  déjà  une  qunnlilc  1  dans  le  numiiriiteur,  il  est  inutile  d'y 
ajouter  de  [lom  eau  le  facteur  1. 

Avec  un  peu  d'usage,  on  aurait  opéré  plus  simplement  en  disant; 
3a*  est  facteur  une  fnt  dans  le  dividende  et  3a*6*  /bû  dans  la 
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TÎsear,  tfest-ù-dire  qm  l'on  a   ^^^^^^^^   et  I'od  peut  suppri- 

DMT  le  facteur  commun  3a*,   ce  qui  laisse 
(uilrouTera  de  même  que 

«^..i.,  .  —ibd_~id 
a*     â'    a     ï  2ÈC   ~"    e  ' 

Lonqne  les  quantités  à  diviser  ou  sïmpliBer  sont  susceptibles  de 
donner  un  quotient  exact,  il  est  clair  que  h  règle  pour  amplifier 
at  une  règle  de  âivimn. 

Ainsi  en  appliquant  la  première  on  tionve 

4a'c     \~  '    —  Sûc'     —  1 
Pour  rendre  encore  plus  claire  cette  opération,  conudéfons 
^expression     ^,  elle  équivaut  (n"  13  et  Uj  à 

ixo.fl.o  a.a.aX\ 

  ou   . 

a.axe<a>(>  u.a.u'X.a.a 

Sons  cette  forme,  on  voit  clairement  qu'en  supprimant  dans  le 
numérateor  et  le  dénominatenr  le  même  facteur  a.a,a  on  ne 
change  pas  la  valeur  de  l'expression  donnée,  et  qu'il  reste 

1  1 

  ou  -T. 


Il  en  serait  de  mâme  pour  toute  autre  expresuon  contenant 
d'autres  lettres  ou  des  nombres.  [Voir  n°  89.) 

68.  Nous  avons  tu  (n-  65)  que  dans  le  cas  où  l'eiposant  d'une 
lettre  était  le  même  dans  le  dividende  et  le  diviseur,  il  fallait  re- 
garder le  résultat  de  la  division  de  ces  deux  fadeurs  comme  égal  à 
l'unilé.  Ce  que  nous  avons  dit  pour  c*  s'applique  à  toute  autre 
quantité  affectée  de  l'exposant  xiro,  et  alors  on  peut  introduire 
dam  un  produit  dm  facleuri  qui  n'y  entraient  pas  en  leur  donnant 
ott  ^duntiéro.  , 
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Aind  ia*dm*=la*b'âifim',  car  cette  dernière  expnsdon  k> 
Tientfc  4fl*Xl.rfxl.m'.  (KoimMOT.) 

Parcemojen  od  peut  exprimer  quelques  règles  ptussimplement. 

Ainsi  Ift  règle  de  la  multiplication  (n°  40)  se  râdiitra  è  dire 
qu'après  avoir  mulHptié  les  coi-fflcicnls  en  se  conformant  i  la  rigla 
det  signes,  on  doit  écrire  à  la  s/iile  <ni  /irodiii!  Imiles  les  lettres  qui 
entrent  dam  les  monômes  dtinm's  en  ii//'eciim!  chaque  lettre  d'un  ex- 
posant égal  à  la  somme  des  exposants  qu'elle  a  dmis  les  deux  facteurs. 

D'aprèscetterèglcontrouveque  ^a'bc'x — 3<!fii*=— Cu'ècV. 

On  suppose  que  le  facteur  qui  ne  contient  pas  la  lettre  qui  est 
dans  l'autre  renferme  néanmoins  celte  lettre  avec  l'exposant  zéro. 

RÈGLE  POUR  LA  DIVISIOS  DES  MONOMES. 

Pour  diviser  un  monôme  par  tm  monôme  :  Après  avoii'  observé 
la  règle  des  signes  et  divisé  les  ooeflicienis,  il  fuut  écrire  à  la  suite 
de  ce  quotient  toutes  les  lettres  du  dividende  en  donnant  à  chaque 
lettre  un  exposaDt  égal  h  la  différence  qui  résulte  de  ta  soustraetion 
de  l'exposant  qu'elle  a  dans  le  diviseur  sur  celui  qu'elle  a  dans  la 
dividende.   (  Voir  n°  103.) 

Cette  règle  est  plus  simple  que  celle  da  n'  66;  on  trouve 

-36VrfA  -86Wft 

On  peut  supprimer  dans  le  quotient  le  facteur  d"  qui  (n'  65) 
équivaut  à  1.  Nous  avons  introduit  dans  la  seconde  expression  le 
facteur  h'  uniquement  pour  faire  bien  comprendre  !a  rfrele,  mais 
dans  la  pratique  on  suppose  toujours  que  la  lettre  que  l'on  consi- 
dère est  contenue  dans  l'autre  facteur  avec  l'exposant  zéro^  si  elle 
pe  s'y  trouve  pas  réellement. 

Nous  pouvons  hlra  la  preuve  et  vérifier  notre  quotient,  car 
i^d'k  ou  «tnplement  56c*A  multiplié  par  —  bfd  reproduit 
— MVrfA, 

Soitencorâ  i9abV  &  diviser  par  —l^t. 


CHAI^ITttE  H, 


7» 


DIVISION  DES  POLYNOMES. 

68.  Dans  la  4iviMon  algébrique,  on  entend  par  quotient  entier 
le  résultat  de  la  dtvitioa  de  deux  quantité!  entiim  exmtemat  di- 
visibles l'une  par  l'autre. 

El  alors  dans  la  division  des  polynimes  on  a  pour  lut,  étant  don- 
nés deux  polynômes  entiers  par  rapport  au\  lettres  et  aux  nombres 
qui  peuvent  y  entrer,  de  trouver  un  troisième  }jolynùme  de  m'inc  es- 
pèce gui,  multiplié  ftar  le  second,  reproduisele  pienner.  [  Vuir  ii*  73.) 

Nqus  insistons  sur  cette  déllnilion  parce  quo  plus  taiU,  lors  de  la 
tbéorie  des  équations,  on  aura  h  considérer  des  guantilés  entières 
tdg&riquement  et  même  rationntllet  algébriquement  qui  néanmoins 
emtiendrontdosdénoDÙnatflurs  et  des  radicaux,  oesdénomînaleurs 
ou  radicaux  ne  frappant  que  le  coefficient. 

Toutes  lee  fois  que  nous  apercevrons  quelque  obsteele  à  ce  qua 
le  quotient  jie  soit  pas  entier,  soit  à  cause  des  cosfïicients  qui  ne 
seraient  pas  divisibles  exactement  l'un  par  l'autre,  soit  par  une 
lettre  du  diviseur  qui  ne  se  trouverait  pas  dans  le  dividende,  soit 
(ce  qui  revient  au  même)  par  une  Icllre  du  diviseur  qui  aurait  un 
eiposBot  plus  grand  que  la  même  lettre  dans  le  dividende,  il  sera 
inutile  de  tenter  la  division,  on  pourra  seulement  employer  ou 
essayer  la  simplification  qui  est  une  espèce  de  divi»on> 

DIVISION  mS  POLTNDHI  PAH  tIN  HOITOICE. 

70.  ffi  le  ATidende  est  complexe  et  que  le  diviseur  aojtiqqotn- 
{Deie,  on  nDiBrqaeiïi  d'abord  que  le  quotient  sera  un  polynôme] 
car  le  diviseur  étant  un  moniïme,  le  produit  d'un  quotient  mo- 
nôme par  ce  diviseur  ne  donnerait  qu'un  monôme  (n*  47)  et  nQ 
ponrrait  alors  reproduire  le  dividende.  Ensuite  on  observera  que 
la  tnuUtplication  d'un  polynôme  par  us  monôme  exitteant  qott 
tous  les  termes  du  polynôme  soient  multipliés  par  ce  monôme,  on 
doit  en  conclure  que  par  réciproque,  pour  diviser  un  polynôme  par 
un  monôme,  il  faut  diviser  séparément  chaque  terme  par  le  mo- 
nôme diviseur,  en  se  conformant  à  la  règle  de  la  division  pour  toa 
monômes. 

Qéol  poBé^  It  HM  hritede  reconnaître  ai  laditMM  fmuMVW- 
feetoer,  eu,  «u»  beitucoup  d'attonUon,  on  A  te  AnHW  «al 
bdenc  de  tw*  les  termes  du  dividende;  dans  la  «u  «ootiw»,  l« 


70 


ÏLtiHBinS  U' ALGÈBRE. 


division  ne  poom  m  faire  exactement  ou  simplement  se  faire 
(B'  69). 

Soit  — Gac'x*  à  diviser  par  Scjt". 

NouB  indiquerons  d'abord  l'opéralion  en  posant 

pt  noDB  voyons  qne  le  divÏBeur  entre  exactement  dans  tons  les 
termes  du  dividende;  car  4  et  6  sont  divisibles  par  i,  et  cz* 
divise  exactement  o^V  et  cV,  puisque 

ib'cd'x* = ib'iPx*  X  SciT*   et  que   Gad'x*  =  3acx  x  2«', 
Le  dividende  et  le  diviseur  onl  donc  un  facteur  commun  icx' 
que  l'on  pourra  supprimer  [n*  67),  de  sorte  qu'au  moyen  de  la  règle 
pour  amplifier  nous  obtenons  un  quotient  entier,  car  on  a 
AS'crf'ar*— (tecW  Wd'x*- 


Quand  on  ne  voit  pas  a  un  poljmAme  a  tous  sestermes  dind- 
blea  par  le  diviseur  monôme,  on  procède  à  la  division  de  cbaque 
tenne  par  le  diviseurj  suivant  la  règle  ordinaire  pour  la  division 
{n<>66ou  68). 

DIVISION  ENTRE  FOLTHOKES. 

71 .  Si  le  dividende  et  le  diviseur  sont  complexes,  on  pourra  ne 
plus  voir  aussi  bien  tà  la  divirion  est  possible  ;  mais  il  n'y  a  pas  de 
règles  générales,  et  it  fout  alors  recourir  h  l'opération  qui  compose 
la  division  algébrique. 

En  se  reporUnt  à  ce  qui  a  été  dit  sur  la  multiplication  des  poly- 
nômes, on  verra  que  le  dividende  peut  être  considéré  comme  la 
réunion  dus  prodiiils  de  tous  les  termes  du  diviseur  multipliés 
par  chacun  des  ternies  du  quotieol.  En  outre,  ces  produits  sont  en 
grande  partie  transformés  à  cause  de  la  riiduction  des  ternies  sem- 
tdables  qui  ont  pu  se  rencontrer,  de  sorte  qu'il  est  impossible  de 
tes  distinguer  sur^le-cbamp. 

Pour  arriver  néanmoins  à  ropératloa  demandée,  il  nous 
Eant  alors  trouyer  qudque  relation  entre  les  tomes  du  dividende 
et  ceux  du  diviseur. 


CBAPITBB  II.  77 
Pour  fiser  les  idées,  sapposoDs  qu'il  s'agisse  de  Priser 
—  32o6'— 32**  +  14(i'6'+15a'— 31a'6    par   Sai— 86'— 80'. 

Notre  but  est  de  trouver  un  (roisiènie  polynôme  entier  qui,  mul- 
tiplié par  le  diviseup;  reproduisu  le  dividende. 

On  dispose  habituellemeDt,  pour  la  commodilé  des  calculs  et 
des  raisonnements,  le  dividende  et  le  diviseur  ainsi  qu'il  suit  : 

— 32oÈ'— 326'  +  t4n'È'-|-15a*— 3ia'i  1  2ai— 8i'— 5o' 


Maintenant  voici  le  raisonnement  que  l'on  peut  faire  : 

Puisque  le  dividende,  avons-nous  dit,  est  le  produitdu  diviseur 
par  le  quotient  cherciié,  il  est  l'assemblage  des  produits  partiels 
des  termes  du  diviseur  par  ceux  de  ce  quotient;  donc  en  divisant 
un  des  termes  du  dividende  par  un  de  ceux  du  diviseur  qui  peu- 
lent  Le  diviser,  on  aura  un  des  termes  du  quotient;  pids  si  ¥oa 
mulliplie  le  diviseur  par  ce  terme  et  que  l'on  goustraïe  le  produit  du 
dividende,  on  aura  un  rate  sur  lequel  on  opérera  de  même  en  di- 
visant nn  de  ses  termes  par  un  de  ceux  du  diviseur,  et  aiusi  de 
suite  s'il  y  a  un  reste  et  qu'il  contienne  un  terme  divisible  par  un 
de  ceux  du  diviseur. 

Ce  raisonnement  bon,  lorsque  parmi  les  tenues  du  dividende  il 
n'y  en  a  aucun  provenant  de  réduction»  cesse  d'être  convenable 
lorsqu'il  y  en  a  i  car  si  l'on  opère  d'après  ces  idées,  on  pourra  cer- 
tainement, dans  le  cas  où  la  division  sera  passible,  arriverà  trou- 
ver le  quotient,  mais  on  sera  exposé  :  i*  à  faire  plus  d'opérations 
qi^il  n'est  besoin  ;  S°  à  prolonger  indéfiniment  l'opération  par  In- 
troduction au  quotient  de  nouveaux  termes  qui  se  détruiront,  il  est 
vrai,  mais  qui  produiront  toujours  de  nouveaux  termes  dans  le 
dividende.    (  Voir  n'  98  et  n°  1 19.) 

Pour  obvier  à  cet  inconvénient,  on  a  fait  un  autre  raisonnement 
basé  sur  la  remarque  du  n°  55,  savoir  qu'il  y  a  toujours  dans  ua 
produit  deux  termes  qui  ne  proviennent  point  de  réduction  et  qui 
sont  alors  ici    13a'    et  —  32i', 

En  effet,  i  Sa*  contient  la  lettre  a  avec  le  plus  haut  expo- 
sant 4  de  la  même  lettre,  et  n'a  pu  provenir  que  do  ta  nmllipli» 
otîofldulnnne  —  tli^  (du  dïvîseDr)  oontMuntli  Mfre  a  née 
le  plus  haut  ezposaid,  multiplié  par  le  lemi^  du  quotient  ayant 
■unie  plnsb^ut  exposant  de  la  lettre  s. 
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De  même  le  terme  —  336^  qui  peut  Être  considéré  comme 
GOnlenant  la  mflme  lettre  a  avec  le  plus  prtit  exposant,  c'est-à- 
dire  avpc  l'exposant  zéro  ('),  provient  sans  réduction  de  la  multi- 
plication du  terme  — 8A'  du  diviseur,  qui  contient  aussi  cette 
lettre  avec  l'exposant  le  plus  petit,  par  un  teTnie  du  quotient  con- 
tenant la  lettre  a  rvcc  le  plus  peUt  axpOBMt,  o'ect'i'fUre  ■rec 
zéro  pour  exposant  dans  te  cas  présent,  puisque  IB  lettre  a  ne 
figure  poial  dans  le  terme   —  8â*; 

Et  alors  si  nous  divisons  un  de  ces  termes  par  son  liomolc^e 
du  diviseur,  on  'obUendra  cerltûnement  un  des  termes  du  quo- 
tient. 

On  suivra  ponr  cette  division  partielle  la  règle  pour  lesmonAmes. 

Divisons  donc  15a'  par  — 5n's  il  vient  —3a'  pour  pre- 
mier terme  du  quotient;  multiplions  tout  le  diviseur  par 
ce  terme  en  écrivant,  avec  des  signes  contraires,  le  produit 
— 0(i'i-)-21a'A'-}-  too'  sous  le  dividende  afin  d'en  faire  la  sous- 
traction (n'31),  c'est-à-dire  que  nous  écrirons  ôa'i — 2ia'6' — IBa* 
sous  le  dividende,  et  nous  procéderons  h  la  réduction  qui  sera 
{dus  facile,  si  nous  avons  en  soin  d'écrire  les  lermes  semblabtet  aa~ 
desma  de  leurs  pnreih;  on  olitiendra  ainsi 

~  aSafi"  —  32i'  —  t  Oii'i'  —  '25a=ip. 

Nous  regarderons  ce  résultat  o  un  nouvtau 

dividende  qui  ne  contient  plus  que  le  produit  du  diviseur  par  les 
autres  termes  inconnus  du  quotient,  et  raisonnant  ite  même,  nous 
prendrons  le  terme  en  i  affecté  du  plus  haut  exposant,  ce  sera 
—  isa'b  que  nous  diviserons  par  — m-,  qui  est  toujours  le  terme 
affecté  du  plus  haut  exposant  de  la  môme  lettre  a  dans  le  dhH- 
seiir;  nous  obtiendrons  -}-SiiA  pour  second  terme  du  quo^ént; 
noDS  multiplierons  tout  le  diviseur  par  ce  \etmt  en  écrivant  le 
produit  avec  des  rignes  contraires  sous  la  quantité  ou  rate  précé- 
dent (qui  nous  a  servi  de  dividende],  afin  d'en  bire  la  soustraction. 
La  réduction  &mëne  %ab*  —  326*  — 20a*b'. 

Opérant  par  les  mêmes  motib  sur  ce  résultat  comme  sUf  le  pré- 
cédent, nous  diviserons  le  terme  — *90a*A*  par  le  même  terme 


n  Nous  verrons  du  «ipounu  plui  petits  que  féru,  tni»  alm  la  qUUitilé 
ne  soa  plni  «ntlèn  camiiie  en  le  nn**' 
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— Ba'  du  diviseur,  œ  qui  donnera  le  troisième  terme  +4^', 
par  lequel  nous  multiplierons  tout  le  diviseur  en  écrivant  sous  le 
dividende  parliel  8ai'  — 324'  —  20a'6'  tous  les  termes  du  pro- 
duit obtenu,  et  cela  avec  signes  contraires  et  en  plaçant,  pour 
plus  de  commodité,  les  termes  semblaUeB  bous  les  «etablibles. 
Cela  conduit  à  poser  ~8od'+  aU*  +  KeV. 

La  réduction  dmne  zéro,  ce  ^  indigue  gue  la  dwifûm  apuu 
faire  exactement  ;  le  quotiont  est  doue 

—  3o»+5a6  +  «* 

que  l'on  peut  vérifier  en  multipliant  par  lUi  tout  le  diiîsenr,  et  l'on 
retrouvera  le  dividende. 
Voici  le  tableau  des  opérations  : 


 — gfa'i*^lBo'+  6a'6 

-38aï^— 3àbt— 4(te»6»  — a6o»6 
+  Wtty        —lOa'S'  +25tt'* 

806»— sab»— 20a'6»  iiZZ- 
0 


I  3a6— 86'— 5o' 
I  — 3a'+Ba6+«' 

......  EMdnH  iTM  ilgRH  NtafinIfM  du  iiWwnr  pu  Bd. 

1>rfnHitd«liiid<iiiU<>ai»S*dMdaBlt. 
„  SNdBi|dniliTi>gilrïtr4l>(l  llgwaeMitnln*. 


La  seconde  ligne,  celle  qui  est  sous  le  dividende,  est  le  produit 
avec  signes  contraires  réBulfant  de  —  3a'  X  [2aô  —  86'  —  Ba')  ; 
on  voit  que  nous  avons  eu  soin  de  placer  les  ternies  semblables 
lei  uns  lotiB  les  autre*.  Lorsque  la  réduotion  de  deui  termes  UK' 
Biit  zéro,  nous  nons  Homates  abstom  de  la  mettre. 

Bc»ui.  On  fera  attention  qu'au  lieu  de  prendre  le  terme  ISa* 
pour  te  diviser  par  — Sq',  nous  aurions  pu  considérer  au  con- 
traire le  terme  —  ZW  affecté  du  plus  petit  exposent  de  la  lettre  a, 
en  prenant  alors  pour  diviseur  le  terme  —ib*  affecté  aiiBsi  du  plus 
petit  exposant  de  a;  ce      îsM  deux  manière»  pour  dioiêer. 

On  wmarqtirra  encore  que  dans  cbaqiie  division  pdrlielle,  c'est- 
à-dire  nécessiléc  pour  avoir  une  partie  des  termes  ou  un  des 
lermesj  on  n  été  conduit  &  chercher  dans  chaque  dividende  le 
terme  a&cté  du  plus  liaut  espoaast  de  le  latlra  a  dmtie  et  k  le 
diviser  |»r  lelMmedadiTiseiirDantenaitdUm^  letlntlfeBUe 
du  plus  hâtif  npBSMt}  or  on  éviterait  cette  ndmH  *>  d'dMrd 
on  ordonnùt  le  dividende  at  le  divlaenr  par  Rapport  i  oatls  lat- 
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Ire  a;  de  celte  maniiirc,  les  termes  écrits  les  premiers  dans  le 
dividende  etiediviseur  seraieiil  ceux  que  l'on  devrai l  prendre  pour 
opérer. 

Voici  commeat  on  aurait  dù  disposer  les  deux  polynômes  pour 
le  cas  le  plus  en  usage,  oîi  ils  seraient  ordoQoés  par  rapport  aux 
puissances  décroissantes  de  a: 

iSa'— 31a>6  +  li(t'6'-3aa6'  — 326*  1  ^Ba'  +  2at  — 86' 

—  16a'+  6o'6— 2io»6'  — 3o'+5a6+46' 

—  SBa'6— lOiM*— 3!ab*— 3Sb*  puia  Nttsm  rditttads. 

4.85a"&— lOa'fi'+tOafi' 

aog*6*—  Bay-f-aa'ô* 

0  tnitODUTetic. 

n  va  sans  dire  que  l'on  peut  choisir  telle  lettre  que  l'on  veut, 
par  conséquent  on  aurait  pu  prendra  la  lettn  b,  et  ordonner  pat 
rapport  à  cette  lettre,  ce  qui  aurait  conduit  à  diviser  d'abord 

—  32i'  par  —84'. 

RioLB  pooR  u  ransioii  m  polthAmes. 

72.  Après  ce  que  nous  avons  vu,  on  peut  ainsi  énoncer  la 
règle  de  division  : 

Ordonuez  le  dividende  et  le  diviseur  par  rapport  aux  puissances 
croissantes  ou  décroissantes  d'une  lettre  commune  aux  deux  poly- 
nômes. Divisez  le  premier  terme  à  gaucbe  du  dividende  par  la 
premier  terme  à  gauche  dans  le  diviseur  en  suivant  la  règle  pour 
les  monômes,  cela  donnera  le  premier  terme  du  quotient;  multi- 
pliez tous  les  termes  du  diviseur  par  ce  premier  terme  et  portez  le 
produit  sous  le  dividende  en  changeant  tous  les  signes  des  termes  de 
ce  produit,  parce  qu'alors  la  soustraction  i\ite  l'on  doit  en  faire  sut 
le  dividende  sera  indiquée  de  suite  et  il  n'y  aura  plus  qu'à  faire  la 
réduction  s'il  y  a  lieu,  sinon  il  sullira  d'Écrire  ces  lermes  à  la  suite 
de  ceux  du  dividende,  le  loul  sur  une  aulre  ligne. 

Dans  tous  tes  cas  on  obtient  un  rate  et  l'on  aura  soin  qu'il  soît 
ordonné  de  la  même  manière  que  les  polynbnes  donnés.  Ce  reste 
est  conféré  comme  un  dividende  nouveaa  dont  on  divisera  le 
premier  terme  toujours  par  le  premier  tome  du  diviseur,  ce  qui 
donnera  la  second  terme  du  quotient. 


.  CBAnTHB  n.  81 

HnItiplîeE  tout  Ib  diviseur  par  ce  second  terme,  et  relranchct 
le  proddit  obtenu  du  premier  reste  ou  second  dividende,  cela 
amènera  un  second  reste  dont  vous  diviserez  le  premier  terme 
(après  avoir  ordonné)  par  le  premier  du  diviseur,  ce  qui  donnera 
le  troisième  terme  du  quotient;  et  ainsi  conlinupz  jusqu'à  ce  que 
vous  obteniez  zéro  pour  reste,  si  la  division  peut  se  faire  exacte- 
ment.   (  Voir  r  98.) 

La  division  ne  peut  présenter  maintenant  de  diflicullé  dans  son 
exécution,  car  on  doit  se  rendre  nn  compte  exact  des  diverses 
opérations  partielles  que  l'on  est  conduit  k  faire;  ainsi  l'on  com- 
prend très-bien  que  le  dividende  étant  envisagé  comme  un  produit, 
nous  devons  trouver  facilement  un  da  ses  termes,  sà,  après  avoir 
ordonné,  nous  divisons  son  premier  terme  par  le  premier  du  di- 
viseur ordonné  de  la  même  manière. 

On  conçoit  également  l'utilité  de  multiplier  tout  le  diviseur  par 
le  premier  terme  du  quotient  pour  soustraire  le  produit  du  divi- 
dende, car  ce  dividende  étant  le  produit  de  tovi  le  diviseur  par 
tous  les  termes  du  quotient,  il  est  clair  qu'en  multipliant  le  divi- 
seur par  on  des  ternies  seiilenient  du  quotient  et  soustrayant  du 
dÏTÎdeflde  ou  produit  taIcA  ce  produit  partiel,  il  restera  le  produit 
de  tout  le  diviseur  par  les  termes  du  quotient  autres  que  celui  que 
l'on  vient  de  considérer,  et  l'on  sera  conduit  à  opérer  de  nouveau 
sur  ce  reste  ou  dividende  partiel,  comme  nous  l'avons  fait  d'abord 
sur  le  dividende  total. 

ffim  autre  côté,  le  dividende  considéré  comme  un  produit  peut 
contenir  des  termes  que  la  réduclion  dissimule  et  dont  on  a  be- 
soin pour  obtenir  les  termes  du  quoticnti  or  la  multiplication  du 
diviseur  successivement  par  chaque  terme  trouvé  au  quotient  a 
pour  effet  de  faire  reparaître  les  termes  semblables  qui  avaient  été 
réduits.  On  peut  vériDer  cette  observation  en  jetant  les  yeux  sur 
la  division  précédente. 

75.  RnuHQDS  I.  La  définition  de  poIynAme  entier  par  rapport 
aux  lettres  et  aux  nombres  (n*  69)  exige  que  ce  polynôme  ne  con- 
tienne que  des  coeffidents  entiers  et'  des  exposants  entiers  et  po- 
sitifs (n*  17};  car  un  exposant  négatif  indique  un  dénominateur, 
et  l'exposant  fractionnaire  représente  généralement  une  quantité 
irralionnellej  quand  il  est  appliqué  à  une  Iclire  dont  on  ne  connaît 
pas  la  valeur  numérique.  (Fo(rn"103et  iOB.)  On  remarquera 
ÂiK^  la  division  algébrique  n'esf  amidériecommtxaeU^aa- 
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tant  que  celte  division  peut  s'effectuer  enire  des  nwnâmes  ou  poly- 
nômes entiers,  lundis  que  dans  la  DiuUiplication  algébrique  on  m 
fait  pas  de  distinclion  entre  les  polynômes  entiers  ou  non,  quant  au 
résultat  ou  produit. 

Hbhahqhb  I[.  Pour  effectuer  la  division  nous  avons  supposé  que 
te  dividende  était  un  produit  du  diviseur  par  un  mitre  polynôme 
entier;  mais  souvent  il  n'en  est  pas  ainsi,  et  alors  on  ne  peut  avoir 
un  qnotîeat  entier.  Q  n'est  pas  toujours  possible  à  lu  simple  vue 
de  SBTOÎF  quel  sera  le  résultat,  et  lorsque  l'on  a  pour  but  prin- 
cipal d'obtenir  une  division  exacte,  ou  du  moins  de  savoir  si  l'on 
potUT*  en  avoir  une  exacte ,  il  est  pénible  d'Être  obligé  d'essayer 
inutilement  la  dirision;  mais  à  défaut  de  règles  pour  rœoBnattre 
h  possilrilité  de  la  dîviuon,  on  a  quelques  moyens  de  tamr  si 
la  division  ne  pourra  pas  se  faire,  ce  qui  revient  à  peu  près  au 
même. 

Ainn,  lorsque  le  dividcn<îe  est  ordonné  avec  le  diviseur,  si  le 
imimer  terme  n'est  pas  divisible  par  le  premier  du  diviseur,  c'est 
im  signe  que  la  division  ne  peut  âtre  effectuée.  I)  en  est  de  même 
lorsque  l'on  parvient  à  un  reste  orduiné  dont  le  premier  terme 
a'flst pas  divisible  par  le  pranier  terme  du  ifivîseur.  {Voir  i" 8^ 
et  108.) 

7i.  BsiunQUE  QI.  Dans  la  division  comme  dans  la  multiplîca- 
tion  on  peut  opérer  à  droite  ou  h  gauche  dans  ciiaque  polyndme; 
ainsi  il  est  clair  que  dans  l'hypothèse  oii  les  polynômes  seraient 
ordonnés  en  décroissant,  si  l'on  prenait  le  premier  terme  à  droite 
du  dividende  pour  le  diviser  par  le  premier  terme  à  droite  du  di- 
viseur, cela  reviendrait  au  même  que  si  l'on  opérait  comme  nous 
l'avons  fût  dans  l'application  ordonnée  du  n<<  71 ,  et  que  les  poly- 
D6mes  eussent  été  ordonnés  en  croissant. 

75,  lUiuitQiiB  IV,  Lorsque  les  polynômes  sont  ordonnés  par 
rapport  aux  puissances  décroissantes  d'une  lettre,  on  parvient  à 
un  reste  nul,  si  la  division  peut  se  faire  exaclenicul  ou  à  uu  reste 
ordonné  donl  le  premier  terme  n'est  pas  divisible  p;tr  le  premier 
terme  du  diviseur,  ce  qui  indique  alors  que  le  quotient  ne  p*"^ 
s'obtenir  en  termes  cnlicrs.    (Voir  n"  108.) 

Hais  à  les  polynômes  élaient  ordonnés  par  rapfioti  ans 
puiuances  crois.'anies,  il  pourrait  se  faire  qœ  les  divisious  par- 
tielles  fussent  effectnées  exaclcoieiit,'  sans  pour  cela  pouvoir  ob- 
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tenir  uD  reste  taà,  a'ed-iC'dIta  que  le  (purtiMt  u  praiBngenlt  bt- 

déSolmeiit. 

Le  moyen  de  reconnaître  que  cette  opération  ne  se  terniinOTa 
piG,  est  de  considérer  que  si  l'on  parvenait  à  un  reste  nul,  le  der- 
nier ternie  du  dividende  serait  Le  produit  du  dernier  (eraae  du  divi- 
ieat  pv  le  dimier  du  iiuotisot  [or  SS,  seolie  11)^  ce  qui  wige  que 
J'azpoaMit  de  Ufldtie  priiidpate  d«u  la  dernier  terme  du  quotient 
toit  égal  k  la  dîff^vnce  des  expouala  de  cette  même  lettre  dam 
le  deralor  tenue  du  dividende  et  le  dernier  terme  du  divisear;  si 
donc  on  estTxiiiihiit  à  mettre  au  quotient  un  terme  oii  celte  lettM 
soit  affectée  d'un  exposant  plus  grand  que  cette  différence,  il  ea 
réwlla'qiu  U  dîiisioa  eai  impossible.    (  Voir  n*"TO  et  06.  ) 


TS^.L^npotBibilité  de  la  division  se  manifeste,  pour  le  eaa  ok 
l'pn  a  irdomé  en  décroùtant,  sans  être  obligé  d'attendre  que  l'on 
mi  conduit  à  un  reste  ordimné  dont  le  {nemiei  terme  ne  soit  pas 
divis3)le  par  le  premier  terme  du  dî?îseur.  On  s'en  aperoevrà  d 
Koa  eA  araeoé  à  mettre  au  quotient  un  t«rme  dmit  l'exposant  de 
la  lettre  pcincipale  uit  moindre  que  la  différence  entre  l'exposant 
de  la  même  lettre  dans  le  demitr  terme  du  dividende  et  dans  le 
dernier  terme,  du  diviseur.  Cela  est  basé  sur  ce  que  le  terme  du 
dividende  dam  lequel  une  lettre  a  lo  plus  petit  exposant  de  la 
IcUre  d'ordre  (cet  exposant  peut  ëlfe  zéro]  a  db  provenir  sans  ré- 
duction de  la  multiplication  des  deux  termes  du  diviseur  et  du 
quotient  dans  lesquels  cette  lettre  se  trouvait  avec  le  plus  petit  ex- 
posant; lors  donc  que  les  polynAmes  sont  ordonnés  en  décroissant , 
tt  ditirioa  <iu  dernier  leraie  du  dividende  par  le  dernier  du  dlvt- 
«ardoftdoDuer  le  dernier  tnrme^qaotieBU  Or  d  cette  division 
amène  on  terme  oompoté  comme  noos  l'avons  dit,  il  est  clair  que 
Ib  division  principale  ne  pourra  se  &ire  exactement  et  il  sera  inutile 
de  continuer  les  opérations. 

Pour  bien  saisir  ces  raisonnements,  on  devra  avoir  sous  les  jeux 
un  modèle  de  division  tel  que  n°  71  ou  tout  autre;  cela  permettra 
d'apercevoir  d'autres  conséquences;  ainsi  chaque  soustraction  que 
l'on  effectue  (d'abord  sur  le  dividende  total,  puis  sur  les  dividendes 
partiels)  dn  produit  du  diviseur  par  le  terme  que  l'on  trouve  suc- 
ceuÏTOioeDt  no  qnotient  faisant  diqiaialtre  le  premier  terme  du 
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dividende  qui  a  fourni  ce  quotient  partiel,  il  en  réioitB  que  le 
gré  de  chaque  reate  ou  dividende  partiel  est  toujours  moiodre  aa 
moins  d'une  uuilé  '^ue  le  degré  du  dividende  précédent  et  que  l'on 
lie  pourra  faire  au  plus  qu'un  nombre-de  divisions  partielles  égal  à 
l'-.xcës  plus  un  du  degré  du  diviseur  sur  celui  du  dividende. 

Sui^Kisé  alors  que  le  dividende  soit  dil  cinquiËme  degré  et  le 
diviseur  du  deuxième,  on  pourra  faire  aa  plus  ^batre  divisicme  ; 
si  eprès  ces  dlnsions  le  reste  n'était  pas  nul,  Bon^premier  terme 
contiendrait  la  lettre  principale  avec  un  exposant  plus  petit  que 
dans  le  premier  terme  du  diviseur,  et  par  conséquent  la  division 
serait  impossible. 

(Le  premier  terme  du  diviseur  est  en  réalité  le  seul  divieéur^ue. 
l'on  emploie.) 

A  leur  inspection  seule  on  peut  encore  souvent  reemmaître  si  des 
polyniimes  sont  divisibles  l'un  par  l'autre. 

Ainsi,  lorsque  les  polynômes  contiendront  plusienreletties,  on 
pourra,  indépendamment  de  ce  qui  a  été  dit  o*  73,  avant  d'or- 
donner par  rapport  b  l'une  d'elles,  examiner  les  deux  termes  du 
dividitnde  et  du  diviseur  affectés  du  plus  haut  exposant  de  chacune 
de  CCS  lettres;  car  si,  pour  une  de  ces  lettres,  les  termes  qdi  con* 
tiennent  le  plus  haut  exposant  ne  sont  pas  diviubles  l'un  par  I'hu- 
tre,  la  division  sera  impossible. 

Parexemple  la  division  du  polynûme  15û'i— 7a'4c— 9aÔ'-f-I3i" 
par  36'  —  8a6— Ba*  laisse  supposer  par  rapport  à  a  que  cetle 
opération  pourra  s'effectuer;  mais  par  rapport  a  £  la  division  est 
imposable,  puisque  136*  n'est  pas  divisihle  par  36*;  de  même 
là'be  n'est  pas  diviùble  par  6a*,  ce  qui  est  également  un  signe 
dlmpossibilité,  car  ce  gue  nous  osons  dit  pour  les  termes  eonlenant 
le  plus  haut  exposant  s'applique  aux  termes  contenant  la  otéme 
lettre  avec  le  plus  petit  exposant.  De  plus,  on  voit  que  le  terme 
7a'6c  n'est  divisible  par  auoun  des  termes  du  diviseur  qui  sont 
censés  contenir  la  lettre  c  avec  l'exposant  zéro;  ce  qiù  dénote 
une  division  impossible. 

77.  Le  procédé  de  division  enseigné  laisse  une  telle  indépen- 
dance aux  opérations  partielles,  qu'après  avoir  soustrait  du  divi- 
dende total  le  produit  du  diviseur  par  le  premier  terme  du  quo- 
tient, on  peut,  après  celte  BooBtiacÛon  Indispensable,  (adonner  le 
reste  obtenu  par  rapport  à  une  aulce  lettre  que  œlle  qui  avait  été 
choisie  d'aboi'd,  faim  le  même  arrangement  dans  les  termes  du' 


diviseur,  puis  continuer  la  ilÎTision  eatre  les  deux  poIyDAmes  ainsi 
ordonnés,  car  os  obtiendra -égalem^t  un  terme  du  quotient.  On 
multiplierait  ensuite  le  diviseur  par  ce  terme,  paiSf  du  dividende 
partiel  dont  on  se  serait  servi  en  dernier  lieu,  on  soustrairait  le  pro- 
duit que  l'on  vient  d'obtenir,  ce  qui  donnerait  un  nouveau  reste, 
el  l'on  pourrait  l'ordonner  par  rapport  à  une  autre  lettre  ainsi  que 
le  diviseur  et  continuer  la  division.  Mais  il  est  plus  simple  de  con- 
lerrer  la  même  lefire  d'ordre.  ' 

78.  Il  est  utile  de  calciiler  promptement  et  de  s'éviter  des 
tnret  de  cbiffi^  inutiles;  c'est  poorqnoi  nous  aHons  dwnerla 
maiùëre  de  nmplifier  le  tnnil. 

Soit  h  àmaa 

—  ae+STa'+Sea— (l6(i*-s-'(Sa*  par  7a— â. 
Opérons  d'abord  d'après  l8  maiùôre  enadgaée  n*  7i. 

— E6fl*+i7o»— 48û'4-96a— 38  1     7a— g 
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Nous  avons  ordonné  les  deux  poljnAmes  par  rapport  à  la  let- 
tre a,  en  obseni'ant  que  tout  tentae  qui  ne  la  contient  pu  est 
supposé  la  renfermer  avec  l'exposant  zéro. 

Uainlenant  nous  allons  donner  le  tableau  de  la  même  opération 
oécutée  plus  simplement. 

— S6a*-)-27o'-4Sa'  +  96<i~36  1      7a  — 6 
v^j^  ,        — 63n'  +  96a— 36 


+4aa— 36 
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Cette  simplification  consiste  à  Fiinstrnire  du  dividende  chB(|lie 
produit  partiel  immédiatement  après  que  le  produit  est  obtenu, 
comme  on  la  fait  eu  arithmétique. 

Aînti,  après  avoir  divisé  — 66a*  par  la,  ce  qui  donne  —8a*, 
noaadiMOS  —8a*>zla  donne  — SOa*!  qui,  pour  Être unf' 
ttsàt,  dent  changer  de  «gne  et  revient  h  •f~  1™  détndl  le 
terme  —  S6a*  du  dividende. 

Nous  con^nuons,  suivant  la  règle,  en  multipliant  —6  par 
—  8(i';  ce  qui  donne,  en  changeant  de  signe,  le  produit  — iSa' 
qui  par  réduction  avec  le  ternifi  semblable  -1-  Ho*  amène  lo 
terme  — 2io',  â  la  suite  duquel  il  ne  reste  plus  qu'à  écrire  les 
autres  termes  du  dividende  avec  leurs  signes,  afin  d'avoir  le  pre- 
mier reste  ou  second  dividende.  Toulefois  ou  aurait  pu  se  dispea- 
ser  encore  d'écrire  les  termes"  —  4Sa'  -f  SCa    et   —  36. 

On  opère  ensuite  nir  ce  dividoide  partiel  comme  anr  le  pre- 
mleri  et  ainsi  de  suite. 

Nous  avons  dit  que  l'on  pouvait  B*abstenfr  d'écrire  à  la  suite  da 
reste  — 2ia*  les  termes  — ^Si'  +  QOa  et  — 36  qui  n'a- 
vaient pas  subi  de  réduction.  En  effet,  il  est  visible  qu'à  moins  de 
distraction  le  terme  — ïla'  suflisait  sur  la  seconde  ligne,  ù  la  con- 
dition de  considérer  les  trois  derniers  termes  du  dividende  donné 
comme  faisant  partie  du  second  dividende  partiel.  En  général,  se- 
lon les  circonstances  et  l'habitude  des  opérations,  on  abrège  l'é- 
criture. Le  numéro  suivent  va  encore  nous  servir  d'exemple. 

CAS  DE  DIVISION  «POSSIBLE. 

79.    3o».f  JOfl'fr— 2«'6'  — iôoè'-f  176»  |  —  o»— «<i6+6* 


>'  + 106' 


Après  avoir  essayé  la  division  des  deux  polynômes  an  moyen  do 
trois  divisions  putielles  qui  nous  ont  donné  les  trois  termes  du 
quotient  (par  la  règle  n*  78}  et  le  troisième  reste  —  Ob'  +  lf^> 
nous  n'avons  pas  besoin  d'aller  plus  loin,  et  même  nous  avons  M 
plus  d'opérations  qnll  n'était  nécessaire,  car  du  moment  que  non* 
avons  obtenu  le  terme  7^,  il  était  ri^Ie  que  la  division  ne  pou- 
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ratt  rtBbctnep.  En  eBet;  li'xft*  se  donne  que  W,  tandis 
que  le  dernier  terme  du  dividendeest  iW.  Or,  si  d'an  cAlé,  cela 
semblait  dire  qu'il  devait  venir  au  quotient  d'antres  tenues,  oommB 
îl  en  faut  aussi,  d'un  autre  cûlé,  ceux  qui  doivent  y  venir  ne  pea- 
veot  s'y  trouver  qu'avec  un  esposanl  de  la  lettre  principale  qù 
serait  moindre  que  la  différence  zéro  qui  existe  entre  176'a*  et 
-b'a",  ainsi  que  cela  a  étiS  dit  n-  76,  et  dénote  alors  l'impossU 
bilité  d'avoir  un  quotient  entier.  (  Voir  a*  103.) 
.  D'ailleurs  si  l'on  voulait  continuer,  le  premier  terme  —  ai*  da 
dernier  reste  n'étant  pas  divisible  par  —  a*,  l'impos^ilitô  appa- 
faUnût  encore. 

ScouE.  Tontefois  on  peut  obtenir  le  quotient  total  ou  quotiml 
complet  au  moyen  d'une  exirnssioD  fractionnaire,  car  il  suffit  d'a- 
jouter an  quotient  le  dernier  reste  obtenu  en  le  divisant  par  le  di- 
viseur au  moyen  du  signe  de  division,  et  alors  le  quotient  complet, 
mais  non  le  quotient  entier,  serait 

DEUXIÈME  CAS  DE  DIVISION  IMPOSSIBLE. 

Nous  supposerons  que  l'on  a  ordonné  par  rapport  anx  pnb- 
sanees  croissantes  et  qu'il  s'agit  de  faire  la  division  et-dessoils. 
Le  terme  \  est  considéré  comme lecoefBcientden'.  ' 

1  +3ffl  — m'  — 2nj»  [  1— m— îm» 

 I  4-™-4-2ni*   ■  '  ■ 

h  +  4m  +  8ffl»-|-«m»+  

+4ni-t-TO»  — 2m' 
—  4m-f  *n*-|-8m* 

-H  5m' +  6m' 

—  Sm'  +  Sm'+lOm* 

+  Hm'-f-IOi».* 


Nous  avons  opéré  sans  abréviation,  afin  que  fon  voie  rxàmt  la 
travail. 

Les  premiers  termes  dn  qnotient  sont  ceux  qui  s'y  ttonmot. 
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niîsoD  ne  peut  les  obtenir  tous,  parce  que,  si  loin  que  l'on  pousse 
les  calcals,  il  y  aura  toujours  un  reste  dont  le  premier  terme  sera 
diviuble  par  le  premier  du  diviseur. 
Hais  on  est  averti  qu'il  est  inutile  d'aller  plus  loin,  lorsque  l'on 

est  arrivé  au  reste  5m'  +  6m',  puisqu'il  faut  mettre  au  quotient 
un  terme  Cm'  dont  l'exposant  2  de  la  lettre  d'ordre  est  plus 
grand  que  la  différence  1  de  l'exposant  de  m  dans  le  dernier 
terme  —2m'  du  diviseur  prise  sur  l'exposant  3  de  la  rafime  lettre 
dans  le  dernier  terme  —2m'  du  dividende.   [N'  75.) 

On  pourrait,  comme  dans  tous  les  cas  semblables,  obtenir  le 
çvotietit  complet  en  joignant  au  quotient  trouvé  le  dernier  reste  et 
ledivisant  par  le  diviseur,  comme  nous  l'avons  déjàdit;  cequotioit 
serait  donc,  suivant  que  l'on  aurait  prolongé  pins  ou  moins  Idn  la 
itm'  +  lOnt* 
'  1— m— 2m" 


division,  1  +  4m + 6m'  -f-  -j 


80.  Dans  ladivision  comme  dans  la  muliiplicatioD>  on  rencontre 
des  polynAmes  dans  lesquels  la  lettre  principale  est  atTectée  du 
même  exposant;  on  peut  alors  les  disposer  d'une  maniorc  analogue 
à  celle  employée  pour  la  multiplication,  mais  cela  n'est  pas  d'o- 
bligation. Soit  donc  bz'-{-amx-^cx' — bmx—ax' — cmx^  àdi- 
TÎserpar     — m,  nous  disposerons  l'opération  comme  il  suit  : 

ex* — oc'  +  fo'— cma;*+(miT — bmx  j  a:' — m 


+  — bmx     ....  l->re 

— 6x*  +ôma: 


Comme  on  le  voit,  nous  avons  simplement  écrit,  à  la  suîia  les 
uns  des  autres,  les  termes  dans  lesquels  la  leUre  principale  avait  le 
même  exposant,  c'est-à-dire  qu'aprësavoir  ordonné  les  denz  potf- 
sOiMB  par  rapports  x,  nous  avons  placé  le»  termes  en  x'  àla 
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place  qu'aurait  d&  occuper  un  seul  terme  en  x  élevé  à  cette  puis- 
sance 3,  et  de  même  pour  les  termes  en  x;  ceci  fait,  nous  avons 
par  la  règle  ordinaire  obtenu  le  premier  termn  ex*  du  quotient, 
puis  nous  avons  soustrait  du  dividende  le  produit  [x*  —  m)  x  ex", 
ce  qui  nous  a  donne  le  premier  reste  dont  on  a  divisé  le  prpraier 
terme  — or'  par  x'\  cette  division  a  Toiirni  )c  Fécond  Iprjiie  du 
quotient;  en  multipliant  tout  le  diviseur  par  ce  terme  et  soustrayant 
du  premier  reste,  il  vient  le  second  reste  dont  on  divise  le  premier 
terme  bx*  par  x*,  de  qui  donne  le  trinsiëme  terme  du  quotient. 

La  inolti[dîcalioD  de  tout  le  diviseur  par  ce  tenne  bx  et  la  tons» 
traction  sur  le  dernier  dividende  du  produit  obtenu  amènent  zéro 
pour  reste)  d'oii  l'on  conclut  que  la  division  est  exacte.  On  peut 
d'ailleurs  faire  la  preuve  en  mnlUplîant  tout  lo  diviseur  par  le 
quotient, 

On  opère  donc  de  la  mfme  manière  que  dans  les  autres  cas, 
sculem(?nt  on  divise  plusieurs  fois  de  suite  une  mâme  puissance  de 
la  lettre  principale. 

Mus  l'usage  est  de  disposer  les  poljmdmes  sur  lesquels  on  doit 
opérer  de  telle  sorte  que  les  différents  termes  qui  contiennent  la 
lettre  priocipale  avec  un  même  exposant  ne  fassent  qu'un  mondme 
afiëdé  alors  d'un  coefficient  polynôme  qui  est  la  réunion  des  coef- 
ficîenls  littéraux  de  la  lettre  d'ordre  de  chacun.  Ces  coefficients 
eux-mêmes  doivent  être  ordonnés,  pour  faciliter  les  calculs,  par 
rapport  à  une  autre  lettre  qui  souvent  est  déterminée  par  la  com- 
position des  coefficients  de  la  lettre  d'ordre  dans  le  diviseur. 
(  Voir  pour  ordomer  n*  109.)  , 

Bcâl  donc  proposé  de  ^iser 

Ha'b  —  i 9abc -f  lOa*—  4 5a'c  +  3a6* —Wc  +  i 56c' 
par  Sa'  —  56c  -f  3ab. 

Supposons  que  l'on  ordonne  par  rapport  à  la  lettre  a  et  en  dé- 
croissant (dorénavant  quand  nous  paiîerons  d'ordonner,  sans  au- 
cune autre  explication,  on  entendra  que  i^eat  par  rapport  aux 
puissances  décroissantes  de  la  lettre  choisie]. 

Nous  avons  (n"  63}  deux  manières  d'ordonner!  par  la  première 
ou  aurait  : 

lOfl*  +  (iU  —         +  (36'  —  »9*c)a  —  54'e  +  ilStc* 
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Nous  empfarisroiiB  la  seconde  par  le  Eeul  motif  qu'il  est  plus  fa- 
dle  de  bire  teirïr  sur  une  mâme  ligne  horizontale  le  dividende  et 
la  dinseur  lottqo^  renferment  un  certain  nombre  de  ternies,  et 
non  par  la  raison  qae  donne  Bouhdok  en  alléguant  que  si  le  coeSl> 
cïect  du  premier  terme  est  ncgnlif,  on  est  alors  obligé  de  changer 
les  signes  des  termes  entre  pareutlii'ses,  ce  qui  peut  causer  de  l'er- 
reur; c'est-à-dire  que  si  l'un  awiit  |>a['  cxeiiiple  —  5ia  -f-  Zca 
il  faudrait,  d'après  cet  auteur,  mettre  a'— (:>6— 3c)a,  mais  sui- 
vant ce  que  nous  avons  dit  (n'  63]  et  fait  [d°  64),  on  évite  cet  in- 
convénient en  écnvant  a*-|-( — SA  +  ^cJo,  ce  qui  conserve  le 
^gne  des  quantités  et  permet  d'opérer  en  ne  s'occupant  que  dn 
aigne  des  termes  entra  parenthèses  et  nullement  du  signe  qui  pré- 
cède les  parenthèses  que  l'on  peut  regarder  (ce  signe)  comme  em- 
pêchant seulement  la  multipliculion  entre  les  termes  qu'il  sépare. 

Faisons  donc  usage  du  second  procédé  en  remarquant  que  nous 
disposons  les  coeflicieats  polynômes  etliltéraux  de  la  lettre  d'ordre^ 
de  manière  à  ce  qu'ils  soient  ordonnés  par  rapport  à  une  onlre 
leUre  b;  nous  aurons 

lOû'+liô  I  a'+  3*'  I  a— 5È'c+13*c'  I  5a'+3Aa— B6c 


On  divise il'abord  lO'i'  par  Sa',  ce  qui  donne  2a  an  quotient; 
la  soustraction  du  produit  de  tout  le  diviseur  par  3a  sur  le  di- 
vidende amène  le  premier  reste  duquel  font  partie  les  deux 
tatmes  —  Wc  et  -f*  ^'"^^  ^  ^  ^<^>'  aucune  modi- 

ficatioD, 

Nous  divisons  ensuite  le  coefficient  Si— ISc  du  premier  terme 
du  reste  par  le  coefficient  5  du  prcmi»  terme  du  diviseur,  ce  qui 
donne  le  quotient  b  —  3c,  c'est-à-dire  deux  termes  tout  d'un 
coup  dans  le  quotient  dicrdié,  car  nous  remarquerons  que  la  di- 
vision du  eopliicient  en  iiuualion  li  e\i(;.'-  doux  ilivi.-iuiis  patlifllcs 
qui  ne  figurent  pas  ic',  et  ensuite  nous  ferons  ntteutioii  que  ;  i/i- 
viser  deux  termes  contenant  ta  mime  letlre  avec  le  même  exposant, 
renient  à  diviter  seulement  les  eoe^àenti^  Ainsi  il  est  clair  qua 


— i5e 


—  196c 


2a +6— 3e 


0 
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l'on  a  g-j-  =  =  6  ;  si'  l'exposant  de  la  même  lettre  eit  dif- 
férent, il  suffit  alors  de  donner  à  la  lettre  la  différence  de  son 

exposant  dans  les  deux  termes,  ainsi    -=-t  =  —  a  =  ab. 

Sa*  & 

La  multipiication  de  tout  le  ditisettr  par  b  —  Sc  donnant  ua 
produit  qui,  soustrait  du  dernier  dividende,  l'annule,  noua  en 
conciuons  que  la  division  est  exacte, 

81.  Nousallonsconsidérer  maintenant  le  cas  le  plus  compliqDé 
de  ia  division,  celui  où  les  deux  polynâmes  ont  des  termes  oidon- 
nés  contenant  des  coefficients  polynAmes. 

Nous  ferons  observer  d'abord  que,  quelle  que  sût  la  composi- 
tion des  tenues  du  dividende  et  dn  diviseur,  la  marche  à  suivre 
est  toujours  la  même,  c'est-à-dire  que  dans  chaque  division  par- 
tielle nécessitée  pour  le  cas  où  le  premier  terme  du  dividende,  par 
exemple,  aurait  un  coefrK;ierit  jiolyiiijme,  le  coefficieiit  du  premier 
terme  du  dividende  sera  toujours,  si  la  division  est  possible,  le 
produit  du  coefficient  du  premior  terme  du  diviseur  par  ie  coeffi- 
cient du  premier  terme  du  quolifiit,  dans  I  hypolhÈsc  bien  entendu 
que  les  coefficients  seront  eux-mêmes  ordonnes;  d'où  il  résulte 
que  ie  premier  terme  total  du  dividende,  c'est-à-dire  le  premier 
terme  du  dividende  considéré  avec  son  coefiicient  polynôme,  sera 
le  produit  du  premier  terme  total  du  divisenr  par  le  premier 
terme  total  du  quotient. 

Voici  d'ailleurs  l'explication  que  l'on  trouve  dans  les  traités 
d'algèbre  : 

Quand  on  a  ordonné  deux  polynômes  par  rapport  à  une  même 
lettre,  on  peut  se  figurer  que  tous  les  termes  d'un  polynôme  qui 
contiennent  une  même  puissance  de  la  lettre  d'ordre  ne  forment 
qu'un  seul  terme  et  qu'alors  les  divisions  partielles  exigées  par  ces 
coefficients  polynômes,  considérés  comme  un  seul  terme  (n<>  16), 
pourront  conduire  à  des  divisions  complexes,  et  c'est  pour  cela  que 
nous  avons  dit  qu'il  fallait  ordonner  enx-mfimes  les  coeffictenta 
du  dividende  et  du  diviseur  par  rapport  à  une  de  leurs  lettres. 

L'exactitude  de  ce  procédé  est  démontree  dans  les  Leçons  d'al- 
gèbre du  yi.  LrFÉBinE  deFoi  kci. 

Le  cas  de  division  que  nous  allons  poser  ùtera  tout  embarras; 
nous  donnons  d'abord  lu  labloau  des  opérations  partielles  néces* 
^tées. 
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Dnuitma  diTidoi).-. 


-  W*c  —  eé" + UV + 36'e 
—  66'+ Q 


I  — 2S  +  C 

I      26— c 
— 4Ù'c— 36» 


—  126V 

—  66' 

—  Se" 

+  36'c 
+  266" 
-  (* 

—  8b> 

+  4ÙV 

—  Sic' 

+  8ii' 

—  86'c 

+  i6c< 

—  c» 

+166* 
— 

+  86V 
—  9W 

+  c* 

—  86V 
--  W 
+  ibV 

+  Sb'c 

— Sic  —36» 
+0  l 


Digilized  by  Google 


CBiPIIBE  11. 


93 


On  voit  qu'il  s'agit  de  diviser  en  réalité  un  polynAme  de  dix-sept 
termes  par  un  de  quatre. 

Produits  complémentaires,  abstraction  faite  de  la  lettre  x: 

1-pcodBit:  (~26+c)x(-i6'-c')=86>— i6'c+26c'-c> 

V  votant  (— iEi^c— 3fi*)X{-4&W}i=ie6^i+iaM4-lfi*c*+36*c>. 

KIPLICITIOB  DES  OPBH»nOS3. 

Le  dividende  et  !e  diviseur  sont  0['d(jnnés  par  rapport  à 
nous  commençons  par  diviser  le  premier  terme  du  dividende  par 
le  premier  du  diviseur,  et,  conformément  à  ce  que  nous  Bvons  dit 
dans  le  numéro  précédent,  cette  division  ne  condste  que  dans 
celle  des  polynAmes  qui  servent  de  coeffident  à  ces  deux  tenues  ; 
U  division  du  fadeur  x*  par  a;  donne  immédiatement,  et  la 
première  division  partielle  fonmit  le  quotient  — 2A-{-c  qui  doit 
senir  de  coefficient  au  premier  terme  du  quotient  qui  est  alors 

Selon  la  règle,  il  faut  multiplier  tout  le  diviseur  par  ce  terme  et 
soustraire  le  produit  de  tout  le  dividende;  mais  nous  remarquerons 
qu'ayant  fait  la  division  esacle  du  premier  terme  du  dividende  par 
le  premier  tenue  du  dinseur,  le  produit  de  la  mulliplication  du 
premier  trame  du  quotient  par  le  premier  du  diviseur,  étant  sous- 
Inil  do  premier  terme  du  dividende,  annulera  ce  [«emier  terme; 
par  conséquent,  il  est  suffisant  de  multiplier  le  second  terme 
(— 4i*  —  c*)  du  diviseur  par  le  premier  terme  du  quotient  et  de 
soustraire  le  produit  de  tout  le  dividende  en  considérant  que  stm 
premier  terme  est  annulé. 

Ce  produit  est  donné  par  te  résultat  ci-dessus  du  premier  pv- 
(fuif  com/i/eWnfaiVe  mulliplié  en  outre  par  x^;  il  ne  reste  dono 
qu'à  changer  ses  signes  et  à  l'ajouter  au  dividende. 

La  réduction  amène  le  prenùer  reste  composé  d'un  terme  poly- 
■fauen  fc*  etdesdeusdemierstermespoljiiAtncsdu  dividende. 

Nous  recommençons  par  diviser  le  terme  en  x'  par  le  premier 
terme  polynôme  du  diviseur,  ce  qui,  au  moyen  de  la  seconde  di- 
vision partielle  opérée  comme  ci-dessus,  nous  donne  le  second 
terme  (Ht*  —  2ic-|-«'}a;  du  quotient. 

Le  produit  du  premier  terme  du  diviseur  par  ce  second  terme  du 
quotient  annulerait  le  premier  tenne  de  notre  second  dividende; 
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il  n'est  doDC  besoin  que  de  soustraire  le  second  produit  comi^é- 
mentaire  multiplié  par  x,  ce  qui  revient  à  l'écrire  en  signes  con- 
traires sous  le  second  dividende  ou,  pour  mieux  dire,  sous  le  Iroi- 
sièrac  Icrmc  du  dividende  donné. 

La  réduction  donne  le  second  reste  composé  d'un  terme  en  x 
et  du  dernier  ternie  du  dividende  donné. 

En  divisant  le  premier  terme,  comme  l'espliqne  la  IroisiènM 
division  partielle  et  ce  que  nous  avons  déjà  dit,  on  obtient  le  troi- 
sième terme  binôme  du  quotient  et  fmalement  un  resie  zéro,  d'où 
nous  concluons  que  la  divisfiou  a  pu  se  Taire  exactement  et  que  le 
quotient  est  entier  et  complet.    [  Voir  n"  08.) 

1Î2.  Il  est  encore  utile  de  considérer  en  particulier  le  cas  où  le 
diviilende  conliendrLiit  une  ou  plusieurs  lettres  qui  n'entreraient 
pas  dans  le  diviseur;  crtte  division  pourrait  se  faire  comme  à  l'or- 
dinaire eu  ordonnant  par  rapport  à  une  lettre  commune  (n*  80)  ; 
mais  il  y  a  un  moyen  plus  simple  indiqué  pir  Bodbdoh. 

Si  l'on  luppnse,  par  exemple,  que  la  lettre  a  entre  dans  le  di- 
vidende h  diverses  puissances  sans  entrer  dans  le  diviseur  [ce  der- 
nier est  dit  indépendant  de  a),  on  peut  ordonner  par  rapport  à  celte 
lettre  ou  à  toute  autre  qui  n'entrerait  pas  dans  le  diviseur,  de  sorte 
que  l'opération  se  Irmivc  réduite  à  diviser  sé/jurémeiil  par  le  divi- 
ieur  donné  chacun  des  cocfficienls  de  la  lellre  princ  ipale  ;  car  il  sa- 
rait  inutile  de  faire  lu  prudiiit  du  diviseur  par  le  premier  terme 
du  quotient  pour  le  soustraire  de  tout  le  dividcudo,  cela  ne  pro- 
duisant jamais  de  réduction  sur  les  termes  autres  que  le  pre- 
mier qui  est  annulé,  si  nous  supposons  exacte  la  division  «otce 
les  coefficients;  il  en  serait  de  même  pour  las  4in8îiui»  «li- 
Tantes, 

Soit  donc  le  polynAme 

86c* — 66o»i^ — 6àV« -h  3dc*(i? — «e -t- 8**M  +  «c'a — 06c 

à  diviser  par  e-— 2c', 

Le  diviseur  ce  couiicnt  ni  a  ni  £;  nous  ordonnoQB  les  deux  po- 
Ijnùmcs  par  rapport  ù  a,  eu  ordonnant  aussi  les  coelGcienls  par 
rapport  à  6  et  c  dans  le  dividende  et  par  rapport  à  e  dans  le  di- 
«îseuTf  et  l'on  a 

(_  66e'  f  36c')a*—  (dbV  —  36^ — «c*  +  +  (86c'  —  »<■)«• 
i  diviser  pur  — ic'-{-e. 
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Nous  aurons  le  quotient  eu  (livisanl  simplement  et  successïva- 
menl  chaqrie  coeflicïcnt  de  la  lettre  a  par  le  diviseur;  cela  donne 
trois  quotients  partiels  SbcXa',  (3fi'— et  —Àù,  après 
qu'on  les  a  multipliés  pai' les  facteurs  a',  a  et  cT  évidemment; 
de  sorte  que  le  quotient  est 

Kou.  Pour  diviser  le  second  coefficient,  on  supprime  les  pa- 
renthèses, de  sorte  que  l'on  a  réellement  — 66'c'-f3i'c+2fte'— ^ 
itiiïiser  par    — Sc'  +  c. 

Le  principal  sTanlage  de  cette  manière  d'ordonner  est  de  faire 
apercevoir  assez  souvent  si  la  division  pourra  se  faire  ou  non  ;  car 

un  seul  des  cocllicients  n'est  pas  divisible  eiactement  par  le  di- 
viseur, il  Ë^t  Inutile  de  commencer.  . 

Cela  conduit  à  cette  proposition  générale  dont  la  démonstration 
cet  chez  BosaDOn.  - 

Pour  qu'm  polynôme  ordonné  par  rapport  à  une  lettre  loU  exac- 
temtnt  divisible  par  vn  polynâme  indépendant  de  cette  lettre,  il 
faut  qui  chacun  des  coefficients  des  diverses  puissances  de  cette  lettre 
dans  le  premier  polynôme  soit  divisible  exuctemtnt  par  le  second. 

ScoLiB,  Avec  un  peu  d'habitude  du  calcul  algébrique,  on  peut 
quelquefois  obtenir  les  quotients  particU  sans  faire  de  division,  au 
moyen  de  considérations  analogues  ù  celles  du  a'  59. 

Supposons  par  exemple  que  l'on  ait  a  diviser 

9o»ô*  — 12ai'+«'  — 46»e'  par  — 3fli  +  26'+aôc. 

On  peut  considérer  que  les  (rois  premiers  termes  sont  le  carré 
du  tnnAmo  —  ^b  +  3ti*  et  que  le  quatrième  terme  —  4^e* 
est  le  carré  de  Sic  pris  négativement  (ce  carré);  par  conséquent 
le  dividende  équivaut  (n°  58)  à  la  somme  de  ces  deux  quantités 
multipliée  par  leur  différence,  c'est-à-dire  est  égal  à 

(_  3ab  +  2i'  +  2icj  X  (—  3ob  +  2fi»— Sfe). 

Le  premier  r:iclem'  Hant  nr.  Jivi^i  ur  donné,  on  peut  doDC  en 
conclure  que  le  second  fadeur  est  le  quotient  cherché. 

Soit  encore  à  diviser  b*  —  2i  V  -f-  ôc'  par  i' — e*, 
en  mettant  en  évidence  le  facteur  commun  h  dans  la  dividende, 
U  vient  i(6»  —  S6V  +  c»). 

Sous  cette  ibnne  U  est  visible  que  le  difidende  est  le  produil  de 
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b  par  une  quantité  qui  est  le  carré  de  1^  dïRSrence  des  denx  quan- 
tités     et  c*  (n*  B7). 

d'où  2iV  +  e')  =  È(A'  — c'lx(i'— c").       (N' 38.) 

Par  conséquent,  raisonnant  comme  ci-dessus,  on  conclut  que  le 
quotieut  est  h[b' —  c')   ou   P  —  6c'.  ^ 

85.  La  division  offre  beaucoup  de  particularités;  nous  allons 
passer  en  revue  quelques  cas  remarquables. 

Nous  noterons  d'abord  la  division  de  a"  —  b"  p»i  a-~b.  • 

On  se  rappellera  la  significalion  de  a",  c'est-à  dire  d'une  quan- 
tité affectée  d'un  exposant  quelconque,  mais  que  nous  supposerons 
ici  entier  et  poulif. 

Or,  (n*  45)  a"  indique  que  a  est  factem  dans  le  produit 

aXaX.  autant  de  fois  qu'il  y  a d'onilés dans  m,  et  alors 

a"-'  signifiera  que  a  est  facteur  une  fois  de  moins  que  cT  ne 
l'exprimait,  et  l'on  comprendra  ce  que  signifie  «■"',  etc. 

Nous  savons  (n*  58)  que  a' — i'  est  divisible  par  a — b;  en  di- 
visant — par  □  —  b  on  trouverait  encore  un  quotient  entier, 
et  ainsi  de  suite  pour  d'autres  puissances,  de  telle  sorte  que  l'on 
aurait 

ÙZ^^a  +  b;  =  a' +  + 

a — 0         '    '         a— '      '  ' 
a'— fi' 

i^— ^  =:  a»  +  a»*  +  ab*  +  b\ 

Ces  divers  résultats  permettent  de  voir  une  loi  qui  règne  dans 
tous  les  quotients  :  1°  tous  les  termes  sont  posïlirs;  2°  le  nombre 
des  termes  est  égal  à  celui  indiqué  par  l'exposant  de  l'une  des 
quantités  du  diridende;  3'  le  premier  tenue  et  le  dernier  sont 
formés  respectivement  en  retranchant  une  unité  aux  exposants 
de  a  etdc  fi  dansle  dividende,  de  plus  Icsexposanlsde  a  vonten 
diminuant  d'une  unité  d'un  ternie  à  l'autre,  tandis  que  les  expo- 
sants de  b  vont  en  augmentant  d'une  unité,  de  telle  sorte  que  la 
somme  des  exposants  de  a  et  de  6  dans  chaque  terme  est  toujours 
lamëmej  4"  los  termes  intermédiaires  sont  composés  ilcs  deux 
termes  du  dividende  mis  comme  fnclcur.i  avec  It's  rvposants 
expliqués  ci-dessus,  absfraclion  fuile  dus  si^'iics  des  Icimes. 

11  serait  assez  naturel  de  conclure  par  analogie  qu'il  en  serait  de 
mémeponr  la  divirion  de  u" — fi"  par  a—b,  mais  ce  ne  serait 
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pas  une  certitude,  parce  que  quelquefois  l'analogie  cesse  nprèa 
l'Être  iDBÏotenue  quelque  temps  ;  il  faut  donc  s'en  assurer. 

Dans  moyens  sepréseDlcnt:  lo  premier  consiste  à  effectuer  cette 
dtnsion;  le  sccoud,  c'est  de  la  supposer  faite  d'après  les  résultais 
d-dessns  et  de  TériGer  la  quautité  ainsi  obtenue  en  la  multipliant 
par  le  diviseur  a — 6. 

Nons  itrendrons  la  première  méthode  en  nous  rappelant  qne 

o"-'  par  exemple  équivaut  à  —,  et  que  a""'  est  égal  à  etc., 

puisque  nous  avons  dit  que  a""'  signifiait  que  a  est  une  fois  de 

moins  facteur  dans  le  produit  a''  =  a.a,a        {a  étant  facteur 

m  fois);  or,  retiancher  un  facteur,  c'est  diviser  par  ce  facteur. 
Ceci  compris,  procédons  à  la  division, 

—  a-+  boT-'  t  ffl"-'  +  io— *  +  *'a'^'+  06--»  +  *--' 

iw*"' — à"    pnoUtirale. 

—  6a-'  -I-  é'g"-' 


-f-  i"  —  6""    demi»  nat». 

EmicATioR.  0*  divisé  par  a  donne  pour  premier  terme 
'In  quotient;  la  mnlUpltcation  du  dirîsfliu*  total  par  a*~*  donne 

■'  —  a'-'b,  car  si  a"-'  =  ^,  il  en  résulte  que  «•^'Xa=a"i 

en  soustrayant  le  produit  trouvé  sm  le  dividende,  il  reste 

ifl-i  _  6". 

Nous  divisons  alors  ba"^'  par  a,  ce  qui  donne  le  second  terme 
du  quotient,  et  en  continuant  ainsi,  on  arrive  à  un  reste  nul 
ir~  4-  et  à  un  quotient  entier. 

[Les  points  quel'on  voit  dans  le  quotient  représentent  des  termes 
composés  suivant  la  loi  relatée  plus  haut.  ] 

On  peut  voir  d'ailleurs,  soit  par  la  multiplication,  soit  par  le 
raisonnement,  qu'il  en  sera  toujours  comme  nous  venons  de  le 
dire;  car  tes  dividendes  luccessife  seront  tolijoun  formés  du 
terme  —  A"  et  d'un  terme  en  ab  dans  lequel  l'exposant  de  a 
diminne  k  diaque  opération  d'une  unité,  tandis  que  celui  de  6 
lugmente  d'une  unité;  d'un  autre  cMé,  le  diviseur  ne  contenant 
I  7 
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a  qu'à  la  première  puissance,  on  pourra  érideninieilt  oontinuw 

In  division  jusqu'il  ce  que  l'on  obtienne  un  produit  qui,  soustrait 
du  Jernier  dividenrie,  donne  un  terme  ai,  dans  lequel  l'ex- 
posanl  de  ix  soit  zéro;  mais  alors  ce  terme  sera  tf'i'"  ou  i",  et, 
d'aprÈs  notre  observalion,  le  second  terme  du  reste  sera  — b"; 
or      —  !/"•  fait  zéro,  ce  qui  indique  iine  division  exacte  (n°  98). 

On  ne  peut  d'ailleurs  supposer  que  6""'  ne  soil  le  dernier  terme 
lu  quotient,  car  d'après  la  composition  d'un  produit  ordonné 
[n*  71),  il  faut  que  le  dernier  terme  du  quotient  multiplié  par  le 
dernier  dudinsear  reproduise  le 'dernier  du  i^ndenda;  et  en  ^et 

BoniDoit  donne  une  autre  démoaslnition  qui  mérite  d'être  notée, 
a-— J-  j  a— 6 

La  division  de  ii"'  piir  »,  dit  cet  auteur,  donne  a"'';  si 
.'on  soustrait  le  produit  du  diviseur  par  le  quotient,  on  obtient  le 
reste  a^  'b — b"  que  l'on  peut  mettre  sous  la  forme  l/[a~  '' — fr"-'}. 

Si  maintenant  noiu  BUpposons  que  o"-'— i""'  soit  divisible 
par  a — 6,  il  en  sera  de  m€me  de  — 6""'),  puisque  tout 

multiple  d'une  quanlité  est  divisible  par  le  même  diviseur  qui 
divise  cette  quantité,  et  il  en  résulte  que  «"—b"  sera  aussi 
divisible  par  «  —  b;  car  le  reste  ou  second  dividende  étant 
par  liypotliÈse  divisible  par  a  —  b,  il  faut  alors  que  la  division 
principiilo  se  fasse  exactement  aussi,  puisque  le  dividende  par- 
liel  provient  de  la  division  de  a"' — 6""  par  a  —  fi.  Donc 
a"— fi"  est  divisible  par  a — fi,  quand  n""-'  — fi"-'  l'est 
ausu. 

Or,  nous  av<H18  vu  que  a'— fi*  était  divisible  par  it  —  fi; 
donc  a'^lf  est  ausd  divtuble  par  a  —  b;  par  la  mémo 
raison  a* — le  sera  aussi,  et  il  est  clair  que  do  proche  en 
proche  on  arrivera  à  a" — 6". 

On  peut  alors  poser  ce  principe  : 

Si  la  dilférence  des  puissances  semblables  d'un  certain  degré  de 
deux  quantités  est  divisible  /;nr  la  di/férenrc  fie  ces  mêmes  çum- 
tilés,  ladiffcrence  des  puissanees  d'un  degré  plus  ijrmid  d'une  unité 
tst  aussi  divitièle  par  la  différence  de  cet  gumliléi. 
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S  l'on  prend  ponrdiviBem  a+b  aulteuda  a— ladWi- 
slon  de  a" — &■>  ne  ponrra  avoir  lieu  qu'autant  que  m  sera 
on  annbra  pair. 

La  division  de  o"  +  é"  par  o — fi  ne  peut  jamais  avoir  lieu 
quel  que  soit  m. 

Mais  0"  +  *"  sera  divisible  par  a-\-b  lorst|iK;  m  soraiiri 
nombre  impair. 

Ces  divers  principes  peuvent  être  démonlrés  ù  peu  près  de  la 
mime  manîàn  que  la  division  de  a**  — par  a  —  b. 

Toid  une  démonstration  pour  un  de  ces  cas. 

Nous  disons  que  a" — 6"  n'est  pas  dividble  par  a-\-b  quand 
n  est  impair. 

Efigayons  la  division  : 

a-— 6-       I  a+b   

6*a~~* — b"   r  lob,  dmi  hqod  l'uvomU  A  «  M  iDpdi. 


a"  divisé  par  a  donne  a*"';  enfaisant  le  produit  du  diviseur 
par  ce  terme  et  soustrayant,  on  obtient  le  reste  — fia*"' — fi" 
dans  lequel  le  premier  terme  contient  a  avec  un  exposant  pair, 
puisque  m  étant  impair  par  hypothèse,  il  devient  pair  étant  dimf- 
Qué  d'une  unité  j  de  plus  ce  terme  est  négatif. 

Nous  ne  fixons  point  de  grandeur  ii  m,  mpîs  nous  la  suppoioa» 
plus  grande  que  i,  car  il  est  elair  que  a—b  n'est  pas  divisible 
par  a-i-b. 

Ifous  disons  mamtanant  que  la  division  ne  se  termiiieia  pas  et 
qu'en  ce  moment  le  reste  obleaa  n'est  pas  nul,  eondition  néces- 
saire pour  quune  division  soit  effectuée  {n*  98).  En  effet,  quand 
môme  l'exposant  de  a  serait  zéro,  on  aurait  toujours  pour  reste 
~b — l/"    qui  ne  peut  s'annuler. 

Continuons  alors  à  diviser;  le  quotient  de  — ia""'  par  a  donne 
—ba"^',  ce  qui  «mdult  au  sectmd  reste  fi'rf"  ' — 6""  qui  ne  peut 


m 
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être  nul)  car  m  étant  impair,  m— 2  ne  pcul  ùlrc  pair  cl  par 
conséqueDt  empêche  le  reste  obteuu  de  devenir  égal  à  zéro. 

En  coatiDuant  la  division  on  obtiendrait  le  troisième  reste 
—  J'û^  —  é"  qui  ne  peut  se  réduire  à  zéro,  quand  même  on 
supposerait  m  =  3,  puisqu'il  resterait  — b'  —  b'. 

On  voit  que  les  mêmes  cîrconslaDces  se  représenleront  toujours 
dans  les  rettes,  ai  loin  que  l'on  pousse  lu  division,  et  qu'alors  on 
trouvera,  soit  deux  tenues  dont  le  premier  sera  positif,  tandis  que 
l'autre  sera  négatif,  ci'  qui  iiniiirnit  donner  un  résultat  nul,  mais 
dsns  le  premier  teriui'  le  l'iicttiur  a  ne  pourrait  devenir  égal  àl'unité 
ou  disparaître;  soit  deux  termes  dont  le  premier  pourrait  cont«nir  a 
avec  l'euposant  zéro,  mais  alors  les  deux  termes  étant  négalirs  ne 
poorriuent  s'annuler,  donc  la  division  est  impossible. 

TABIUU  DBS  DIVEBS  C19. 

a"  —  6"  toujours  divisible  par  a —  b. 

a" — b"  divisible  par  a-\-b  lorsque  m  est  pair;  le  quotient  est 
le  même  que.  eelui  de  a* — 6"  par  a  —b,  sauf  les  signes 
qui  elmngeut  allernativement  b  partir  du  premier  qui  est 

a"  -f>  est  divi»ble  par  a-^-b  quand  i»  est  impair;  le  quotient 
est  o--'  —  6o— »  4-  fi«n--»  —  +  6—'. 

En  examinant  les  divers  quotients,  on  trouve  dans  leur  compo- 
sition des  lois  analoi^ues  à  cf  lli-  qiK-  nous  Eivond  e\|iuséi;, 

84.  Aux  signes  d'impossibilité  de  la  division  (n"  "3  à  76),  on 
peut  ajouter  ceux-ci  : 

1°  Un  monôme  n'est  jamais  divisible  par  un  polyntaie,  car  [r*5S] 
tout  polynôme  multiplié  par  un  monôme  donne  un  polynflme. 

2°  Un  polynAme  n'est  divisible  par  un  monême  que  dans  le  cas 
oli  ce  dernier  divise  chaque  terme  du  dividende;  tfesl  une  consé- 
quence de  la  définition  de  la  division  et  de  ses  règles;  dans  ce  cas 
la  division  s*opâre  faulement,  car  il  suffit  de  mettre  en  évidence  le 
facteur  commun;  la  quantité  entre  parenthèses  représente  alors  le 
quotient. 

3*  Un  polynAme  n'est  pas  divisible  par  un  polynôme  renfermant 
une  lettre  qui  ne  se  trouve  p<»nt  dans  le  dividende,  car  il  est  im- 
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possible  <|u'une  troisième  quitnlilé  (le  (|uotieat),  multipliée  pnr  une 
seconde  [le  diviseur]  contenant  «ne  liitUe,  puisse  donner  un  pro- 
duit (le  dividende)  indopendani  de  celte  letlre. 

PREUVE  DE  LA  MULTIPLICATION  ET  DE  LA  DIVISION. 

85.  Il  est  clair  que  pour  la  multiplication ,  il  sulfira  de  diviser  le 
produit  par  un  des  facteurs  et  l'on  devra  retrouver  l'autre. 

Pour  la  division  on  multipliern  le  quotient  par  le  diviseur,  en 
observant,  dans  le  cas  oii  la  divisfon  n'aurait  pu  se  faire  exactement, 
de  prendre  le  quotient  complet  (n°  79)  pour  facteur,  et  alors  le  pro- 
duit devra  faire  reparaître  le  dividende. 

Lorsque  la  division  n'a  pu  se  faire  enlièrement,  on  peut  dire 
encore  qoe  le  produit  du  diviseur  pnr  le  quotient  incomplet  repr6~ 
duira  te  dividende,  si  l'on  ajoute  à  ce  produit  le  dernier  retteoàtenu,' 

E«inp!e:  a'  +  2(iô  +  2i'  [  a  +  b  


Le  quotient  complet  multiplié  par  le  diviseur  reproduit  le  di\  i- 


la  règle  ii°  93. 

Or  les  deux  termes  sous  forme  de  fraction  reviennent  ù 

a  +  /> 

évidemment  (iiiw'n'91),  et  si  l'on  effectue  la  division  on  obtient  li'. 

On  voit  également  qu'il  suflirait  de  multiplier  Ii:  quotient  incom- 
plet a  •}-  è  pur  le  diviseur  et  d'iijouler  au  produit  le  reste  6*. 

SG.  Nous  savons  maintenant  à  peu  près  ordonner,  et  voici  com- 
ment on  peut  disposer  des  polynômes  pour  faL'ilili  r  les  opérations: 


ab 


:  complet. 


Go'  — 3»f<— f  c~.t 


ia'  -f-  3tt'  —  ^  oi  —  3È'  —  Hc'  +  «i  —  c—  ^  imiI. 


ËtËHenrs  d'algëbbe. 


Noos  aVOTu  antent  que  possible  ordonné  par  rapport  à  la  lettre  a, 
nuis  sans  nous  y  astreindre,  et  dous  avons  placé  aussi  autant  que 
possible  les  termes  semblables  les  uns  sous  les  antr^,  mais  pas 
toigours,  parce  que  cela  aurait  pris  trop  de  place. 

DBS  FRACTIONS  OU  EXPRESSIONS  FRACTIONKAIBSS. 

87.  On  dcdt  SB  r^résenter  les  fivctiaia  algArigm  ou  fhttliom 
litténlet  commsayantlam^e  acception  qu'en  arithmétique,  avec 
cette  différence  que  l'on  comprend  aussi  sous  ce  nom  ce  que  l'on 
devrait  appeler  une  expression  fractionnaire  algébrique,  c'est-à-dire 
qu'en  algùbrc  on  ne  s'inquiète  pas  si  le  numérateur  est  plus  grand 
ou  plus  pfiiit  que  le  dénominateur. 

Et  alors  une  fraction  algébrigue  indique  le  quotient  d'une  division 
qui,  en  général,  n'a  pu  ^effectuer,  les  quantités  considérées  pou- 
vant être  entières  ou  ^actionnaires,  podtives  ou  négatives.  {Voù- 
a'  H  9.) 

Telles  sont:  l; 

h      2(1-1-6  rw 

Comme  en  arithmétique,  le  numérateur  et  le  dénominateur  sont 
appelés  lesdeux  termes  du  la  fraction  qui,  en  résiinié,  en  es)  mi  n'en 
est  pas  une  ;  car  on  comprend  que  ne  connaissant  pas  la  valeur  nu- 
mérique des  lettres  qui  entrent  dans  les  expressions  ci-dessns,  nous 
ne  pouvons  savoir  si  le  numérateur  a  une  valeur  plus  grande  ou 
plus  peUte  que  le  dénominateur;  mais  ce  n'est  pas  sous  ce  point 
de  Tuo  que  sont  considérées  les  fractions  en  algèbre,  mais  spé- 
dalement  par  rapport  an  quotient  entier  al  giS  brique  ment  que  l'on 
peut  obtenir  ou  nu  pas  olittinir. 

Ainsi         est  une  fraclion  algébrique  qui  devient  un  entier, 

puisqu'elle  est  égale  à  ac'. 

Que  les  expressions  soipnt  des  fractions  ou  des  quantités  frac- 
tionnaires, les  n'^gips  sont  les  mûmes  qu'on  arithmétique  pour  les 
fraclions  numériques  et  ru|iOi-enl  sui'  ce  principe  fondamental  que, 
l'on  [>cut  multiplier  ou  dh  iseï  les  d'iux  leiiues  d'une  fraction  par 
une  même  quantité  sans  alléi'er  sa  valeur. 

Cependant  comme  eu  algèbre  les  deux  termes  de  cetifl  fraction 
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sont  des  quantités  quelconques  positives  ou  négatives,  nous  aHons 
doDoer  une  démonstration. 

as.  Soient  a  et  6  deux  quanlités  quelconques  dont  q  estle 
quotienl,  on  aura       5~9>  i=^?i 
puisque  le  dividende  est  tonjours  égal  au  pioduit  du  dirisenr  par 
leqiiotient(n*6B). 

Si  l'cra  multiplie  ces  deux  quantités  ^les  par  une  même  quan- 
tité, le  produit  sera  ^1  évidemment  de  parlet  d'autre;  multiplions 
par  une  quantité  quelconque  m,  nom  aurons 

am=bqm  ou  ooj=gX6nî  (n'W). 

Si  l'on  divise  ces  deux  quantités  égales  par  bm,  le  quotient  sera 

aussi  égal  de  part  et  d'autre; 

donc  on  aura  =  i/,    car  =  g  (n°  66). 

Or  ((  représente  le  quotient  de  a  divisé  par  b; 

Celte  égalité  nous  fait  voir  que  l'fm  nifr/innge  pns  la  valeur  d'une 
I  ncliim  en  mulli/iliviit  ses  deux  ti'i-in'ja  /m,-  i'hi'  rrn'ini:  qiianlili}  ou 

lesilicisant  i,nr  »nu  mime  (tumi!''ê,  car  il  est  (ividtnt  que  am 
■  .isé  pur  m  donne  ii,  que  biu  divisé  par  m  donne  b  et  qu'il 

'hl 

ScoLiE.  On  se  rappellera  que  pour  muiliplicr  une  quantité  ou 
produit,  il  suffit  et  il  ne  faut  ninUiplier  qu'un  des  facteurs  {n°  tl}, 
el  que  réciproquement,  pour  d'ivùtr  im  produit,  il  w:  faul  diuisci' 
qu'un  des  fadeurs  ou  tout  te  produit,  mais  pas  chaque  fadeur  sêpa- 
rimenl. 

Comme  application  du  princiiie  démontré,  on  trouvera  que 
^=^=~  =  ^^^-^.  Itans  cette  dernière  expression,  on  a 
multiplié  les  deux  termes  de  ^  par  a-^b. 

Réciproquement   7îi=t   en  dif isant  par  ae. 


iOi  ÉLÉMENTS  D'ALGtSSE. 

SIUPLIFIGATION  DES  FRACTIONS. 

89.  La  simplification  consiste  h  supprimer  dans  les  deux  termes 

de  la  fradion  tous  les  facteurs  communs  (n°  67). 

...    ,.  iSa'iVrf 
Ainsi  la fraclion  ■  .  se  réduit  a  — 77  par  la  suppression 

Ma'bck  ia'h  '  '^'^ 

du  facteur  commun  Ga^bc  facile  h  apercevoir,  si  l'on  réfléchit  que 
18  et  24  sont  divisibles  par  6  l't  que  Ton  peut  mettre  les  fkctems 
du  numérateur  sous  la  forme  CxS.o'.i.J'.e.rf  et  ceux  du  déno- 
minateur sous  la  forme  Gx-l  "\n'.ft,c,/;. 

La  réJuclioii  d'uni;  rnicliun  à  sa  [iliis  siiij|)li?  expression,  lorsqu'il 
s'agit  de  moni'imes,  t'xiyc  donc  la  suppression  du  plus  grand  com- 
mun diviseur  des  coefficients  numériques  el  celle  des  facteurs 
communs  lilléraux  représentés  par  chaque  lettre  commune  affec- 
tée du  plus  faible  des  exposants  qu'elle  a  dans  les  deux  termes  de 
lu  fraction 

Considérons  maintenant  la  fraction  ^tt^-^tt-; 
en  divisant  les  deux  terme»  de  la  fraction  par  Su*,  cite  se  réduit 
»n  — 3a'e' 

On  fera  altenlion  que  chaque  terme  de  la  fraclion  se  compose 
ici  de  deux  termes  algébriques,  et  alors  pour  opérer  celte  division 
par  3a',  il  faut  l'n"  "O}  divisiT  le  Ofl'  +  3o'6  par  3o*  et 

de  même  pour  ledéiiomiiiiilour;  rei|\:i  revient  (rrSl)  à  supprimer 
le  facteur  commun       dans  chaque  monîime. 

On  voit  alors  q 
n'y  a  aucun  facteur  commun  à  tout  les  termes. 

Il  est  visible  qne  la  règle  donnée  (n*  67)  pour  Amplifier  les  mo- 
nAmes  peut  s'appliquer  aux  fraisons  polynômes  lorsqu'il  se  trouve 
une  mf^mo  quantité  dans  tous  les  termes  du  dividende  et  du  divi- 
seur; m^iis  cette  règle,  pas  plus  que  le  procédé  de  réduction  ci- 
dessus,  ne  iieut  servir  lorsque  l'on  ne  voit  pas  le  facteur  commun, 
et  c'est  ce  qui  arrive  souvent  lorsque  la  fraction  contient  des  poly- 
nômes plus  compliqués;  il  faut  alors  recourir  an  procédé  du  plus 
grand  commun  diviseur  (n>  144). 
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Cependant,  avant  d'employer  ce  moyen  un  peu  long,  il  faut 
conùdérar  avec  attention  la  fraction  donnée,  car  des  facteurs  qui 
s'apparaissaient  pat  d'abord,  ne  tardent  pasfi  s'apercevoir  avec  un 
peu  d'habitude. 

..  .„  .  ar'  —  4a*  x-i-ia 
Ainsi  l'on  trouvera  qne    r  —    se  réduit  h  — '- — , 

si  l'on  fait  attention  que  x*  —  4a*  est  la  même  chose  que 
(a;  +  2a)X[a;  — 2a)  [n°S8)ctque  2*— 4a  revientà  2(a:— 2o) 
(n*  S5);  par  conséquent,  si  l'on  supprime  le  &ctenr  commun 
X —  2a  qui  existe  dans  les  deux  termes  de  la  fracUoD  (puisqu'elle 

équivaut  à  s — 2(a— -'2^ — ) '      "®  'W^ra  , 
On  trouvera  de  même  que 

8a;'  —  27i,i'  +  ijmx  +  O-ii'  ' 

En  effet  (n'  57),  le  numérateur  est  le  carré  de  %x —  2m  et  le 
déix»Diaaleur  équivaut,  par  les  règles  de  la  multipIiiuUon,  à 
(Sz'J*  — (3m)*;  par  conséquent  ii  estj  ainsiqaelenumérateur,  di- 
visthlepar  2x — 3m  (n' 83);  en  e&<ïuBnt  celte  dernière  divinon, 
aa  tronve  pour  quotient  ix*  -f*  6mx  -f-  9m*. 

La  àmpKficalion  des  fractions  comprend  ce  qne  nous  avons  ex- 
posé n*  61. 

DE  U  RâDUCTION  AU  HËHE  DÉNOMIN'ATKim. 

90.  La  réduction  m»  même  dimminaleur  se  fait  en  mvlUpliant 
tti  deux  terme»  de  chaque  fraetiott par  le  produit  dei  dénominaieun 
de  taule»  les  autrei,  ce  qni  ne  change  pas  lenr  valenr  (n>  88). 

Si  les  dénominateurs  ont  des  fadeurs  communs,  iV  ne  faut  pas 
tnanguer  de  chercher  le  .plus  simple  multiple  de  tous  ces  dénomina- 
leurs,  et  l'on  multipliera  ensuite  les  deux  termes  de  chaque  fraction 
parle  quotient  obtenu  en  divisant  ce  plut  iimple  multiple  par  le  dé- 
nominateur de  celte  fraction. 

Si  les  dénominateurs  dos  fractions  sont  des  monômes,  le  plus 
iimple  multiiAe  de  ces  dénominateurs  est  formé  du  plus  petit  mul- 
tiple des  coedicienls  numériques  multiplié  par  tous  les  fadeurs 
littéraux  différents  qui  entrent  dans  ces  mouAmes,  chaque  leltro 
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élantaBiBoléadel'ezpOMBt  qu' die  B  dans  lâ  tdnne  obcrt  exposant 
est  le  plus  élevé,  en  observant  que  si  le  coefficteat  numérique  de 
l'im  dû  dénominateurs  était  divisible  exactement  por  chacun  des 
antres  coefficients,  ce  coeûicienl  sciait  lui-niâmc  le  plus  petit  mul- 
tiple des  coeffîdeots  numériques.   (  Voir  a'      scolie  3.}  (') 


Sent  donc  à  rédohe 


En  suivant  le  procédé  ordinaire,  il  faudrait  multiplier  les  deux 
termes  de  chaque  fraction  par  le  produit  des  dénominateurs  des 
deux  autres,  ce  qui  donnerait  2l6a'iV'  pour  df^nominiitDur  com- 
mun; si  au  contraire  nous  voulons  avoir  un  déiioiuinateur  plus 
simple  et  1p  plus  simple  possible,  nous  foinii;ioij^,  suiv^iut  ce 
qui  a  lilé  dit  plus  haut,  avec  le  plus  pt^lit  nmlfipic  ilc:.  njcllirioDls  ; 
ce  sera  36,  car  aucun  antre  nombre  plus  pelit  n'est  multiple  à  la 
fois  de  3,  4  et  18. 

Noua  multiplierons  donc  36  par  tontes  les  lettres  qui  entrent 
dans  les  dénoïninaleurs,  en  afi^ctaot  chaonne  du  plus  liant  expo- 
sant qu'on  lui  trouve^  ce  qui  dwnne  SOa'i'c*  pour  le  plus  petit 
multiple»  au  lieu  de  316a'£V. 

Maintenant  pour  réduire  les  trois  Afactions  au  même  dénomi- 
nateur, d'après  la  rè^te  donnée,  nous  diviserons  3Ba*é*e*  par  )>■ 
dénominateur  de  chaque  &actioa  et  nous  multiplierons  ses  deux 
termes  par  le  quotient  [rouvé,  ce  qui,  h]a  place  des  finotloDSpr^i- 
posées,  nous  donnera 

360  W'    36âW  36a'6V'* 

Hfùa  lorsqu'il  s'agit  de  polynômes,  il  faut  presque  toujours  re- 
courir b  la  Âéorie  du  plus  grand  commun  diviseur;  un  peut  ce- 
pendant éviter  quelquefois  cette  rechorclie  en  examinant  attcnli- 


(*)  On  pounait  d'alllson  ns  pu  Itiro  de  dliUontion  cntro  les  coi^m<-i?nii 
DnmérlqanetleiaMaieieDta  llltérani,  encouldinuil  Icstactcuti  numi^nquei 
dKKmilS  et  leur  appliquant  U  notaUOD  du  eipounU.  Ainsi  dnns  l'appliuiiion 
de  ce  numin,  lei  hoteurs  dlfUirenti  sont  S  et  3  évidemment.  Or  dans  is 
ott  9X1  enbouTB  S>,  etdini  4  ontrouTa  donc  3*x2<  doit 
être  le  plui  petit  maUifle. 
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muent  les  exprestions  sur  lesquelles  on  doft  opérer  et  en  les 
décomposant  en  leuis  facteurs. 

Soient  par  exemple   j^^,   et  ^— J^-j—,. 

On  fera  attention  que  1  —  m*  peut  étteconsiJi^ré  comme  la  dif- 
férence de  deui  carrés  1  et  m',  d'oii  1  —  m'  =  (  1  -f-  wi)  (1  —  m) 
(n*58);  de  même  1  —  2tw  +  m'  est  le  carré  de  1 — m,  et 
elon  1  — S>n-{-  m*  =  {l  —  — m);  chaque  dénominateur 
a  doius  un  focteur  commun  1  —  m  qui  est  ansù  le  pins  grand 
ammun  diviseur,  comme  on  peut  le  vérifier;  on  obUendra  donc 
le  dénominateur  commun  en  multipliant  les  deux  termes  de  ta 
pemi^  fraction  par  1  —  m  et  ceux  de  la  seconde  par  i-}->n; 
en  effectuant  cette  opération  plus  simple  que  le  procédé  ordinaire, 

on  obtient  _  '^^  ^       et     j       jj^,''.     ^^^a  POUf 

fractions  équivalentes  aux  proposées, 

Àiosi  réduites,  on  voit  aisément  que  l'une  des  fractions  est  la 
différence  de  deux  quantités  dont  l'autre  fraction  est  la  somme. 

ADDITION  ET  SOUSTR&CT  ION  DES  FRACTIONS. 

01.  Si  l'on  ne  rédmsait  pas  les  fractions  au  même  dénon^- 
tenr,  fopéralion  consisterait,  comme  pour  les  quantités  entières, 
k  écrire  à  la  suite  les  unes  des  autres  ces  fractions  avec  leurs  ngnes, 
mais  si  l'on  fait  celte  opération  préliminaire,  on  obtient  une  uule 
expression  qu'il  est  passible  assez  souvent  de  simplifier. 

a      6  c 

Soit  donc  h  additionner  les  (rois  fractions    —,    —    et  — 
m      m  m 

réduites  au  même  dénominateur. 
On  aura  pour  total    ^iAif . 

Pour  le  démontrer,  il  faut  d'abord  admettre  que  pour  multiplier 
une  fraction  on  doit  opérer  cette  multiplication  sur  son  nuiin'ia- 
leur;  or  c'est  ce  qui  résulte  de  ce  que  nous  avons  dit  (n"  '.>'î  et 
cela  est  d'ailleurs  évident  et  pourrait  être  démontré  sans  avoir 
Kcours  ft  la  maltipliution. 
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Ceà  BdmiB,  iadiqDODS  l'addition  des  trois  fractions;  nous  aurons 

m  '  m  '  m 

Multiplions  chaqiiG  fraction  par  m,  cela  revient  à  multiplier 
,    ,  „  ,        am  ,  bm  ,  cm 
foute  1  expression  par  m,  et  le  rcsullat  serB       "i"  "I" 

a-\-b-\-c  en  simplifiant. 
Maintenant  (Avisons  par  m  ce  produit  a+b-\-c,  nous  aurons, 


ce  que  nous  voulons  démontrer,  car  si  d'tm  cAlé  nous  avons  mul- 
tiplié la  somme  S  par  ut,  de  l'autre  nous  l'avons  divisée  par  m, 
ce  qui  alors  n'a  pu  troubler  sa  valeur;  par  conséquent  le  dernier 
résultat  obtenu  représente  la  somme  des  Tractions  données. 

Même  démonstration  pour  la  soustraction,  et  alors:  pour  ajou- 
ter ou  soustraire  dee  fractions  entre  elles,  il  faut,  ojirès  les  avoir  ré- 
duites au  même  dénominateur,  additionner  ou  souttraa^  les  tmmé- 
rateurt  en  leur  donnant  pour  dênumimleiir  le  dénominateur  commun. 

APPLICATIONS. 


Nous  écrirons  d'alwrd    ;  -1  (-  -  >    puis  nous  réduirons  au 

b  '  n  q 

même  dénonùnateor,  ce  qui  donnera 

ang     bmq     bnp       .     anq  4-  bmq  -j-  bnp 
bnq  *^  bnq      bnq  bnq 


 àf. 


CoHOLLAins.  Od  ne  change  pas  la  valeur  d'une  Trartion  ni  cIkiii- 
geant  les  signes  da  ses  deux  termes,  car  (n*  88)  il  est  permis  Je 
multiplier  les  deux  terme»  d'une  fraction  par  une  même  quantité. 


donc 
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et  changer  les  signes  d'une  fraction  est  la  même  chose  que  de  mul- 
ti[dier  chaque  ternie  par  —  1  ; 

_i'    -i,     _j-6'  ^c  +  d~  e.—d' 
On  peut  en  donner  une  autre  démonstration  : 
Soit  ;  U  valeur  absolue  d^ine  firac6on   p   le  signe  de  ce 
quotient  q  swa  déterminé  (if  66)  par  le  signe  des  quantités;  or 

+  f  .  — o 

pour  on  aura  +  9  comme  pour  —-^  ;   de  même  on 

aura  -r~= — î  et  i2=: — q;  donc  on  peutchangerles  signes 
-f-e  — c 

des  deux  tenne8]d'une  fraction  sans  troubler  sa  valeur,  et  par  cou' 

séquent,  pour  rendre  poiitive  une  firaetiaa  négative  et  ridproque- 

ment,  îl  nfft  de  e^»ger  le  mt  lee  signa  du  Moaératew  ou  du  dénih 


BcdubI.  D  est  bien  entendu  que  si  la  fraction  contiest  des  po- 
lyatMm,  il  faut  changer  les  signes  de  tous  les  termes  qu'elle  con- 
(teal. 

U  résulte  paiement  que  l'on  aura    —  -  =      — — ^ ,  et 
réciproquement- 
La  démonstration  est  la  même  que  ci-dessus. 

Mais  si  l'on  avait,  jiar  exemple,     a  ^,    on  ne  pourrait 

penijilacer  celte  expresssion  par  a — ^,  en  se  basant  sur  ce  que 
— —  =  —  ou  —  — ;  car  le  signe  —  frapçe  toot«  l'espres- 
ïion  c'est-4-dire  que   a — 3^="— 

fl  alors  pour  changer  les  signes  de           sans  troubler  sa  valenr, 

il  faudrait  mettre   a  ou   a-\- ~    par  les  règles  de  la 

soustraction. 
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On  doit  noter  qae  dacB  l'addition  ou  la  Eoustraelion  des  &ao- 
tions  Ifi  signe  de  l'opération  porte  spécialement  sur  le  nuDiérataur, 
puisque  l'on  ajoute  ou  soustrait  seulement  les  numérateurs  après 
la  rdiluolion  su  mÔme  dénominateur;  il  en  est  de  mfime  si  on  les 
considère  avec  des  quantités  entières,  et  l'on  comprend  que  retran- 
cher de  a  la  quantité  — —  ou  —  -  revient,  d'aprts  ce  que 
nous  avons  dit  sur  la  soustraction  des  quantités  négatives,  à  ajou- 
ter la  mijme  quantité  positive  — . 

ScoLiE  II.  Il  résulte  de  l'addition  et  de  la  soustraction  des  quan- 
tités réduites  au  même  dénominateur  que 


On  trooreraU  de  m6me 


réunie  en  un  seul  terme 
tj  +  à  —  c  +  d 
m—p 

Réciproquement,  on  conclut  que  cette  expression  revient 

m—p'^  m—p 
'Alais  chacune  de  ces  fractions  est  équivalente  à 

a  b      ^     — c  . 

m  —  p     m  —  p        m~-p'm  —  p' 

donc  °  +  ^  +  ZZl±É  =  j-     ^      r  j_  ^ 

et  finalement  on  conclut  que  loule  expression  fractionnaire  algé- 
brique peut  se  décomposer  en  autant  de  fractions  qu'il  y  a  de  termes 
dont  le  numérateur. 

ScoLiE  lu,  Puisque  le  signe  de  division,  c'esl-b-dirc  le  Irail 
horizontal  que  l'on  met  entre  les  quantités  à  diviser,  permet  de 
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considérer  ces  quantités  comme  ud  seul  terme  on  montoiej  il  en 

résiillc  qu'une  autre  quantité  qui  n'est  séparée  de  celles-l&  par 
;iucun  signe,  en  est  alors  un  fadeur,  c'est-à-dire  par  exemple  que 

l'expression    ali  ~" ^        signilio  que  ah  multiplie  la  Iraclion 

qui  l'accompagne,  ou  Lien  cela  indique  que  la  fraction  multiplie 
ub;  par  conséquent  le  Irait  de  division  entre  tiens  quantités  in- 
ilique  une  multiplication  à  l'égard  d'un  autre  quantité  placée 
Loninie  iili,  ;i  droite  ou  ù  gauche  de  la  fraction,  et  se  comporte  de 
la  mûmc  manière  que  le  signe  radical  {n°  il). 

Par  conséquent  aussi  le  signe  qui  précède  cette  fraction  affecte 
tous  les  termes  de  cette  fraction,  ainsi  que  cela  a  lieu  pour  les  pa- 
renthèses (n-  36). 

2m  — 4        .          — 2m  +  4 
Par  exemple  — —    revient  a  , 

ScoLiK  IV.  L'addititiu  et  la  soustraction  dus  fractions  se  fait  comme 
pour  les  quantités  entières,  puisque  l'on  opère  seulement  sur  les 
□uméraleuis  (voir  scolie  1")  d'après  le»  règles  n"  28  et  31,  et  il 
fandra  surtout  y  faire  altention  quant  aux  agnes  il  l'égaid  de  la 
soustraction. 

Ml]LTiPLICAT10.\  Di;S  l'RACTLONS. 

82.  Le  produit  de  plusieurs  /'raclions  se  fait  en  muUipiiant  les 
manéraieurs  entre  euxet  les  détùmimteurs  entre  eux.   { Foi'rn*  93.  ) 

Soî^t  les  deux  ftaclions  |  ~  <I<>''1  ^'^BÎt  de  mumpliec. 
Supposons  que  leur  valeur  soit  p  et  q,  alors  ^=P  et  -  =?; 

d'où  suîvantla  définition  de  la  division, on  tire  a  =  bp  et  m  =  nq. 

Les  quanlilés  a  et  m  iSiant  respectivement  égales  â  bp  et  nq, 
le  produit  de  i'  par  m  diîvni  ùtre  égal  à  celui  de  bp  par  nq; 
donc  on  aura    '/x  "i  ~  Ii/j'X  nq. 

Si  l'on  divise  ces  deux  quantités  égaies  par  une  même  quan.- 
lîlé  bn,  m  aura  encore  une  égalité,  et  si,  pour  plus  de  commiv 
dilé  on  observe  que  bpXnq  —  bnXpq  (n" 40),  on  trouvera  que 
am  ^  bjtxpq  _  .^^  ^  ,g  ^^^^^^  effectué  des  deux 
bn          bn  w> 
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[racUoas  données,  donc,  d'après  la  valeur  de  pj,  on  peut  dire  que 

ScouB.  Nous  remaïquerons  que  tout  nombre  entier  ou  quantité 
entière  peut  être  misEOUs  forme  de  fraction,  unû 
,     b     ab     ai   .  . 

DIVISION  DES  FRACTIOIiS. 

95.  Pour  divistr  une  fractim  par  ww  fiwtion,  il  fait  rauftt- 
plier  la  fractim  dividende  par  ta  pvctim  dimwr  retmenie. 

Soit  -    à  diviser  par    — . 

Mous  eurons  ~  :  -  =~* 

PouTitistiflerceiHÙicipe,mnltiplionaceflequa]itité  ^ 
par  la  règle  précédente,  nous  aurons 

OR     m     ttmn  a 

em^'n     on»  c' 

Or,  si  ^  multiplié  par  ^  est  égal  à  2,  il  en  résulte  que  £ 
est  égal  à  ^  :  ^ . 
Donc  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

ScouE  I.  Nous  n'avons  considéré  qno  des  fracliotis  positives, 
mais  il  est  clair  quu  lu  vt-^\t:  suniit  la  môme  si  les  (|uanlités  éiaient 
négatives,  le  s/jiit'  n';iyaiil  d'intluence  que  sur  le  signe  des  ré- 
sultats. 

Scout  II.  Lorsque  l'on  indique  la  diviaiun  entre  deux  fractions 
au  moyen  du  trait  horizonUl,  on  fl  soin  de  faire  un  peu  plus  long 
le  .  trait  qui  sépare  le  dividende  du  diviseur. 
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Ainsi,  pour  indiquer  la  division  de  -  par  —,  on  éciiia 
a 

— - — ;  pour  exprimer  celle  de  m  par  -  ou  celle  de  -  par  m, 


ScoLiE  in.  Si  le  numérateur  et  le  dénominateur  étaient  com- 
plexes, on  leur  appliquerait  les  règles  ordinaires  de  la  multipli- 
eatim  on  de  la  ijiiitnon  algébrique,  snhaat  qu'il  s'agirait  de  mul- 
tiplier ou  diviser  des  bacGons,  en  combinant  c^s  règles  avec  celles 
pour  les  fractions; 

'  '  '       "H  '>c~ad—bd 

—  ac—Qd+ed+d' 

a  +  b      c—d        n  +  È     ~a+d  . 

«î"^        =  =  T+d 

duit  donne  — ^  ;  ; — tt-  ,  qui  se  réduit  a  — ■  — ! — . 

c--\-cd — cd~d'  c'—d' 

ScoLiE  iV,  Uans  la  multiplicalion  ou  division  des  fraclions,  il 
est  toujours  avantageux  de  les  simplifier  d'abord  le  plus  possible,  et 
ensuite,  lorsque  cela  se  peut,  de  remplacer  par  une  divisiou  In 
multiplication  que  l'on  est  conduit  b  faire.  Par  exemple,  au  lien 
de  nniltiplier  I0  numérateur  on  divise  h  dénominateur,  ce  qsi 
amène  le  même  résultat,  mais  sous  une  forme  beaucoup  phis 
nmple,  lorsque  ce  dénominateur  contient,  comme  nous  le  suppo- 
sons, la  quantité  ou  un  des  fkcteurs  de  la  qnanUté  par  laquelle  on 
doit  le  diviser^     (  Vûir  n*  i  39.) 

HDLTIPLICATION  D'UN  ENTIER  PAR  DEfE  FRACTION. 

94.  S'il  fallait  multiplier  un  entier  par  une  fraction  ou  tine 
Action  par  on  entier,  ce  cas  rentrerait  dans  celui  du  n*  9S,  en 
cottndérant  l'entier  comme  une  fraction  ayant  i  pour  dénomi- 
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On  fera       c=  -,  et  on  appliquera  la  règle  n"  02  i 

d'où  -xc=jxj  =  5^  =  p 

Od  aurait  de  mtîme    !»  x        —  --"^  =  

Donc,  ponr  midi  i  1,1  kr  mi  odk-r  pur  ime  frncliim  oh  une  fraction 
par  un  ciih'er.  il  finit  ii.i-l/'/ilim-  ie'itkr  /,ar  k  iiiimi:nil<-iir. 

StOLiE  I.  Siiivaiif  ce  i|Uf  nous  avons  ilit,  totilc  «pression  al- 
gébrique devant  élrc  viinliée  ponr  une  valeur  quelconque  des 
lettres,  oo  pourra  supposer  le  numérateur  plus  graud  que  le  dé- 
nomiDateur,  et  même  âlro  une  fraclion  ainsi  que  le  dénominateur. 
(Pour  le  cas  des  polynômes,  voir  n"  95.) 

ScouE  li.  Nous  remarquerons  que  &  produit  d'une  frattim  par 
une  fraction  proprement  dite  est  toujours  plm  petit  que  chacune  des 
fraction»  réellee  doméa,  et  par  conséquent  est  une  fraction. 

Soient  ^  et  ^  ces  deux  ftactions  véritables. 

Alorïona  a<c  et  m<n. 

Soit  -  la  plus  petite  des  fractions,  le  produit^  est  plus  petit 

que  l'une  ou  l'autre  des  fractions. 

Pour  le  prouver,  il  suflît  de  faire  voir  que  ce  produit  est  plus 

petit  que  -. 

D'abord  ce  produit  ~  est  une  fraction,  puisque  a  et  m  sont 
chacune  pLos  petites  que  c  et  n. 

Réduisons  an  m^me  dénominàteur  -  et  —  aSn  de  pouroir  les 
comparer. 

Nous  aurons  ^  et  or  dans  le  iiuméralenr  la  facteur  n 
est  par  hypothèse  plus  grand  que  m,  donc  le  produit  an  est  plus 
grand  que  «m,  et  par  conséquent  la  fraction  —  est  plus  petite  que 
—  on-.  (FoirD'  336.) 


CBAPITBE   11.  llfi 

On  démontrerait  de  mtme  que  le  produit  d'une  guanlîté  frac- 
tionnaire (comme  on  l'entend  en  arithmétique)  multipliée  par 
une  quantité  fractionnaire  est  plus  grand  que  l'un  ou  l'autre  de* 

ScoLui  lU.-On  a  vu  tout  à  l'heure  que  pour  réduira  au  mâme 

dénominateur  ~     ~>  J^o^s  avons  multiplié  sin^plement  les 

deux  termes  de  -  par  n,  ce  qui  en  résumé  est  agir  suivant  les 

piescriptîons  (n'  60);  mais  nous  reniarqueronB  que  dans  ia  pra- 
tique, il  tafit,  lorsque  l'on  (tperçoH  un  /bcffur  commun  dans  ^^ 
déamninaleuTt,  de  multiplier  les  deux  termes  des  fractwm  gue  l'on 
mit  rédifire  au  mfm  déaminatm'  pW  ki  faetatrt  qtà  na»^pmi 
dam  leurs  d^tuminateurt, 

.  a    .m  .an     ,  cm 

Ainsi  î-  *t  T-  sont  égales  a        et  -, — . 
bc       ùn         ^  bm  bcn 

Soient  encore  ^,  —  et       qui  n'ont  plus  un  facteur  com- 
bc   bm  cq 
mun  que  deux  h  deux. 

Pour  les  réduire  au  même  dénominateur,  il  suSira  de  multiplier 
les  deux  termes  de  la  première  par  mq,  ceux  de  la  seconde  par 
cg  et  ceux  de  la  troisième  par  6m. 

On  tcàl  ce  qu'jl  y  aurait  à  Taire  dans  ii'a)itt«s  ciraoniMOKHs. 

DIVISION  D'UN  ENTIER  PAR  USE  FRACTION 

ET  lilXIPROaUE. 

9^.  four  diviïtii'  un  euliei-  par  une  fraction,  on  opère  comme 
s'il  ï'^gissait  (\c.  la  division  de  deux  fractions  Ci)  picltaiit  )'ei]Jier 
sous  forme  de  fraction. 

Soit   -   à  diviser  par  im. 

2 

On  indiquera  d'abor4  l'opéralipn  eq  écrivant  ou  -  ;  *m. 

Psîfions        =  ~p'  ^''^''^  d'après  la  rè^de  [n'  93)  on  aura 
?*im  =  -'  —  =  -X  —  =  — 
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De  môme 


Aiosi,  dsDs  le  premier  cas,  il  faut  multiplier  le  dénominateur  de 
la  rraclioi)  par  l'entier,  et  dans  le  second  il  faut  multiplier  l'enlier 
par  le  numérateur  de  la  fraction  renversée. 

ScoiiK.  La  multiplication  ou  division  de  polynômes  entiers  par 

des  fraclions  polynOaies  et  rrn-ip[iir[u  .'ui,  s  i'Il'.'cliKTait  avf^c  la 

mÊme  facilité  en  se  conformaiil  ii  la  n'gle  podr  les  polynûmes  i:t 
généralement  à  toutes  les  règles  nécessitées  par  les  opérations 
particulières. 

On  compread  Bossi  que  la  division  d'nn  polyaAnne  entier  par 
une  fraction  algébrique  pourra  donner  un  quotient  entier  ou  non 
entier  nton  les  drcoostances. 

96.  TmEoafan  I.  Si  aux  deux  terme»  d*UM  fracUm  proprement 
dite  on  ajoute  un  même  nombre,  on  lAlienf  une  nouvelle  fraction 
plut  grande  que  h  première;  si,  an  contraire,  on  considère  une 
expreuion  fraelionaaire  plut  grande  que  Punité,  tfett  l'oppoté  gui 
a  lieu. 

Soit  -  cette  fraction  dans  laquelle  nous  supposons  a<c. 
Soit  m  le  nombre  que  l'on  ajoute  b  ses  deux  ternies,  elle  devieat 

a  +  m 

_c  +  m- 

Le  moyen  le  plus  naturel  d'appréder  ce  résultat  par  rapport  à 
- ,  est  évidemment  de  réduire  les  deux  expressions  au  même  dé- 
nominateur pour  les  comparer. 

Les  dénominateurs  n'ont  pas  de  facteur  commun;  nous  opére- 
rons donc  (n"  90)  en  multipliant  les  deux  termes  de  -  par  e+m 
et  ceux  de  l'autre  fraction  par  c,  ce  qoi  donne 

ee-^-am  ac-j-cm 
c'-l-cffl  e*+em' 

On  voit  alors  que  les  numérateurs  ont  une  partie  commune  ae 
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et  que  la  partie  cm  du  second  numéraleur  est  plus  grande  que 
la  partie  am  du  premier  Buaiérateur,  à  causa  de  a<Cci  doue 
la  féconde  finctioD  est  plus  grande  que  la  première.  Ce  qu'il  fallait 
ddmontrer. 

D  est  évident  que  l'hypothèse  (i>c  «mènerail  un  résultat 
opposé. 

TbïobIbu  II.  Si  l'on  a  plusieurs  fractions  égales  et  qu'on  ajoute 
ou  retranche  les  numérateurs  et  les  dénominateurs,  on  (Atient  me 
nouvelle  fraction  égale  à  l'une  quelconque  des  fractùms  donnéet. 


Soient 


En  démenant  la  valeur  de  chacune  par  g,  on  aura 

a  .        a-  o"  ^ 

-  =       _=î,    p  =  ï.eto. 

d'où  l'on  lire     a  =  liq,  a'=b'q,  a"  =  b'q,  rte. 

Si  l'on  ajoute  ensemble  les  quanlitùs  «,  u',  a",  etc.,  d'une  part, 
et  d'une  autre  part  le  niâme  nombre  de  ([uanlités  égales  bq,  b'q, 
Vq,  etc.,  on  aura  évidemment  encore  deux  résultats  égaux,  saveur 

«  +  "'  +  '>'  +  =(ft  +  tf  +  i'  +  .....)î; 

Ce  qui,  en  divisant  chaque  somme  p:ir  une  même  quantité 

»+»■+»'+  ^y+i't :::>'■ 

On  le  démontrerait  de  même  pour  la  soustraction,  car,  en  ré-  ' 
sumé,  cela  revient  &  changer  les  ugoes  des  numérateurs  et  des 
dénonmiateurs  (n*  91).   (  Voir  n"  139  et  S39.) 

RÉDUCTION  EN  FRACTION  D'UN  ENTIER 
AVEC  UNE  FRACTION. 

97.  Pour  réduire  en  fraction  uuenliei'  quelconque  avec  une 
fraction  positive  ou  négalive,  on  opère  comme  en  arithmétique, 
en  multipliant  l'eutiar  par  le  dénominateur  de  la  fraction  et  ^joa- 
tant  le  produit  an  numérateur. 
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A'-^  — Sz:2r-=  ^^^^ri^ — 

....     .j.  ..  .  — 6" 

qmserMDità  a'A— 2c  ' 

On  fera  atteatlon  (ii<>  91)  au  signe  —  qui  précède  U  fraction 
qui  accompagne   —  2o,   car  l'expresrion  conûdéiée  revient  à 

û'6  — 2f 

Réciproquement,  pour  tirer  les  entiers  d'une  fraclîon,  il  faut  di- 
viser le  Duraéraleur  par  le  dénominateur,  c'est-à-dire  clierclier  le 
quotient  complet  de  celle  friiclion  (n»  79]. 

Ainsi,  en  divisant    —a'b — fi'     par    n*i  — 2e,    on  ob- 
,  — iac —  fc'  ... 
Uenl  le  quotient  complet    —  a  +       _^  ,   qui  équivaut  & 

—  2a  —  — -"t'-  —,    comme  on  peut  s"cn  aesnrereniédai- 

a'4  —  2c 

sant  l'une  et  l'autre  expression  en  fraction. 

P&RTICDLARUÉS  DB  L&  DIVISION. 

98.  Nom  avons  vn  (n*  90)  que  1  —  m*,  était  divisible  eiaole- 
ment  par  l  ~-m;  d'un  autre  cAlé,  la  ligle  n*  72  dit  que  l'on 
peut  ordonner  par  rapport  aus  puissances  croissantes  ou  décrois- 
santes d'une  lettre. 

Divisons  donc  en  ordonnant  par  rapport  aux  puissances  ascen- 
dantes de  m,  6&  Gonsidéiant  le  terme  I  comme  égal  &  tr*  : 


StmiSa  mU —  —  m'  -J-  m 

-|-  m'  —  m' 

Demitms  rwU.....  +'»  — »>' 


SuiTantlftrÈgle,nousdivisons  le  premier  terme  1  du  dividende 
par  le  premier  i  du  diviseur,  ce  qui  donne  1  pour  quoiient;  le 
produit  du  diviseur  total  pnr  ce  tmne  étant  soustnût  du  dividends, 
donne  le  reste  — m'  +  m. 


Digilized  by  Cor 


m 


La  divisiDO  dn  premier  terme  —  m*  par  I  donne  le  second 

terme  —m'  du  quotient,  et  ensuite  le  second  resta  +m  — ni', 
dont  le  premier  terme  divisé  par  i  donne  le  troisième  terme  -\-m 
du  quotient. 

Sans  aller  plus  loin,  on  voit  qncln  division  ne  peut  se  terminer, 
car  il  est  clair  que  nous  pourmiis  toujours  obtenir  des  termes  au 
quolient,  et  d'un  aulie  cùlé,  ie  qiiulieiit  de  i — m'  par  1  — m 
ne  doit  donner  que  deux  termes  (n'  90). 

Si  l'on  n'a  pas  déjà  aperçu  la  cause  de  l'erreur^  il  est  facile  de 
la  trouver;  en  effet,  pour  exécuter  une  division,  il  faut  {n*  72) 
quand  on  a  ordonné  d'une  manière,  continuer  de  maintenir  cetle 
manière  entre  le  dividende  et  le  diviseur  pendant  tout  le  cours  de 
l'opération,  ou  bien  observer  ce  qui  est  dit  n°  77.  Or  c'est  ce  que 
nous  n'avons  pas  fait,  lorsque  nous  avons  mis  —  m'  pour  premier 
terme  du  pmnier  ro.^lc  et  c'est  ce  qui  nous  a  empCelié  de  trouver 
le  quolirnl  f  H-  m.    {Voir  n"  110.) 

^OMi  (lirons  (loiir  (jiie  généralement  U  faut  lire  niw  nflontion  les 
rcfjl'.s  j.'Hir  /('j  ijjjà-atium  que  l'on  fuit,  et  pour  la  division  ou  se 
soovieniJra  qui;  ; 

Le  dividende  étant  l'addition  des  fermes  que  le  diviseur  multi- 
plié par  le  quotient  a  pu  fournir,  si  l'on  divise  le  terme  affecté  du 
plus  haut  ou  plus  petit  exposant  d'une  lettre  par  le  terme  afibclé 
respectivement  dans  le  diviseur  du  plus  haut  ou  plus  petit  expo- 
sant de  la  mémo  lettre,  on  obtiendra  un  terme  dit  quotient. 

Le  produit  de  ce  terme  par  tout  le  diviseur  étant  soustrait  du 
dividende  amènera  \m  reste  vf/il  an  produit  dv  diviseur  par  /es 
tmires  termes  incmnirs  du  quotient,  sur  lequel  reste  OU  pourra 
opérer  comme  sur  le  dividende  lotal. 

On  fornjii'Ciidra  aussi  qw'mi  re.<!i-  nul  le  siijM  d'une  clii:iiion 
exacte,  puisque  l'on  ri'esl  an  i\é  aiu.-i  à  zi'io  qu'eu  n  lraiiclianl  du 
dividende  les  produits  du  diviseur  par  les  tenues  du  quotieni,  et 
que  le  produit  du  diviseur  par  tous  les  ternies  dtt  quotient  se  com- 
posede  tous  les  produits  partiels  précédents;  donc  puisque  toutes 
les  divisions  partielles  ont  pu  se  faire  exactement,  c'est  une  preuve 
que  le  dividende  était  divisible  par  le  diviseur. 

90.  Proposons-nous  de  diviser  1  par  1  -{-x. 

Nous  poserons  -j- ,  ^  et  si  noua  supposons  x  posilifla  valeur 
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de  cette  eipres^îtm  sera  celle  d'niie  ftaction  emamB  en  oritbmà- 

tiqne. 

Essayons  la  division        i  1  1  +  ' 

0+3!» 

0  — a» 


n  est  aisé  de  voir  qne  le  quotient  ne  peut  se  tenniner,  ce  qui 
indique  une  division  imposable  et  vérifie  ce  que  nous  avons  dit 
n- 75  et  84. 

DES  QUANTITÉS  NÉGATIVES. 

100.  Nous  avons  déjà  eu  (n*  33]  quelques  notions  sur  la  signi- 
Scation  des  quantités  négatives  ;  nous  allons  ajouter  de  nouveaux 
éclaircissements. 

En  arithmétique,  lorsque  l'on  a  deux  nombres  dont  l'un  doit 
être  soustrait  de  l'autre,  quelle  que  soit  la  question  qui  amène 
cette  soustraction,  on  soustrait  invariablement  le  plus  petit  du 
pins  grand,  le  resM  indiquant  d'après  les  données  ce  que  l'on  doit 
en  conclure. 

En  algèbre,  au  contraire,  oii  les  quantités  ne  sont  pas  exprimées 
seulement  par  des  nombres^  mais  par  des  lettres  ausai,  l'on  ne 
peut  intervertir  l'ordre  des  quantités  et  l'on  peut  être  coniUiît  à 
soustraire  une  quantité  plus  grande  d'une  plus  petite,  puisque  l'un 
nu  considère  point  dans  les  calculs  algébriques  la  valeur  numé- 
rique de  ces  lettres,  valeur  qui  d'ailleurs  reste  souvent  inconnue 
jusqu'à  ce  que  les  opérations  soient  termiaées. 

Une  indication  de  l'opération  était  donc  la  seule  nùniëre  d'ex- 
primer le  réeultat,  et  l'on  a  vu  que  le  signe  —  est  chargé  de  cette 
fonction. 

Nous  avons  fkit  (n*  23)  une  supposition  propre  à  faciliter  l'inter- 
prétation et  l'origjne  ies  quantités  négatives;  eu  voici  une  aulie. 

Scàt  a  le  bien  d'one  personne  et  soit  è  ses  dettes,  alors  a  —  b 
représente  ce  qu'elle  a  réellement,  soit  que  l'on  suppose  6  a  ou 
b  égal  à  a. 

Mais  a  —  6  peut  également  exprimer  la  position  de  fortune  de 
cette  personne  dans  l'hypollièse  ù>  a,  c'est-à-dire  dans  le  cas 
oit  il  y  aurait  plus  de  dettes  que  de  bien. 
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En  effet,  prenoDs  dans  b  une  partie  égale  à  a,  et  soit  d  ce 
dont  6  l'emporte  sur  a,  nous  aurons  b  =  a-{-d;  remplaçons 
6  par  cette  valeur  dans  l'expression  a  —  b,  on  aura  a  —  [a-\-d) 
ou  a  —  a  —  d. 

Or  a  — a  donne  zéro  et  il  reste  d  à  soustraire  de  a  quin'esiste 
plus,  et  quoique  la  soustraction  suppose  deux  quantités  et  qu'il 
ne  reste  ici  que  le  nombre  d,  on  peut  néanmoins  le  noter 
comme  quantité  à  soustraire  en  écrivant  — d,  ce  qui  indiquera 
que  le  nombre  d  doit  être  soustrait  dans  toutes  les  combioeisons 
oli  il  entrera. 

Cest  pourquoi  l'on  e  conclu  que  pour  soustraire  une  quantité 
plus  grande  d'une  plus  petite,  il  fallait  opérer  comme  en  arithmé- 
tique en  soustrayant  la  plus  pclito  de  la  plus  grande  et  donner  an 
reste  le  signe  — . 

Indépendamment  de  cela,  il  est  des  questions  oi>  l'on  est  con- 
duit à  considérer  des  quantités  relativement  à  leur  position  par 
rapport  à  un  point  déterminé;  or  l'algèbre  faisant  connaître  ces 
positions  opposées,  ne  le  pouvait  qu'au  moyen  des  aiguës -{-et — . 

On  d<»t  donc  r^anjer  les  quantités  négatives  comme  ayant  une 
eiîstoice  ausn  réelle  que  les  positives,  et  n'en  différant  que 
par  leur  acception  qui  dans  le  calcul  doit  être  prise  dans  un  sens 
opposé. 

Nous  avons  vu  (n*  33)  que  leur  introduction  changeait  une  addi- 
tion en  soustraction  et  réciproquement.  Nous  savons  ce  que  l'on 
doit  entendre  par  somme  ou  différence  algébrique. 

A  nirsure  que  nous  avancerons,  l'utilité  des  quantités  négatives 
se  fera  sentir,  et  il  ne  faut  pas  se  tromper  sur  l'interprétation  qu'on 
doit  leur  donner  et  sur  leur  valeur,  quand  on  les  compare  entro 
elles  ou  avec  des  quantités  positives.  On  se  rappellera  donc  les 
D**  13  et  34,  car  on  doit  supposer  que  les  lettres  dans  toute  leur 
généralité  peuvent  indifféremment  représenter  des  valeurs  posi- 
tives ou  négatives. 

Comme  complément  de  ce  que  nous  avons  dit  u'  'S3,  nous  y 
ajouterons  que  pour  l'hypothèse  oti  les  lettres  ne  représenteraient 
que  des  valeurs  positives,  la  valeur  réelle  d'un  polynAme  serait  la 
différence  arithmétique  entre  la  somme  des  termes  posiiifo  et  celle 
di's  termes  négalifs,  différence  qui,  on  le  comprend,  peut  être 
positive  ou  être  négative. 

Dans  le  cas  où  il  n'y  turait  pas  de  termes  positils,  la  valeur 


réelle  «Mit  la  Bomme  des  quantités  négativei;  et  si  Yoa  iapjKm 
tous  les  termes  posiUb,  il  est  clair  qae  ht  valeur  absblue  terait  U 
mânoe  que  la  valeur  réelle. 

101.  La  sïguificaUon  des  quaDtités  négatives  dans  certains  cas 
a  donné  Heu  de  les  considérer  sous  un  autre  point  de  vue  et  fait 
poser  ce  principe  : 

Toute  quantité  négative  est  plus  petite  que  zéro  et  d'autant  plus 
petite  giie  sn  valeur  nbaiihfn  <■,<(  ^./«s  gi-iimh-. 

Voici  wnnmciil  on  ju^lifii'  ci'lli:  ]ii'i>pLi-,iliiin.  On  piiii  que  si  d'uD 
nombre  (|iit;l('u[i(]iio  on  i  i'lMii<,lii'  um-  Miil,'  di'  nombn's  de  plus  en 
plus  grands,  k^s  rectos  snioiit  de  plus  pelils  en  plus  pelils. 

Si,  par  exemple,  du  nombre  7  nous  retranchons  Buccessivement 
les  nombres  1) S, 3,  A,  6,6,7,  S,  etc.,  nous  obUendrons les  restes 
suivants  : 

6,  5,  i,  3,  2,  1,  0,  —1,  —2,-3,  de, 

donc  —  1  doit  êlre  regardé  comme  plus  pclit  que  zéro,  puisque  0 
exprime  la  différence  enlre  7  dont  on  a  soiisIrHtt  T,  Uiiulis  que 

—  1  exprime  ce  qui  reste  de  7  qnnnd  «n  en  a  soustrait  nu 
nombre  8  plus  grand. 

.Par  le  même  motif  —  1  est  plus  grnncl  que  — 5  et  — 2  es!  plus 
grand  que  —3,  clc,  qiioi(]iie  Il's  valeurs  nlisolncs  de  — I  et 
de  — 9  soient  rps|)(îcliïcmcut  plus  petites  que  celles  de  — 2  et 
de  —  a. 

Par  valeur  absolue,  on  sait  que  l'on  doit  entendre  lo  valeur  ti«- 
mirique,  abstraction  faite  de  tout  signe. 
De  ce  que  —  1  est  plus  petit  que  z^,  à  pins  forte  raison 
2 

—  2,  — 3,  etc.,  sont  plus  petits  que  zéro;  de  même  —  ^  est  plus 
grand  que  — 1. 

Cette  manière  d'interpréter  les  quantités  négatives  ne  doit  point 
étonner,  ù  l'on  fait  attention,  d'après  Bourdon,  que  fous  les  jours 
OD  dit  qu'une  personne  a  monta  que  rien,  pour  esprimer  qu'elle  a 
des  dettes. 

Le  principe  que  nous  avons  énoncé  est  d'un  usage  fréquent,  on 
peut  le  noter  d'nutynt  plus  qu'il  conduit  ë  des  résultats  qui  con- 
trarient quelquefois  les  ^d^éûristns.  et  qirïls  ^snmuient  par  des 
artifices  de  langage.    (  Voir  n"  18*. ) 

On  peut  concevoir  que  tous  les  nombres  positifs  peuvent  être 
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obtenus  en  ajoutant  à  zéro  les  quantités  convenables,  et  de  même 
qu'en  retranchant  de  zéro  les  mêmes  quantités,  on  aura  les  nom- 
bres négatifs. 

En  ne  considérant  que  des  nombres  enlierg,  pour  plus  de  sim- 
plicité, on  pourra  regarder  0  comme  ie  point  de  déport  de  toutes 
les  quantités,  ainsi  qu'on  lo  voit 

 —  3  — 3  — 1— O-^-l  +  a  +  3-f  4+  , 

c'est-à-dire  qu'en  se  plaçant  il  0  et  allant  i  droite,  on  rencontre 
tous  les  nombres  positirs,  et  en  allant  à  gauche,  on  trouve  tous  les 
nombres  négatifs;  et  alors  en  algèbre  on  consiilcre  0  comme  étant 
positif  et  négatif,  car  on  peut  arriver  à  zéro,  soit  pni'  des  valeurs 
positives,  soit  par  des  valeurs  négatlvea,  on  faïsuiil  l'upposé  de  ce 
que  nous  avons  dit,  c'est-à-dire  en  parlant  de  l'extrême  limite  des 
nombres  positifs  et  des  nombres  négatifs  pour  revenir  à  0  : 

donc  0  =  d:0. 

On  regarde  aussi  0  comme  un  ettlier  nul  et  cottme  plu»  petit  qtie 
toute  autre  quantité  positive  quektmque. 

Enfin  zéro  peut  être  considéré  comme  un  nombre  qui  a  la  pro- 
priété d'être  divisible  par  tous  les  nombres  possibles;  car  son  quo- 
tient étant  0,  quel  que  soit  lu  diviseur  par  lequel  on  le  multipliera, 
on  retrouvera  zéio,  d'après  le  principe  que  toute  quantité  multi- 
pliée par  zéro  donne  zéro,    (Mais  voir  n°  173.) 

Donc  gcncralomcnt  ^=0,  M  £tant  Une  qUantiié  qtielconque 

positive  ou  négative. 
D'un  autre  côté,  comme  toute  quantité  divisée  par  elle-même 

donne  1  pour  quotient,  il  en  résulte  qUe  g  =  ^  >  et  ï  cause  du 

principe  relaté,  savoir  mxp  =  0,  on  en  conclut  aussi  que  g 

peut  représenter  tous  les  nombres  possibles.  L'utilité  de  atte  in- 
terprétation se  verra  lors  de  la  théorie  des  équations. 

109.  A  ces  particularités  dn  nombre  0,  nous  Joindrons  celhii 
dunombrei.   (Koir  n"  383  et  û* 391.) 

Ndus  èspliquerons  à  mesure  qlie  l'occasion  s'en  présentera  oa 
tpk  poaitalt  ta  t»s  panitU«  évident. 
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Aiasi  nous  trouverons  que 
1X4=1=1>,  j  =  l,   l'  =  l,    1-  =  1,  V^l=l, 

j=<i,    *=^-    axi=a,    a'  =  a,  V I  =  1 ,   V-'^",  etc. 

Nous  ajouterons  una  remarque  qui  est  du  ressort  de  l'arilhmé- 
UquC)  mais  qu'il  ne  faut  pas  oublier.  On  se  rappellera  donc  qu'en 
arithmétique  comme  en  algèbre  (n*  64)  multiplier  riett  pas  tou- 
jourt  augmenter,  et  que  diviter  n'est  pas  toujovrê  trwoer  tm  fac- 
teur plut  petit  qtte  le  dividende. 

Ainù  1^  X  g  donne  un  produit  plus  petit  que  4i;  et  7  divisé 

par  ^  donne  70  pour  quotient. 

DE  L  EXPOSàKT  SÉCATIF,  DE  L'EXPOSANT  ZÉRO,  ETC. 

103.  Dans  tout  ce  qui  précède,  nous  n'avons  admis  que  des  ex- 
posants enliers  et  poùtifs  (n*  45),  mais  puisque  le  degré  des  puis- 
sances dépend  de  leur  exposant  (n"  14)  il  doit  y  avoir  autant  de 
puissances  d'une  quamité  qu'il  peut  y  avoir  d'i^xposanU  différents, 
et  celte  considératioD  nous  conduit  il  la  Itiéoric  dus  exposants  que 
nous  ne  traiterons  en  ce  moment  que  trts- succinctement. 

Il  existe  une  infinité  de  nombres  entiers  positifs,  et  nous  avons 
compris  qu'il  pouvait  y  avoir  une  infinité  de  puissances  entières. 

Mais  outre  ces  nombres  entiers,  il  existe  encore  une  infinité  de 
fradiona  ou  de  nombres  fractionnaires,  et  si  l'on  y  joint  les  nom- 
bres négatifs  enliers  ou  fractionnaires,  nous  aurons  une  infinité  de 
nombre!  qui  pourront  nous  fournir  des  exposants  que  nous  ne 
connaissions  pas  et  dont  nous  devrons  chercher  la  signitîcalion. 

Nous  avons  vu  (q°  Go)  qu'en  se  basant  sur  les  règles  de  la  mul- 
tiplication déduites  elles-mêmes,  par  rapport  à  l'exposant,  de  ce 
qui  avait  été  dit  n'  43,  on  avait  conclu  la  règle  pour  diviser  (n=>  66), 
C'est-îl-ilire  qu'en  IcniU'S  généraux,  le  produit  de  a"  par  a' 
donnant  u'"  ",  on  avait  alors  tiré  la  conclusion  que  réciproque- 
ment pour  diviser  deux  quantités  semblablet  l'une  par  l'autre,  il 
fallait  prendre,  abstraction  faite  du  coefiident,  l'une  de  ces  quan- 
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tàléa  ea  lai  donnait  pour  expotant  la  dîflSrence  de  ceux  qu'elle 
avait  avant  la  diviaoD. 

Nous  n'avons  laïsonDé,  U  est  yni,  que  Burdes  exposants  cniii^rs 
(t  positifs  lors  de  la  diiïuon;  mais  on  doit  raisonner  d'une  iin\- 
Dièrc  générale  sur  des  quantités  algébriques  a^ant  des  vakurs 
quelconques. 

Si  d'abord  on  suppose  des  exposants  quelconques,  mais  entiers 
et  positiTs,  ou  Irouvers  que  o"-"  divisé  par  a»  doit  donner 
ou  o"  pour  quotient,  d'après  la  règle  ordinaire;  de  même 
rf— :  a-ssrf*. 

Les  quotients  obtenus  sont  exacts,  car  a'xo*  reproduit  le 

dividende  n"*". 

Or,  quant  à  la  raniliplication,  on  obtiendra  toujours  de  pareils 
produits  quels  que  soient  m  et  n  supposés  entiers  et  posilirs, 
et  il  sera  indifférent  pour  nous  que  m  soit  plus  grand  ou  plus 
petit  que  n.  Mais  pour  la  division,  si  nous  cessons  de  considérer 
(les  quantités  comme  ci-dessus  dans  lesquelles  l'exposant  du  divi- 
dende était  évidemment  plus  grand  que  celui  du  diviseur,  ou  si 
nous  supposons  simplement  deux  quantités  a"  et  a*  dans  les- 
qodles  l'eipc»ant  soit  remplacé  par  sa  valeur  numérique,  il  se 
présentera  unedifférencedanslerésultat lorsque  n  seraplusgrand 
que  m  {a"  étant  le  diviseur}. 

Par  exemple  sott  m  =  3  et  n  =^  5. 
Onaura  a':  Q'=:o'-'  =  a-' (a"*  se  prononce  a  puissance —2). 

Nous  obtenons  donc  des  quantités  négatives  par  une  suite  de 
principes  qui  ne  peuvent  être  contestés,  puisque  nous  nous  ap- 
puyons sur  la  règle  de  division  et  que  le  propre  de  l'algèbre  est  de 
généraliser  ses  résultats. 

Toutefois  cette  expression  a-*  ne  noue  présente  sticune  signi- 
fication par  ellâ-mâme,  en  un  mol  ne  nous  indique  pas  quelle 
opération  connue  à  faire  sur  a;  il  nous  faut  donc  introduire  en 
algèbre  une  nouvelle  convention  justifiée,  qui  soit  telle  que  l'ex- 
pression a"'  puisse  être  regardée  comme  le  quotient  t!c  a'  par  a'. 

D'abord  nous  voyons  que  a"'  ne  peut  représenter  une  quanlilô 
entière,  car  a*  n'est  pas  divisible  par  a*  (n*  07),  et  alors  nous 

aurons  recours  à  la  simplification  qui  nous  donne  ~  =  ~ , 
c'est-à-dire  que  le  quotient  de  a'  par  o*  est  ^  ;  donc  puis- 
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que  Id  quentité  <i~*  nptésdnte  vistA     quotim^  Hb  ces  deux 

quanlilés,  nous  pouvons  en  conclure  que  a-*  =  i . 

A  lu  place  des  cxposanU  3  et  S  on  en  aurait  pu  mettre  une 
iiitlniti;  d'aulros  luis  mis  leur  diiïéreiice  fût  négative,  puis  représen- 
tant cette  différence  par  — m,  a'-  exprimera  alors  généralement 
toutes  les  puissances  négatives  d'une  quantité  quelconque,  et  d'a- 
près ce  que  nous  venons  de  faire,  a'-  pouvant  évidemment  être 

remplacé  par       nous  en  concluons  que  touiet  la  fois  qu'une 

guanlité  a  un  exposant  négatif,  etU  équivaut  à  l'unité  diviiét  par 
celle  même  quantité  affectée  du  même  exposant,  mais  potitif. 
[Voir  n"38l.) 

ConoLLAiRE,  De  ce  que  or"  =  ~,  il  riisulte  que    i  =  a"", 

c'cst-ii-dire  que  l'on  /leut  faire  passer  une  guanlité  du  dénominateur 
au  numérateur  en  l'écrivant  dans  celui-ci  comme  factfw,  mais  avec 
un  exposant  de  signe  contraire  d  celui  qu'elle  omit  dam  le  déna- 
mimteur  et  réciproquement. 

Ainsi,  au  lieu  de  ^  on  écrira  fXtr*  ou  a~'; 

à  la  place  de         on  mellra  a"'i"c-''(/-^; 

enfin  ^  =  a"*".  (  Voir  n"  107,  ) 

Scor.iE  n  division.  Dans  la  division  (n°  nous  n'avons 
considéré  que  des  exposants  entiers  et  positifs  représentés  par  des 
nombres;  on  aurait  pu  les  représenter  d'une  manière  gépérâlQ  par 
des  lettres,  cornme  cela  doit  iXtB  en  algèbre  popt  la  pins  grande 
extension  des  prindpes,  et  mainl^pt  nous  pouvons  supposer  que 
les  exposants  seront  non-seuleqienl  des  quantités  entières  posi- 
tives, mais  négatives  aussi.  Nous  verrons  d'oilleuis  que  la  règle 
de  division  s'applique  indistinctement  à  tout  exposant}  mAme 
fractionnaire. 

Par  la  règle  n°  68  nous  trouverons  donc  que  —  = 

on  aura  également  —  sso"-';     ^  =  ffl"-*. 
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Ces  divers  résultais  sont  faciles  h  comprendre,  car  —  nous 

indique,  (^apl'^■s  la  ri'gli;  de  division,  qu'il  faut  soustraire  4e  l'expo 
saut  m  coliii  do  a  dans  le  dénoiiiiiuitritr  ;  or  m  élaijt  inconnu, 
eetlp  soustraction  ne  peut  être  qu'indiquée. 

Il  Cil  L',!  di;  ujOuic  [lour  -^^ ,  i-L  lu  <|uolieiit  o"'-  s'explique  fiici- 

Jemcnl  en  coiisiilérantquc  i"'  équivaut  &  a  facteur  m  fois  [n° -i.'ij, 
i^t  par  conséquent  a"  équivaut  ii  a  facteur  n  fois;  on  trouvera  alors, 
eonrormément  à  nos  considérations  sur  la  division,  qitc  dims  a"—' 
la  quantité  a  est  faetem  un  nombre  n  de  fois  moins  que  dons  a", 
ou  bien  a*""  not)S  indiquera  que  dans  le  produit  a"  il  faut  re- 
trancber  un  nombre  n  de  facteurs  égaux  à  a. 

Le  calcul  des  quantités  négatives  rendra  ceci  encor»  plus  clair, 
car,  en  appliquant  la  vérification  par  le  moyen  de  la  multiplica- 
tion (n*  106],  on  aura  û'^"xo"  =  <r°. 

104.  Reprenons  maintenant  la  division  de  a"  pgr  a",  en  siip> 
posant  m  =  n,  ce  qui  revient  A  diviser  a"  par  a",  nous  aurons 
alors 

o" 

Ce  résollat  singulier  an  premier  abord  s'explique  facilement. 

D'abord  la  puUtmwe  zéro  d'une  quantit*^  n'est  pas  zéro  comme 
pour  la  multiplication;  il  suiBt  de  se  reporter  à  la  déllnition  de 
(exposant  et  au  n'  4S  pour  s'assurer  du  contraire;  l'exposnnt  in- 
dique, en  effet,  combien  de  fois  la  quantité  a  est  facteur  dans  le 

produit  indéfini  aXaXo  ;   par  conséquent,  s'il  s'agit,  par 

exciiiple,  de  ii%  nous  concluons  que  2  indique  que  la  quantité  a 
est  deux  fois  facteur,  et  qu'alors  elle  équivaut  à  nXa. 

S'il  y  a  a  ou  ii',  nous  en  déduisons  que  a  n'est  qu'une  fois 
fadeur  et  qu'alors  il  vaut  ii. 

Mais  nous  l  euianiucrons  que  l'expression  fudcur  supjiose  iinpli- 
û\iin\eiA\ia  second  facieui-,  puisqu'une  quantitiine  peut  être  facteur 
si  elle  ne  multiplie  aucune  autre  quantité;  oi  l'algèbre  donne  des 
règles  générales  pour  tous  les  cas,  et  il  faut  que  nous  trouvions  ce 
Èdeur  inconnu  gui  est  1,  car  toute  quantitén'U  comporte  le  fac- 
teur 1  i  donc,  ïor&que  l'on  a  a',  cela  signifie  que  a  est  une  fois 
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facteur  dans  le  prodnit    IxaXaX  ;     donc  a*  ou 

a=ixa=a. 

Le  môme  raisonnement  s'applique  à  o^,  car  l'exposant  0  nons 

dit  qne  a  n'est  point  ^tcur  dans  ixaXaXa  ;  or  si 

l'on  supprime  tous  les  Tacteurs  a,  il  reste  le  facteur  i  ;  doncâ°=l. 

(Cette  démonstration,  que  Ton  ne  trouve  point  dans  les  traités 
d'algèbre,  nous  a  paru  propre  à  faire  voir  la  généralité  et  l'exacti- 
tude des  pnndpes  algébriques.) 

On  peutd'ailleurs  expliquer  a*  d'une  autre  manière;  puisque  cette 
quantité  représente  le  qnotîent  de  a"  par  a"  et  que  ^  =  1 

[loutc  quRnlité  diviséo  par  elle-même  donnant  1  pour  quotient), 
on  peut  convenir  et  conclure  que  a"  qui  représente  aiissi  ce  quo- 
tient 1 ,  lui  équivaut  ;  généralement  on  admet  ce  principe  que  : 
Toute  quantité  élevée  à  la  puissance  0  équivaut  à  t'unilé, 

atalorfl(p+î)''=l,  Q  =i,  =     [Voir  a- m.) 

108.  Si  maintenant  nous  supposons  à  la  quantité  a  us  exposant 
sous  forme  de  fracUon,  il  ne  sera  plus  possible,  comme  dans  les 
n"  précédents,  d'expliquer  la  présence  de  cet  exposant  par  la  dt- 

vision  de  deux  quanlilés  a"  et  a".  Il  nous  faut  itlors  trouver  comment 
l'expoïaut  fractionnaire  a  pu  être  introduit  et  quelle  est  sa  signi- 
fication ;  en  d'autres  termes,  nous  devons  chercher  quelle  est 
l'opération  qui  a  pu  exiger  hdivi.-'ionde  l'cxposmit  d'une  quantité 
et  par  suite  amener  une  fraclion  en  ex|iosant. 

Cet  examen  fait  partie  de  la  fnrmotion  des  puissances  et  de  la 
théorie  des  exposants  dont  nous  nous  occuperons  plus  loin  ;  nous 
exposerons  donc  ici  brièvenient  que  la  puissance  d'utie  quantité, 
pour  le  cas  de  l'exposant  entier  et  positif,  étant  indiquée  par  cet 
exposant  et  consistante  multiplier  celte  quantité  parelle-mi^niciin 
certain  nombre  de  fois,  il  en  résulte  que  pour  élever  une  quantité 
à  une  puissance,  il  faut  multiplier  son  exposant  par  celui  de  la 
puissance  à  laquelle  on  veut  l'élever;  ain'i  in  troisième  puissance 
de  ab  sera  a'6',  la  troisième  puissance  de  n'b^  sera  a'6',  et 
l'on  en  a  conclu  que  pour  extraire  une  racine,  c'est-à-dire  pour 
revenir  d'une  puissance  à  sa  racine,  il  fallait  diviser  l'exposant  de 
celle  quantité  par  celui  de  la  racâao  à  extraire.  Par  conséquent. 
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poar  avoir  la  racine  cubique  de  a'b',  oa  doit  divisor  les  exposants 
par  3,  ce  qui  reproduit  bien  a'b*  pour  racine. 

Ce  résultat  exact  de  divisioii  n'a  pas  toujours  lien,  et  alors  par 
analogie,  lorsque  le  quotient  n'a  pu  être  un  nombre  entier,  on  est 
convenu  de  laisser  ce  quotient  sous  forme  de  fraction,  de  sorte  que 
l'exposant  fractionnaire  et  le  signe  radical  remplissent  le  même 
oglce,  et  l'on  peat  dire  que  les  extractions  de  racine  già  Wont  pu 
^effectuer  sont  la  source  des  exposants- fraetionmàret, 

Ponr  s'en  assurer  et  discerner  en  mâme  tempe  le  degré  deces  m- 
dnes,  on  peutobserverque  si  l'on  demandait,  pu  exenipIe,larMiae 
carrée  de  6  ou  6',  il  faudrait,  d'après  ce  que  nous  venons  de  dire, 
diviser  l'exposant  1  de  A  par  l'indice  2  de  la  racine  k  extraire, 
ce  qui  donnerait  6'. 

De  même      sera  la  racine  n'^^de  6",  de  sorte  que  ^'Î^=Ô". 

L'eiposanl  de  *  aurait  pu  eire  négatif,  et  alors  nous  obtenons 
des  exposants  sous  forme  de  fraction  négative,  lorsque  la  division 
de  l'exposant  de  6  ne  peut  être  faite  exactement  par  l'indice  delà 
radne  à  eitraire. 

On  tnmve  donc  des  quantités  telles  que  b~*,  b~^,  etc.;  leur 

signiflcalÏDn  est  enseignée  n'  103,  car  on  voit  que  b~*  équirant 

à  -i-  et  par  conséqoent  i  — . 

Généralement  on  a  b~'=!-^. 

JUnri  la  présence  de  Pexpoia»t  fivetiimnaire  doit  être  attribuée 
i  Pextraelion  d'une  racine  d'une  guanlili  dont  fexposant  entier 
i/itait  pas  divisible  par  P indice  de  la  racine  à  extraire.  {Voir 
D"  382  et  383.) 

CALCUL  DES  QUANTITÉS  AFFECTÉES  D-EXPOSAHTS 
NÉGATIFS  ENTIERS. 

106.  I^s  quantités  ayant  des  exprâants  entiers  négatifs  sont 
soumises  aux  règles  ordmaires  établies  pour  les  quantités  ayant 
des  exposants  positifs  et  entiers. 
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Pour  Paddïtion  et  la  soMsiraclion  il  est  clair  que  2o6~'±3f)"'fi"' 
ne  pourra  jamais  donner  lien  à  une  opcration  cnrctucn,  puisque 
les  deux  quantilés  sont  dissemblables. 

Mais   3a"'6  ajouté  à  — 3n-'6  donnera  pour  total  — 2a''i. 

De  même         3a''b —  [ — bn-'i)  =Sii"'6. 

Quant  à  la  multiplicalion  et  à  la  .iiumon,  nous  ne  considérei-ons 
ces  opérations  qu'usant  lieu  entre  deux  puissances  d'une  même 
guantité,  la  multiplication  ou  division  ne  pouvant  qu'être  indiquée 
entre  deux  quantités  non  pareilles. 

Soit  donc  o"  à  multiplier  par  <r". 

En  bisanl  usage  de  la  lâgle  w  94  et  conàdérant  que  (n*  103) 
oua   0^=-^,  nous  trouverons  que 

1  rf- 

0-Xa-"=<ï"X     =  —  =  0"-^. 

Ce  résultat  a"-"  est  obtenu  au  mcjen  des  règles  de  la  division 
généralisées  n*  103. 
Pec  des  conndérations  analogues,  on  trouve  que 


Le  résultat  or"-*  est  obtenu  par  le  corollaire  n'  103. 

Ainsi,  U  règle  (n°  ^0)  s'nppliqiir  au  cas  où  le;  exposants  sont 
négatifsj  et  l'on  vorra  qu'elle  s'applique  à  tous  les  cas. 
Four  k  division,  on  Ii'ouvora 
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107.  La  remurque  du  n°  103  contient  le  principe  général  delà 

division,  c'est-à-dire  que  —  =a'"-'',  ot  alors  il  en  résulte  que  m 

pouvant  être  plus  petit  que  n,  cela  introduit  iin  exposant  négatif 
qui  peut  servir  à  changer  des  fractions  algébriques  en  d'autres  ex- 
pressions sous  forme  entière,  ce  qui  facilite  le  calcul  ainsi  que 
l'ordre  à  assigner  aux  termes  que  l'on  veut  ordonner. 

Smlparexmple   ^  +  a;'— 2— 2»+^ 

à  ntultipiier  par  ^ — 3  +  af. 

On  pourrait  certainement  faire  cette  multiplication  sans  aucune 
lransf(»matioii,  mais  on  peut  supprimer  les  termes  sous  forme  de 
fraclion,  en  les  remplaçant  par  d'antres  de  forme  entière. 

En  effet,  le  terme  ~  équivaut  (n'  103)  îi  BX2"'Xar*,  en 

faisant  attention  qui-,  pour  appliquer  ce  principe,  il  faut  changer 
les  signes  des  exposants  de  tous  les  facteurs  qui  passent  du  déno- 
minateur au  numérateur;  or  "îx*  est  égal  à 
Toutefois,  si  l'on  se  contente  seulement  do  biire  disparaître  la 

frecHon  algébriqi»  i  ^en  obsetrant  que  g^i  =  §  X 

trouve  que  ^  =  de  mâme  ^  u  Ghangera  en  |  ar* 

et  -  en 

X 

Nous  allons  Eure  l'opération  demandée,  en  ordonnant  les  denx 
pcdynOoies  par  rapport  A  la  lettre  x  et  en  considérant  tes  termes 
—S  et  — 3  qui  ne  contiennent  pas  x  comme  la  contenant 
irec  l'eiposant  zéro. 


[*J  Ea«aTBppeluillarègt«(ii*8b]et  qoe  a'sy. 


Eléments  d'algëbre. 

+  2a;'  ^  a;  '  +  Sjt* 

Uniformément  à  la  remarque  n"  5S,  nous  obtenons  deux  termes 
qui  ne  peuvent  se  BimpliGer,  ce  sont  le  premier  et  le  dernier  du 
produit  ordonné. 

Nons  avons  dus         et  — ^   dans  les  produits  partiels 

pour  faire  voir  leur  origine,  mois  il  clair  qu'ils  reviennent  h  ^ 
et  h  —4. 

Il  est  évident  aussi  que,  d'après  leur  valeur  quant  à  leur  expo- 
sant, les  termes  en  cl  x~'  viennent  après  ceux  en  ^  OU  les 
termes  connus. 

En  appliquant  les  règles  de  la  division  jointes  li  dos  connaissances 
sur  la  valeur  desexposanis,  ou  vérifiei'ait  l'opiiralion  en  divisant  le 
produit  par  l'un  des  facteurs. 

On  peut  donc  regarder  cette  application  comme  un  cas  de  mul- 
tiplication et  de  division  de  polynômes  renrermant  des  termes  af- 
fectés d'eiposants  négatifs. 

108.  L'emploi  des  exposants  n/gotifs  permet  de  continuer  une 
dinsion  qui  aurait  été  arrêtée  par  l'empêchement  [n°  75)  consistant 
en  ce  que  le  premier  terme  du  reste  ordonné  contiendrait  la  lettre 
prîndpale  avec  on  exposant  plus  petit  que  celui  de  la  même  lettre 
dans  le  diviseur, 

Ainû  daoG  le  cas  ob  l'on  effectuerait  la  division  du  produit  ci- 
dessus  (n°  107]  par  le  multiplicande,  oa  serait  conduit  h  diviser  le 
terme  Sx'  par  x\  et  le  quotient  que  nous  regardions  comme 
imposable,  sicen'estenajoutant  une  fraction,  s'obtiendrait  de  suite 
sous  la  ftinne  entière    x  —  3  +  Sr-*. 
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HaïB  il  faut  bien  observer  que  ce  quotient  n'a  que  la  forme  en- 
tière et  n'est  qu'un  quotient  complet  contenant  une  fraction  ~, 

par  cûiuéguent  ce  quotient  ne  amstUue  pas  une  division  exacte  sui- 
Oant  la  définition,  autrement,  ce  n'est  pas  un  quotient  entier. 

Par  ce  pinccdii,  l'iuipossii)iliii''  menliuiinée  disparaît,  mais  il 
teste  à  savoir  si  une.  division  ptnirra  ouï  nu  non  s'effectuer  avec 
cette  admission  (l'o\posanls  uégalils  dans  le  quotient.  Pour  s'en 
assurer,  il  faudia  se  rppurlrr  m  il'  7ti  et  continuer  )a  division  jUB> 
qu'à  ce  que  l'on  s'apf.T^'uivu  que  la  division  ne  pourra  se  terminer. 
RÈGLE  GÉSÉRALE  POllM  OliDOSNER. 

109,  Les  notions  que  nous  avons  acquises  sur  les  exposants, 
nous  permettent  de  compléter  le  nnrniVo  et  rie  donner  une 
règle  générale  pour  ordonner,  qu'on  nu  liouve  point  dans  les 
traités  d'algèbre. 

On  peut  comme  nous  savons,  orilonncr  un  pelynriuie  par  rap- 
port à  une  lettre  et  par  rapport  aux  puissances  croissantes  ou  dt'i- 
eroîssantis  de  celte  lettre,  le  terme  qui  ne  contient  pas  la  lettre 
d'ordre  étant  considéré  comme  le  coeffi(»ent.âe  cette  lettre  d'ordre 
aOedée  de  zéro  pour  exposant.  S'il  y  a  pludenrs  termes  dans  le 
même  cas,  on  les  regarde,  au  moyen  des  parenthèses,  comme  le 
coefficient  polynôme  de  la  lettre  d'ordre  avec  zéro  pour  exposant. 

S'il  s'aj;it  d'ordonner  deux  polynômes,  ce  qui  est  le  but  ordi- 
naire de  cette  opération,  on  les  ordonne  p:n'  rapport  il  une  môme 
lettre  et  de  la  même  manière. 

S'il  y  a  plusieurs  Icnrics  qui  cniitifiiiitut  l;i  h  tlic  d'ordre,  on 
les  réunit  en  un  seul,  comme  cela  a  été  expliqué  n"  et  si  l'on 
veut  [surlonl  pour  la  division),  on  ordonne  ce  seul  terme  polynôme 
par  rapport  à  une  lettre  cmimune  anz  coefficients  de  la  lettre 
d'ordre  dans  l'autre  polynôme. 

Dans  le  cas  oii  l'on  voudrait  ordonner  par  rapport  à  une  lettre 
que  ne  contiendrait  pas  l'un  des  polynômes,  on  enferme  alors  ce 
polynôme  entre  parenthèses  et  on  le  considère  comme  multiplié 
par  la  lettre  principale  affectée  de  l'exposant  zéro,  il  en  résulte 
que  ce  polynûme  ne  contient  qu'un  seul  terme  par  rapport  à  lu 
lettre  principale.  Il  ne  reste  donc  qu'il  ordonner  les  termes  de  son 
ccedicient  dans  le  cas  ou  l'on  voudrait  aussi  oi-donner  les  coefli- 
cienls  de  l'autre  polynôme.    { Voir  n*  83.)  .  . 
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Qaant  aux  quantités  afibctéea  d'eiposanls  négetirs,  leur  préeence 
parmi  les  quantités  à  onioimcr  ne  préscnti:  aucune  iliHii'iillé, 

puisque  leur  rang  csl  t'wr.  npii  s  o  lles  alli  clivs  âi;  \'c>.pijs:wl  /6ro 
et  en  raison  invuist;  do  \uiiv  \  ak  ut  iib^dlur,  Èoit  que  ces  o\pi.b,iiita 
négatirs  soient  dus  ciitiurs  uu  dus  tracliuiis,  car  il  n'y  aura  ùvid^^m- 
ment  qu'à  trouver  ia  valeui'  de  chaque  exposant  fractionnaire, 
relativement  à  l'unité,  et  à  déterminer  ensuite  le  rang  do  ces  quan- 
tités d'après  la  valeur  que  nous  avons  attribuée  aux  quantités  po- 
sitives et  négatives. 
Ainsi,  dans  le  cas  où  l'on  ordonnerait  en  décroissant,  le  Iltuis 

qui  aura  ~  pour  exposant  de  la  lettre  d'ordre  sera  placé  avant 

le  terme  qui  aurait  —  i  pour  exposant;  de  même  celui-ci  serait 

placé  avant  celui  qui  aurait  —  ^  pour  exposant  et  après  celui 

qui  aurait   —  g   pour  exposant  de  la  lettre  principale. 

En  résumé,  pour  ordonner  un  polynAmo  contenant  toutes  es- 
pèces d'exposants  en  ayant  ^^ard  6  sa  lettre  d'ordre,  il  faut  réduire 
au  même  dénonrinateuf  les  exposants  rractionnaires  positif^  d'une 
part  et  les  exposants  fracUotinaircs  négatifs  d'autre  part,  en  faisant 
attention  que  les  termes  numériques  comme  ceux  qui  ne  con- 
tiennent pas  la  lettre  d'ordre  doivent  Être  regardés  comme  le  coef- 
flcienl  de  cette  lettre  avec  zéro  pour  exposant. 

D'après  cela  pour  ordonner,  par  rapport  à   a   le  poljmdnte 

a* — a'ê'c  4- 1  afc*  +  6<d'  +  a-'i»—  i6 — îa"'  +  So-'ô'c , 

on  l'écrira  comme  il  suit  : 

_  +  l  e'àa  +  (*V'  -  16)  -  2<i-'  +  [0'  +  3i"cK'. 

Ou  remarquera  que,  selon  l'usage,  nous  avons  mis  la  lettre 
d'ordre  a  à  droite  dans  cUaque  terme,  alin  de  mieux  la  distinguer. 

De  même    4<i'-f  3a'~a'  +  a— 44-a"'+a"  *~a-' 
nous  représente  un  polynâmc  ordonné  par  rapport  aux  puitisances 
décrtnssantes  de  a. 
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Ce  pdyndme  aurait  pu  Uto  donné,  comme  l€ul  autre  analogue, 
soDSlaforme  4o»+a  j _4— y'?' +3a'+i -f- 

"  vv 

et  l'on  comprend  que  pom  l'ordonner,  il  fsudrut  rameDer  les 
termes  fracÛonnaiies  à  la  forme  entièrcj  et  remplacer  les  nidi* 
eaux  par  des  exposants  fractionnaires  (n*  Iffit). 
Si  Yon  considère  le  polyDdœe 

2*0' ~  3tt(' —    +  a  +    — 7  +  Ja~ï + ar» — a"*  +  4<r* 

abstraction  faite  de  tout  signe  et  coetBcient  numérique  ou  algé- 
brique et  supposé  que  la  valeur  nuiîiérir[UG  de  la  lettre  d'ordre  a 
soit  po=ilhc,  ou  Iruuvera  que  Ii!s  lermes  siiivf.'nl,  non  sfjulr  iiiL'iit 
par  nipport  à  leur  exposant  de  la  Ittlre  principale,  une  {^radiilitiu 
toujours  dii croissante j  mais  qu'ils  prennent  aussi  une  valeur  dé- 
croissante quant  A  la  Icilrc  d'ordre,  ai  toutefois  la  valeur  positive 
de  la  lettre  ^'ordre  est  enlièi  e;  sinon  la  valenr  des  tenues  ir^  en 
croissant,  laiidis  que  les  exposants  seraient  en  décrdssant. 

Pour  s'en  assurer,  après  avoir  réduit  les  exposants  entiers  et 
linctiomiatres  au  même  dénominateur,  ou  se  rendrait  compte  de 
la  valeur  des  quantités  d'après  la  signiQcaiion  de  leurs  exposants; 
ainsi,  puisque  tout  se  réduit  à  considénir  la  valeur  absolue  de  ta 
lettre  d'ordre,  cA  l'on  suppose  cette  valeuc  endère,  on  trouvm  ai- 
sément que  le  cube  de  a  est  plus  grand  que  le  carré  de  a,  que  le 

carré  de  a  est  plus  grand  que  a^,  etc.,  si  l'on  a  changé  d'a- 
bord a'  en  a^,  a*  en        et       en  a",  etc.,  etc. 

Enfin,  si  In  lettre  d'ordre  avait  un  coeBîdent  polynâma,  onpour- 
raïl  également  ordonner  ces  coefQcieots  poljndmes  par  rapport  & 
mie  de  letirs  lettres,  comme  nous  l'avons  vu  lois  de  la  division. 
Ainsi  on  voit  que  les  deux  polynômes 
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sont  ordonnés  par  rapport  à  a  et  les  coefficients  par  rapport  &  b, 
le  tout  en  décroissant. 
.  On  voit  aussi  que  dans  le  premier  polynAme  le  coeffident  de  a, 
ontre  deux  autres  termes,  se  compose  de  deux  termes  en  A*  sa- 
TOt:  — (c — </)ù*  et  de  deux  termes  en  t^,  savoir:— net— m. 

QUELQUES  NOTIONS  SUR  LA  THÉORIE  DU  PLUS  GRAND 
COMMUN  DIVISEUR  ALGÉBRIQUE 

110.  La  méthode  pour  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur 
entre  deux  polynAmes  a  beaucoup  d'unntogie  avec  celle  qui  est 
enseignée  en  arithmétique  pour  les  nombres,  et  l'on  devra  y  avoir 
recours  si  l'on  n'est  pas  bien  pénétré  de  cette  théorie. 

Le  plut  grand  commun  diviuur  de  deux  polynôme*  entiert  ett  h 
poljfnôme  le  plus  grand  par  rapport  aux  coeffiàenti  et  aux  expo- 
lanlt  gui  divise  exoclemetit  Iti  deux  polgndmet. 

On  peut  remplacer  cette  définition  en  disant  que  :  le  plus  grand 
eammun  divitw  de  plmieurt  gwaUité»  algébrique*  entières  al  le 
frwivit  de  tout  lei  factewrt  prtnàen  lumiriques  ou  littéraux  cm- 
munt  à  ces  guantitia,  ces  facteurs  pouvant  élre  mondoiei  ou  pulj- 
nâmes. 

Il  est  facile  de  voir  la  ûmiUtude  qui  existe  entra  cet  énoncé  et 
celui  qui  est  donné  en  arithmétique.  (  Vov  Boubsoh,  Arithmk., 
p.  199.) 

Pour  abréger,  nous  désignerons  les  mots  plus  grand  commun  di- 
vtWHT  par  p.  g.  c.  d. 

Nous  dirons  aussi,  d'après  M,  Le  Fksiirg,  que  la  déDOininatioa 
de  p.  g.  c.  d.  ne  doit  point  faire  supposer  un  diviseur  réellement 
plus  grand  qu'un  autre,  et  que  l'on  doit  regarder  le  p.  g.  c.  d.  de 
plusieurs  qvuniilés  entières  comme  le  produit  de  tous  leur»  facteurs 
premiers  commmis,  mit  ninnériqiies  ou  littéraux. 

On  comprend  (juc  \e  /i.y.  c.  d.  ontre  deux  i^objm'juws  ne  /-eu!  être 
plus  grand  gue  le  plus  petit. 

Il  résulte  de  la  définiliou  du  p.  g.  c.  d,  que  l'on  pourra  l'oblenir,, 
quand  il  s'agira  de  plusieurs  monômes,  «n  cherchant  le  p.  g.  c.  d. 


C)  IHiar  ttra  bien  compttae.cattt  théorie  MdBSbanMHipdcdMaltoqH  usai 
rtunoni  pour  ana  anln  ptrtla. 
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dei  eoeffeimts  numériques  et  en  écrivant  à  ta  suite  de  ce  nombre 
trmui  chaque  facteur  littéral  commun  à  tous  les  monùmes  avec  le 
pin  petit  expotant  dota  il  est  affecté. 

On  obtieadra  très-facilement,  d'aprâs  ces  expliculions,  le 
p.  g.  c.  d.  entre  des  mnnOraes,  et  l'on  trouvera  que  iha'bd  est  le 
p.  g.  c.  d.  entre  H2a'A<iA',  lolrt'iV  et  70aW. 

En  effet,  si  l'on  divise  chacune  de  ces  quantités  par  14a'M,  il 
vient  8A',  Wb'd^  et  Biifirf  qui  n'ont  plus  de  diviseur  commun, 
considérées  toutes  à  la  fois;  ces  quantités  8A',  lliV  et  SuW 
conservent  d'ailleurs  entre  elles  le  même  rapport  qui  existait  avant 
cette  division  entre  H2a'WA',  154a'iV  et  70a'iV. 

Le  but  que  l'on  se  propose  généralement  est  de  trouver  le  po- 
lynAcne  entier  qui  divise  exactement  deux  pol^nAmes  donnés,  de 
telle  sorte  que  les  quotients  soient  premiers  entre  eux,  c'est-ï-dire 
n'aient  plus  aucun  facteur  commun. 

Le  polynâme  qui  peut  donner  ce  rétuUat  est  le  plus  i/rand  com- 
mun diviseur  de  ces  quanlilis,  lorsqu'elles  en  ont  un. 

Nous  allons  faire  voir  que  la  propriété  du  j>.  f/.  il.  est  de  don- 
ner des  quotients  premiers  entre  evx. 

Soient,  en  effet,  A  i;[  Il  les  lieu.t  polyuûziiL-s  (iuiiiies,  I)  le 
plus  grand  commun  diviseur,  A'  et  B'  les  quotîpnts,  on  aura, 
d'apr^  h  définition  de  la  division  : 

.    A  =  A'.D    et    B  =  B'.D. 

Si  les  quotients  A'  et  B'  avaientencoreundiviseurcommun  d, 
il  en  résulterait  que  rfxD  diviserait  exactement  les  deux  po- 
lynômes et  ce  serait  un  diviseur  plus  grand  que  D  évidemment; 
mais  alors  d'après  la  définition  D  ne  serait  plus  le  p.  g.  c.  d,.  1 1 
ce  serait  dxD  q\n  scr.nit  vérilalilniicnt  le  |i.  t;-  c.  d. 

Donc  une  quantité  ne  peut  Un  un  plus  grand  commun  ilivi- 
seur  si  elle  donne  des  quotients  qui  aient  encore  un  facteur 
commun. 

Prenons  nn  exemple  : 

Soit  le  polynôme         a^— s*  représenté  par  A 

et  x* — x'(*        représenté  par  B. 

Supposons  pour  le  moment  D  égal  à  a;  +  >  et  soient  les 
quotients 

(  i* — xH  +  xx*  —  i*  =  A' 


18S 


ËLËUENTS  d'aL&ËBRE. 


Alors  A  =  A'.D  se  change  en 

x*  —  a' =  («•  _  a^j  +  aa* — .  (a; + 1) 
et  B=B'.D  denent 

Si  nous  soupçonnons  maintenant  que  les  qnotirnls  A'  et  B'  aient 
encore  an  fiicteur  commun,  nous  pourrons  nous  en  assurer  par  la 
divîuon  entre  les  deux  polynâmes.   (  Voù-  n*  1  li.) 

TonteTois,  sans  effectuer  cette  opération,  on  peut  chercher  s'il 
n'existe  point  un  autre  fad^^ur.  Or  si  l'on  ne  peut  pas  déterminer 
immédiatement  en  diviseur,  on  peut  du  moins  resserrer  dans 
une  certaine  limite  le  nombre  des  diiispurs  que  l'on  peut  es- 
sayer. 

Encffol,  A'  et  B'  ne  sont  pas  divisililcs  par  a;  ou  par  a  en  par- 
ticulier, piiisijue  ces  facteurs  n'entrent  point  dans  tous  les  termes 

(n-  bi). 

B'  ne  jicnl  divisi^r  A'  n  cause  ilc  l'exposant  1  de  x  plus  fort 

que  dans  A';  el  A'  n<'  in-ul  ilhlM-v  le  liim'        li.  LMr  n'esl 

pas  divisible  par     (u"  7:i;. 

A'  vt  B'  ne  ^ont  pas  divisibles  par  une  quantité  numérique,  et, 
d'après  ce  qui  a  été  dit,  ne  peuvent  être  divisées  que  par  iino 
quantité  contenant  les  lettres  communes  il  ces  deux  polynômes, 
c'est-à-dire  alors  par  des  puissances  do  œ-\'Z  ou  de  x — z  ou 
de  — x-±:i;  ce  qu'il  y  a  de  mieux  à  faire  est  donc  d'essayer  la 
division  p;ir  ces  quantiti's  à  leur  première  puissance;  par  exemple, 
si  nous  divisons  par  x  —  nous  obtenons  un  quotient  enlierj 
ce  qui  nous  fait  voir  que  A  el  B  sont  <ii\isilik's  par  x-\-z 
et  aussi  par  x  —  s  et  que  ces  di!u\  divis-'ius  cDlreui  comme  fac- 
teurs dans  chaque  polymlme  donné;  donc  |i  n'élail  pas  le  p.  g. 
c.  d.,  c'est-à-dire  qu'il  n'est  point  égal  à  x-^z,  mais  bien  à 
(^~h  £)X{3;  —  s),  puisqu'il  n'y  a  pas  d'autre  facteur-commun 
qui  divise  les  deux  polynAmes,  les  quotients  étant  x*  -}-  2*  et  x*. 
(Voir  n-  m.) 

On  aurait  pu  reconnaître  que  la  division  devait  être  tentée  par 
*~^)  en  observant  que  le  polynôme  A  est  la  difiérence  de  deux 
puissances  semblables  et  par  conséquent  divisible  par  x  —  s 
(n-  83);  de  plus  dèsl  'origine  on  pouvait  voir  que  A  était  divis'djla 
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pur  {x-\-z){3: — s)  ou  a;*  —  ;';  car  x*  — peutAtre  re- 
gardé comme  la  différence  des  canés  tic  deux  quantités  x'  et  s* 
(n-  S8). 

111.  La  théorie  du  p.  g.  c.  d.  repose  sur  !ps  principes  suivants 
vus  en  arithmétique  :  Le  p.  g.  c.  ti.  de  dcix  noMbrt's  cnlàrs  cun- 
lim  caiiimi:  fuiilnurs  Imj^  h'n  diviici-rs  /Kiiiicidicrf:  commun-:  a'..c 
duu:  nombre,  cl  ne  j.eiit  i-enfi:rmer  d'uulrvs  faclfjrs. 

Et  le  p.  g.  c.  tl.  de  deux  nombres  entkrs  esl  le  même  que  celui 
oui  existe  entre  le  vlus  oelil  nombre  tt  le  reste  de  ladimsion, 

ISous  nous  sommes  appuyé  sur  ces  prmcipes  dans  le  numéro 
précédent  pour  lirer  la  conséquence  que  (i  +  s)  (x~s]  divi- 
sait A  et  B.  nous  le  démontrerons  lors  de  la  théorie  complète  du 
plus  grand  commun  diviseur.    (2'  partjc.j 

112.  Démarques.  1"  On  ne  clmnqe  rien  au  p.  g.  c.  d.  de  deux 
gvantitcs  lorsque  l  on  muluulie  oh  divise  l  une  d  elles  pnr  une  quan- 
ti  q  i  I  ^  1  facteia- cm' 
mun  mrvenlle  dn'.n, 

Cela  resuite  évidemment  du  premier  principe  n'  tll. 

S'  Ije  changement  de  signe  dans  une  de  cet  quaiaiiés  n'apporte 
<atem  càaagment  dms  teur  divueur  emmm,  pourvu  que  l'on 
change  en  même  temps  tous  les  signes  de  celte  quantité. 

n  est  évident  que  si  une  quantité  est  dwistùle  par  une  autre,  elle 
Test  indépendamment  des  signes,  ainsi  — d'Ac  est  divisible  par  àe 
on  —  6c,  il  en  est  de  même  pour  les  polynAmes,  toute  la  diffé^ 
rence  consiste  dans  les  signes  du  quotient, 

L'mililé  di:  la  M;cuiitli!  leiiiarque  peut  disparaître  en  considérant 
le  nioiiùaie  uu  poh  iiùmR  comme  multiplié  par  —i,  lorsqu'il  est 
besoin  de  changer  les  signes. 

Quant  à  la  première  observation,  on  voit  avec  la  même  fai^ilé 
que  ffi  l'on  multiplie  ou  divise  une  quantité  ab  par  d,  cela  ne 
changera  pas  le  facteur  commun  a  qu'elle  a  avec  une  autre 
quantité  ac. 

Il  n'en  serait  plus  de  mÔmc  si  l'on  multipliait  ab  par  c,  car  le 
diviseur  commun  a  deviendrait  ac  qui  ne  divisait  pas  a/i  et  ac. 

113.  On  en  déduit  cette  conséquence  Irts-ulile  dans  la  l  ecber- 
cbe  du  p.  g.  c.  d.,  que  l'on  peut  vwlliplicr  ou  diviser  l'une  des  deux 
qmnlilÉs  considérées^  par  telle  grandeur  que  l'on  voudra,  pourvu  que 
(S  nombre  OU  grondeur  ne  soit  point  diviseur  de  l'autre  quantité 
si  n'oit  aucun  facteur  commun  avec  elle,  et  ensuite  que 
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Si  l'oD  s'aperçoit  dans  lo  coars  des  divinons  successives  çue  le 
dieidende  ou  le  divùear  ait  wt  facteur  commun  à  tous  tes  termes 
quitte  toit  point  facteur  daiu  l'autre,  non-seulement  on  pourra, 
mais  souvent  on  deora  !e  supprimer.   (  Voir  n'  H6J 

H4.  Pour  trouver  le  plus  grnnd  fommun  diviseur  do  deux 
polynOmes,  il  faut  commencer  par  supprimer  dans  tous  les  deux 
l«6  facteurs  monAiDes  commiins  b  tous  les  termes  de  chaque  poly- 
nôme en  particulier. 

Si  et!  fiicleur  monômf!  'itii  divise  les  deux  lenues  fie  l'un  des 
polynômes  nvait  un  faciciii'  cmuniun  incc  le  fiiclcur  niuiiôme  qui 
divisu  les  termes  du  l'iiutrr  polynôme,  il  l'imrtiait  meltrci  do  rûlé  ce 
fncleur  conunun  conune  faiiiinl  ùviiioiiinii  nl  piulii;  dn  p.  g.  c.  d., 
car  il  est  olair  qu'on  divisant  tous  ks  ti'iuii's  pur  un  ruflour  qni 
coiilient  lui-même  nn  facteui'  couuniiii  à  l  autie  iiulynùmo,  on 
supprime  un  facteur  faisant  partie  du  facteur  commun  appelé  le 
p.  g.  C.  d.,  et  cela  conirairement  au  précepte  n"  J13. 

Après  celte  «ipprestion.  Il  faut  ordonner  les  deui  polynAmes 
par  rapport  A  une  même  lettre,  et  les  préparer  de  manière  à 
rendre  possible  la  division  entre  les  deux  premiers  termes  de 
chaque  polynôme. 

On  divise  ensuite  la  quantité  qui  contient  la  lettre  principnio  avec 
le  plus  liant  exposant  par  l'antro  [dans  le  cas  où  l.i  Icllie  d'ordru 
seriiit  atleclée  du  mSme  exposant,  on  iii  eniirail  poui'  ili\isi;uv  ci'liii 
des  polynômes  que  l'on  voudrait],  et  1  on  coDlinuc  la  div  i..ioii  jus- 
qu'à ce  que  l'on  nb!ieriiift  un  reste  de  degré  moindre  que  le  divi- 
seur) on  suppnme  dans  ce  reste  les  facteurs  monômes  ou  poly- 
nômes que  peuvent  ronrermer  les  coefficients  des  diverses 
puissances  de  la  lettre  principale;  puis 

On  prend  ce  reste  pour  diviseur  (le  second  polynôme  qui  était 
le  diviseur  devenant  le  dividende)  et  l'on  continue  comme  d'abord. 
Si  la  division  ne  se  fuit  pas  exactement,  on  prend  à  son  tour  le  reste 
obtenu  pour  diviseur,  aprts  avoir  opéré  dessus  comme  cela  a  été 
expliqué  pour  le  premier  ri-sîe,  et  le  divisr  ur  préri'deiil  di'vioiit  le 
dividende;  on  continue  ainsi  jusqu'il  ce  qne  l'on  olitienne,  si  cela 
se  peut,  un  quotient  exact,  et  alors  le  dernier  diviseur  est  le  plus 
gnmd  commun  diviseur;  ou  bien  on  opère  jusqu'à  ce  que  l'oa 
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obtienne  un  testa  indépendaot  de  la  tell»  i»itioipale>  ce  qui  indi- 
que que  les  deux  polynAines  n'ont  point  de  commun  diviseur  ou 
qu'ils  sont  premiers  entre  eux,  h  moins  qu'ils  n'aient  un  facteur 
indépendant  de  le  lettre  d'ordre,  que  l'on  n'aurait  pas  découvert 
rians  le  rommpn cément  de  l'opériilion. 

A  iioiivclh;  divisiod  il  faut  qui:  le  diviili^iKie  et  Ir  divi- 

sem-  soient  orduiiDoà  vl  pivparùs  conveiiablemciil.) 

£n  résumé  on  divise  la  plus  grande  quantité  par  la  plus  petite;  si 
la  division  se  fait  exactement,  la  plus  petite  est  le  p.  g.  c.  d.  cher- 
ché; ai  l'on  a  un  reste  et  qu'k  la  fin  la  diviuon  ae  base  esadement, 
le  dernier  diviseur  est  le  p.  g.  c.  d.  chèrcbé  ;  dans  ces  deus  cas 
on  effectue  la  division  sur  les  polynâmes  donnés  au  moyen  do  ce 
commun  diviseur  et  l'on  remplace  les  polynômes  donnés  par  les 
quotients  trouvés,  car  alors  on  a  deux  quantités  qui  sont  dans  le 
mt^me  rapport  que  ces  poIynAmes,  ce  qui  est  le  but  proposé. 

US.  La  règle  ci-dessus  est  basée  eut  les  m&nes  oonsidérations 
qu'en  arittimé tique;  les  applicalions  suivantes  font  vmr  comment 
on  doit  l'employer. 

!•  Trouver  le  p.  g.  c  d.  entre  bmc-^bmx  et  cx  +  a^,  on 
bien  réduire  è  sa  pins  simple  expression  la  fraction 

Avec  un  pea  d'attention,  on  verra  que  l'on  peut  obtenir  le  r^ 
Eoltat  voulu  sans  la  règle,  et  qu'il  suffit  d'opârer  comme  nous 
f  avons  enseigné  u'  89,  car 

et  de  môme  bmx+baic^bmic  +  x). 

Par  conséquent  c-f-ar  est  le  p.  g.  d.  commun  cherché  et  — 
rsl  la  fraction  réduite  à  sa  plus  simple  expression,  car  les  deux 
termes  n'ont  évidi'mtnent  aucun  fadeur  commun. 

Le  p.  g.  c.  d.  des  deux  termes  de  la  fraction   

s'obtiendrait  avec  la  même  facilité. 
*.  Soit  proposé  de  trouver  le  p.  g.  c.  d.  entre 

—  36'-i-a»  — «'*  +  3oô  et      — Sai+W- 
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Ces  denz  pidyntoiec  n'ayant  sépirément  aucun  Acteur  commun 
k  tons  leurs  termes,  nous  les  ordonnons  par  rapport  à  d  et  les 
^posons  commo  pour  la  division. 

a'ô+  3ûi'—  36'   j   a^  —  ^b  +  ib* 
i"  ittte«...  +      —    ab*  I   a  + 

i-  Mts  m»  diiiMUi.....         +        —  tW 

DBuziiKB  oriluiion. 

— 8oft+46*-  I    a—  b      ...„  p.  K.  I.  dltimu. 
.  — 4ai  I  a—ib" 

Ô 

Nous  dirisons  le  polynôme  qui  contient  a  avec  le  plus  fort  ex- 
posant par  l'autre,  ce  qui  donne  a  pour  premier  terme  et 
■40*6  —  oé' —  34'  pour  premier  ri;s le. 

Ce  rorto  est  divisible  encore  par  le  diviseur  et  nous  donne  +** 
pour  second  terme  du  qnolient,  mais  le  reste  I9nb'—-i9b*  n'ett 
plus  divi^ble  par  le  diviseur;  c'est  pourquoi  nous  appelons  ce 
second  rate  un  premier  reste  non  divisible. 

Parle  second  principe  (n'IH),  il  résulte  que  puisque  le  second 
poIyciAme  ne  divise  pns  le  premier,  s'il  y  a  un  p.  g.  C.  d.  ce  SOI»  le 
m^mc  que  celui  qui  existe  entre  ce  reste  et  le  poIynOme  qui  > 
servi  de  diviseur,  et  nous  sommes  condnîts  à  diviser  «*— BaH"*** 
pur  ID,(^'  — 19*'. 

CpIIo  division  in' jifuf  nvnir  lini,  puisque  le  prpmier  terme  du 
diviseur  cniilicnl  une  Icllre  qui  n'enirc  point  dans  Ir'  premier  tcrjiie 
du  dividende;  mais  nous  remarquerons  que  19n6'  — 106'  étant 
équivalent  à  (a  —  A]106',  il  y  a  un  facteur  commun  196'  aux 
deux  ternes  du  diviseur  qui  n'existe  pas  dans  le  dividende  et  que 
nous  devons  le  supprimer  [n*  t13);  nlore  il  ne  rrsie  plus  qu'à 
diviser  le  second  polynôme  par  a  —  6,  ce  qui  donne  un  quefienl 
exact  a  —  iè;  d'où  nous  concluons  que  a  —  b  est  le  p.  g-  c,  d- 
clierclié. 

On  peut  donc  etl'ccluer  cette  division  sur  les  deux  polynômes 
pour  s'.is.smrr  si  les  quotients  sont  premiers  entre  eux.  Or  cette 
diviiiim  donu.;  les  quotients  a*+36'  et  a  —  46  qui  n'ont  aucun 
diviseur  commun. 
.    116.  BounDOEi,  auquel  nous  avons  emprunté  une  par^  de  celte 
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théorie,  nous  signale  un  cas  qui  se  présente  lorsque  l'on  ordonne 
les  mêmes  polynfimes  par  rapport  à  6. 
iïolre  prcmiÈre  opération  est  de  diviser  le  polyndme  ordonné 

—  3t'+3oi'  — a'6  +  a'    par.  \b*  —  Sab'\-a\ 

La  division  parait  impossible  h  cause  des  doux  premiers  termes, 
car  36*  n'est  pas  divisible  par  ib',  mais  on  y  arrive  en  opérant 
comme  il  suit 

— I2i'-f  12ai'—  4rt'i+  W  I  46'— Sai-f-  a' 
1"  Hstc  non  dïTisiblP...  —  3ab'—    a'b  \  — 3ft, — Sa 

iTauniiiiiipi.pi[4...  — 12aô' —  ia'è-^-iGa' 

î-nswnondUlittto...  — 19a'fi+19a' 

OEDZiiHB  orâtATiorr. 

—  ab         I  —ib  +  a 
Ô 

Pour  remédier  à  cet  euipédiement  nous  avonsrecours  au  n°  1 IS, 
et  comme  il  Tant  multiplier  le  coeffident  3  par  un  nombre  qtii  le 
rende  un  mulUpte  de  i  co^cient  du  premier  terme  dans  le  divi- 
senr,  nous  voyons  que  4  serait  un  facteur  qui  amènerait  ce  résul- 
tat; alors  consrdùnint  qu'il  n'est  point  farleitr  de  tans  les  termes 
du  diviseur  et  (jn'il  ne  ronlieiit  nueiiu  faclfliir  commun  h  ces  ter- 
mes, nous  pouvons  niulliplier  tout  le  dividende  par  4,  ce  qui 
donne  le  dividende  que  l'on  voil  ci-dessus. 

La  division  amène  le  premier  reste  — 3o6'  —  a'Ô-|-4a'  qui 
n'est  point  divisible  par  le  diviseur  à  cause  du  coeflicient  3  de 

—  3ab'  qui  n'est  point  divisible  par  le  coeflicient  4  du  premier 
terme  du  divîsenr;  nous  multiplions  i^ors,  par  le  même  motif  que 
tout  &  rbenre,  ce  raie  on  dividende  par  4,  ce  qnî  donne  le  divi- 
dende —  i2«6*  —  4a*i  +  l6a*  que  l'on  divise  par  le  môme  di- 
viseur; le  quotient  est  —  3a  que  nous  séparons  de  l'antre  terme 
par  une  virgule,  comme  n'étant  pas  le  second  terme  du  quotient 
du  premier  dividende  par  le  diviseur;  car  on  a  multiplié  le  resie 
qui  en  provenait  par  4,  et  par  conséquent  si  l'on  multipliait  le  di- 
viseur par  les  deux  termes  —  3fr  et  —  Sa,  on  trouvemit  un  pro- 
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[luit  plus  fort  que  — 12i'  +  ISati'  —  Aa^b-^-ia',  surtout  si  l'on 
y  joignait,  comme  on  le  doit,  le  reste  —  19a'ft +  i9a';  la  virgule 
SL'it  k  indiquer  que  le  reste  précédent  D'à  pu  éire  divisé  ssds  pré- 
paration et  iait  voir  que  l'on  ne  s'occupe  pas  d'une  division,  mais 
de  la  recherche  d'un  g.  g.  c.  d. 

Ce  dernier  reste  n'étant  pas  diviùble  par  le  divisenr  à  caijae 
de  l'exposant  de  b  dans  son  premier  t«rme  qui  est  plus  petit  que 
celui  de  la  même  lettre  dans  le  premier  terme  du  diviseur,  noua 
devons  prendre  pour  dividende  le  diviseur,  le  retle  devenant  le 
diviseur. 

Mais  on  voit  que  le  premier  terme  ib*  n'est  pas  divisible  par  le 
premier  Ifrnie  — )9(ii'  du  diviseur,  tant  parce  que  le  coeffi- 
cient i  iiVsl  pas  divi.silile  par  que  p;u-  ce  motif  que  le  premier 
Irrme  i/i'  ne  contient  pus  la  k'ttre  a'  du  di\iseiir;  il  fiuit  donc 
multiplier  tout  le  dividende  par  19o',  mais  cela  n'est  permis  que 
si  i9a'  n'est  pas  facteur  de  tous  les  termes  du  diviseur,  et  c'est 
en  effet  ce  qui  arrive,  puisque  — i9a'6  +  19a'=  l9o'(— o] 
(n°  ;  nous  n'avons  donc  d'autre  ressource  que  de  supprimer  ce 
facteur  19a'  (a"  112  et  113),  ce  qui  conduit  k  la  seconde  opéra- 
tion qui,  se  fusant  exactement,  nous  indique  alors  que  -—à-i-a 
ou  o  —  A  est.le  p.  g.  c.  d.  entre  les  deux  polynômes  donnés. 

BouRDon  enseigne  également  un  procédé  pour  abréger  l'opéra- 
tion lorsque  l'exposant  de  la  lettre  principale  est  dans  le  dividende 
plus  grand  d'une  ou  plusieurs  unités  que  dans  le  diviseur. 

ScoLiE  I.  Nous  avons  une  preuve  par  celte  application  de  la 
nécessité  de  supprimer  les  facteurs  communs  à  tous  les  termes  da 
dividende  ou  du  diviseur;  car  si  nous  n'euBSions  pas  supprimé 
dans  le  diviseur  le  facteur  commun  19a*,  nous  n'aurions  pu  coor- 
tinuer  l'opération,  ou  bien  nous  aurions  introduit  dans  le  divi- 
dende un  factenr  qui  ne  devait  pas  j  entrer;  d'où  il  serait  résalté 
que  nous  aurions  trouvé  qu'il  n'y  avait  point  de  commun  diriseur 
ou  que  nous  en  aurions  trouvé  un  compliqué  d'un  factenr  qui  ne 
devait  pas  en  faire  partie. 

ScoME  II.  S\  l'on  efl'cctue  la  division  par  a  —  b  sur  les  deux 
polyn^imes,  on  obtient  les  quotients  n'  +  3i'  et  a  —  ià  qui  sont 
premiers  entre  eux,  comme  cela  doit  être  (a'  iiO), 

Sans  entrer  dans  toutes  les  considérations  à  ce  sujet,  on  peut 
s'assurer  de  ce  résultat  ;  car  ces  quotients  n'ont  pas  même  un  seul 
factenr  commun  considérés  sépaiémesl;  en  ^i^,  tu»  qautïté 
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quelconque,  telle  que  a*  4*  3^*)  i^'^^l  divisible  que  par  J  ou  par 
elle-même,  ce  qui  constitue  une  quantité  première,  on  bien  elle 
est  diriaible  par  une  quantité  indépendante  de  ses  lettres,  0*6814- 
dîre  par  une  quantité  numérique,  ce  qui  n'est  pas  le  cas  ici,  on 
bien  encore  elle  est  divisible  par  une  quantité  en  fonction  de  Ees 
lettres  telle  que  ±  a  +  6,  qui  est  le  facteur  le  plus  simple  qu'on 
puisse  prendre. 

Or  la  division  par  une  des  quanlitf^s  ±a  d:b  ne  peut  avoir  lien 
nou  plus  évidemment,  (/'oir  n"  325,  principe  9.) 

117.  La  division  est  toujours  le  moyen  de  s'assurer  si  le  fkclenr 
par  lequel  on  niuUiptie  ou  divise  l'un  des  polynômes  n'est  point 
fiu^r  de  l'autre. 

Ainsi  dans  la  supposition  où  le  rette  d'nne  divinon  entre  deux 
poIynAmes  aurait  donné 

6â  I  a  + 

—  10c  1  —me 

—  5c» 

et  que  le  diviseur  fût 

2a«  _  56  [  a  —  12i' 
-j-  9c  I     +  8*c 
+  le' 

pour  continuer  l'opération  il  faudrait,  en  prenant  ce  diviseur  pour 
dividende  et  le  reste  pour  diviseur,  mulliplier  le  nouveau  divi- 
dende par  66  —  10c,  afin  que  le  premier  terme  2a'  fût  divisible 
par  [6fi — iOc)n;  toutefois  à  cause  du  coellicipnt  2  il  suffirait  do 
multiplier  le  dividende  par  36  —  Gc;  mais  011  ne  doit  faire  cette 
mulliplication  que  si  ce  facteur  no  multiplie  pas  le  diviseur,  et  le 
moyen  de  s'en  assurer  est  de  faire  celte  diviuonqui  donne  pour 
quotient  exact  2<i-f-36  +  c;  nous  ne  devons  pas  alors  multiplier 
le  dividende  par  3b  —  5c,  mais  nous  mettroiis  le  diviseur  sous 
la  forme  (34— »c)x{2ffl-|-3ô-j-c). 

(On  aurait  pn  s'assnrer  du  f^t  eo  divisant  sealemeot  le  second 
terme  {9i*  — 196e— 8c»)  par  36  — Be.) 

Maintenant  on  remarquera  que  ce  facteur  36  —  5e  n'entre  pas 
dans  le  dividende,  parce  qu'étant  indépendant  de  la  lettre  a,  il  fau- 
drait (n'  82)  que  ce  facteur  divisât  tous  les  coefDcienls  du  divi- 
dende, ce  qui  n'est  pas,  puisque  le  premier  terme  Sa'  de  ce  divi- 
dende ne  peut  être  divisé  par  un  UnAme. 
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Nous  ponvons  donc  supprimer  le  fRctem  Ba  duB  la  diri- 
Hur  et  faire  la  divisioD  entre  le  <Uvidende  considéré  et  âa-t-364-<> 
Os  obUent  Is  quotient  exact  a  —  U  4*  ^  Bt  l'oa  condnt  que 
Sa  -}-  3&  4*  c  est  le  p.  g.  0.  d.  entre  deux  polynAmei  dont  nous 
ne  connaissons  qu'un. 

Pour  nouvelle  application  proposons-nous  de  trouver  le  p.  g.cdi 

entre  Zbcg  4-  ZOmp  +  J8ic  +  '6mpq 

et  Uad  ~  Ifgq  ~  iify  +  Wç. 

Après  avoir  ordonné  ces  deux  polynAmes  par  rapport  à  la  lettre 
g  qui  leur  est  commune,  puis  rcmarijué  qu'ils  n'ont  séporiment  au- 
cun facteur  monôme  commun  h  tous  leurs  fermes  et  qu'ils  sont  du 
même  degré  par  rapport  à  la  lettre  d'ordre,  nous  sommes  libres 
alors  de  prendre  pour  dividende  celui  des  deux  qui  nous  fera 

Prenons  par  exemple  la  second  comme  dividende  et  posons 


La  division  n'étant  pas  possible  à  cause  du  coefficient  du  pre- 
mier terme  du  dividende  qui  n'est  pas  divisible  par  celui  dii  pre- 
mier terme  du  diviseur,  il  faudrait  multiplier  tout  le  dividende 
par  Sic  -{-  Slip  après  nous  Être  assuré  d'abord  que  cette  quantité 
ne  divise  pas  le  diviseur  lui-même.  Or  en  essajant  cette  division 
sur  le  coefficient  iSbe  -f-30  mp  du  dernier  terme  ou  en  décom^ 
posant  ce  coefiïdent  en  ses  fadeurs,  on  trouve  que  3bc  4-  Stn/) 
est  facteur  de  tout  le  diviseur  qui  équivaut  à  (3fic-(-SiH/))  (9+6)  ; 
mais  le  dividende  ne  renfermant  pas  le  premier  de  ces  facteurs, 
nous  pouvons  le  supprimer  et  diviser  alors  le  dividende  par  g-^-Q, 
comme  on  le  voit 

lealfc....  0  riâcT^^^l/J 

le  qtiolicnt  est  obtenu  (suotemeot,  donc  q-^Sesl  le  p.  g.  c.  d. 
cberché- 

A  ia  théorie  f^éaérale  du  p.  g.  e.  d.  <m  venaunejuitre  manière 
de  trouver  ce  plus  grand  commua  diviseur. 
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ilQi  Wam  temdiHroiis  cet  article  en  répétant  qne  l'oo  doit 
presque  toujours  supprimer  les  fiicteurs  qui  sont  commDiu  aux 
lernies  d'un  polynôme  sans  l'fitre  &  tous  les  termes  de  l'autret  car 
il  est  clair  que  ces  facteurs  ne  font  pas  partie  du  p.  g.  c.  d. 

Ainsi  il  est  évident  qne  les  deUx  iertUes  de  f"".?^  auront  le 
même  p.  g.  c.  d.  que  pi-^p- 

Notre  observation  s'applique  à  quelque  fadeur  que  ce  soit  et 
an  quantités  mtmflmes,  arà  l'on  ne  supprime  point  ces  racteors 
au  commencement  de  l'opération,  il  Tant  finir  par  là.  Ainsi  soit 
proposé  de  trouver  le  p.  g.  o.  d.  entre  ia'—ab  et  ca*-\-nu?, 
nous  posons 

+  m  I 


c'est-à^ire  qu'après  avoir  ordonné  les  deux  quantités,  nous  n'ayons 
point  supprimé  le  facteur  0  +  ifi  dumonfime  (fi'-f-mlaS  qni 
évidemment  ne  divise  pas  les  termes  du  dividende. 

Mais  alors  la  division  est  impossible  entre  le  dividende  et  le  di- 
viseur si  nous  ne  multiplions  pas  le  dividende  par  c-f-m,  ceqtA 
nous  est  interdit,  puisque  c  +  in  est  facteur  de  tout  le  divisent, 
c'est-à-dire  du  seul  terme  qui  compose  le  diviseur;  nous  sommes 
donc  linalempnt  obligés  de  supprimer  ce  facteur  e  -J* 

Ceci  fait,  OH  divise  —  ab  par  a',  ce  qui  donne  pour  reste 
—  06;  alors,  a  cause  de  l'exposant  de  a  trop  faible,  nous  pre- 
nons o*  pour  dividende;  maïs  a'  n'est  pas  non  plus  divisible 
par  — ai  à  cause  de  b  que  ne  contient  pas  le  dividende,  et 
il  ne  nous  est  pas  permis  Bon  plus  de  multiplier  a'  par  b, 
puisque  b  est  fadeur  de /ouf  le  diviseur  —ab^  cequiexigela 
suppression  du  bcteur  b  eommtm  Bndiviseiuiiieii^iiirrtquine 
divise  pas  le  dividende. 

Finalement  OB  trouve  a  pourp.  g.  c.  d. 

RÉFLEXION  SUi!  LES  ritlNCIPES  DE  LA  DIVISION. 

im.  Nous  avons  vu  que  l'on  pouvait  effectuer  la  division  des 
pglynAmes  sans  les  ordonner,  mais  à  la  condition  de  prendre  da 
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pBrt  et  d'autre  les  termes  affectés  du  plus  haut  ou  plus  faible  expo- 
sant de  la  même  lettre. 

Nous  alluns  faire  voir  que  si  l'an  divisait  sans  ordanner  et  sans 
eette  précaution,  on  ne  pourrait  jamais  cfTectuer  une  division  pos- 
ùble,  à  moins  que,  par  hasard,  dans  les  divisions  partielles  le  di- 
vidende elle  diviseur  se  IrnuvAsscnl  ordonnés. 

Soit  îofr  +  d'  +  fi'    à  diviser  par   é  +  a. 

Nous  pourrons  faire  les  opérations  suivantes  : 

2a6  +  a'  +  6'    I  b  +  a 

-a' -fi'    i  2a— û'ft-' 

En  divisant  ainsi  le  premier  terme  du  dividende  par  le  premier 
du  diviseur,  sans  aucune  autre  préparation,  nous  introdiùsons  évi- 
demment dans  le  quotient  des  termes  qm  ne  peuvent  donner  un 
quotient  exact;  car  déjà  le  second  terme  — a*b~*   étant  égal  à 

—  —,  nous  présente  une  fraction  qui  ne  peut  faire  partie  d'une 

division  exacte;  cependant  en  continuant  d'opérfir,  on  pourrait, 
par  hasard,  introduire  un  terme  p^ireil  de  signe  contraire,  ce  qui 
l'annulerait;  mais  si  le  dernier  reste  n'était  pas  ordonné  avec  le 
diviseur,  on  retomberait  dans  les  mêmes  circonstances;  à,  an 
contraire,  on  a  soin  d'ordonner,  on  pourra  obtenir  une  division 
exacte  mal  commencée,  si,  toutefois,  elle  est  susceptible 
donner  ua  quotient  entier. 

Continuons  donc  la  division,  k  partir  du  second  reste,  que  nous 
ordonnons  avec  le  diviseur  i 

fcMrtn*.-..-..         n'fr^+i"    I  a  +  b 

-«;+;;  I  a-r'-a+r 

«iuIAb*  terta   +  OÙ  -f-  6' 

Cela  nous  donne  les  trois  termes  du  quotient  qui,  réunis  aux 
deux  autres  obtenus,  se  l'éduiseut  après  la  réduction  à  a-\-d, 
quotient  exact. 

ScouK  I.  Dans  la  division,  le  but  étant  (d' 69)  d'obtenir  un  quo- 
tient entier,  «l'on  se  proposait  de  i&v'aet  deax  quantités,  il  fau- 
drait  toujours  prendre  pour  dividende  celle  qui  aurait  le  plus  Tort 
exposant  de  la  lettre  prindpale. 
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Si  les  deux  quantités,  que  dous  supposerons  é  ire  des  polynômes, 
contenaient  une  ou  plumeucs  mëmeslettres  avec  le  même  exposant, 
on  onlonDerait  pu  rapport  &  une  autre  lettre.  D'ailleurs  on  choi- 
sirait préférablement  pour  dividende  celui  qiâ  contiendrait  le  pins 

de  termes. 

Si  les  polynômes  ne  contenaient  pas  toutes  les  mêmes  lettrés, 
il  serait  inutile  d'essayer  la  division  par  celui  qui  contiendrait  la 
Iclire  non  commune  (n*  67). 

Et  enfin  dans  l'Jiypothèse  ob  les  deux  polynAmes  renferma» 
raient  le  même  nombre  de  termes  et  les  mâmeslettres,  nous  nous 
appuierions  généralement  sur  cette  considération  que  deux  poly- 
nômes de  même  dogré  et  conienant  les  mflmes  lettres  ne  peuvent 
tire  divisibles  l'un  par  l'autre  qu'autant  qu'ils  sont  entièrement 
Èombldbles,  ou  diffèrent  par  un  coefficient  numérique  convenable. 

Ainsi  Ifla'fic — 5cd  nu  peut  être  diïisibleque  par  i9a'bc — 5crf 
qui  contient  la  lettre  d'ordre  a  et  toutes  les  autres  lettres  avec  le 
même  exposant; 

De  même  fia'6 — ic  n'est  divisible  que  par  3a'6— 2c  ou  par 
lui-même. 

Et  ponr  (Uviser  l'un  par  l'aulr»  27aW— 9a'6e — lîfe+4c' 
et  3b— c 

On  verra  de  suite  que  le  diviseur  ne  peut  ^Ire  que  36 — c,  etque 
s'ily  a  un  quotient  entier,  il  ne  peut  venir  que  do  la  division  des  coef- 
ficients du  premier  ordonné  par  rapport  à  n  et  divisés  pur  3b — c. 

ScOLiB  II.  TatUe  division  conduit  à  une  fraction  algébrique, 
d'âprës  la  définition  ii^87;  ainsi,  quoique  a'c"  divise  par  ae 

donne  tin  quotient  entier,  on  dit  nâmmoiiu  que  —  est  une 
fraction. 

Cest  pourquoi  l'on  doit  toujours  Ucber  d'effectuer  les  simplifl- 
calions  sur  les  fractions  que  l'on  t«icoatre,  puisque,  lors  même 
qu'il  n'en  résulte  pas  un  quoUent  exact,  cela  donne  du  moins  uns 
expression  pins  iadle  b  apprécier. 

En  nous  servant  des  règles  connues,  on  trouvera  alors  que 
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,  donne  —  ^ 

1  —  ni 

Par  le  même  moliF,  on  a  aussi  —  a'x.a'^'  =  —  o". 

Ces  opérations  Tuitfs,  ainsi  que  les  autres  qui  sont  indiquées,  on 
peut  supprimer  le  dénominateur  commun  1 — ab  qui  euste 
dans  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  la  fraction  donnée,  et  U 

reste  — j — ^  qui  équivaut  à  ~ — - — ^=6. 

l'on  ebt  posé  — a'ô  —  fi  =  —  6(1 -{-a')  comme  on  le  pou- 
vdt,  il  n'aurait  pas  été  possible  de  supprimer  le  facteur  1  -{-a* 
dans  le  numérateur  et  en  mâme  temps  le  facteur  — 1  —  a'  dans 
le  dénominateur,  car  ce  ne  sont  pas  deux  focteurs  égaux;  maïs  la 
division  de  i+a'  par  — 1— a>  aurait  donné  ~1  pourquo- 
aent,d'oh  ~bx-l=b. 
OatloUTWait  encore  que  26^^  (,~3^  ~"  W  ^  3" 

Le  fecteur  entre  parenthèses  équivaut  à     

SiJ-Sc— 3c  3(~c 
ou  _jr_  

Tout  consiste  alors  à  multiplier  par  ,  dont 

lai«0dutest  4. 


CHAPITRE  III. 


DES  ËQUÂTIONS. 

l&O.  Le  but  prindpal  de  l'algèbre,  ainsi  que  de  toute  antre 
partie  des  malhématiques,  est  de  trouver  la  Taleur  des  quantités 
inconnues. 

On  parvient  à  ce  résultat  en  examinant  attentivement  les  ^mi- 
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fion»  ou  problèmsi  h  résoudre  et  en  se  servant  des  données  ou  guan- 
tilh  connues  qu'ils  doivent  contenir,  pour  arriver  à  la  connaissance 
des  gwtntilét  cherehies  ou  quantités  inconmes. 

IBl.  n  est  donc  cécessaire,  pour  qu'une  question  puisse  fitre 
réK^ue  par  l'algèbre,  qu'elle  ronferme  toujours  dans  son  énoncé, 
■oit  explicitement,  soït  implicllemenl,  un  certain  nombre  de  con" 
ditîons  qui  permettent  de  saisir  les  rapports  ou  relation*  qui  exis- 
tent entre  les  quantités  donniet  ou  connues  et  les  quantitéi  cher'- 
cliécs  ou  inconnues  qui  y  sont  liées [  InlgÈbro,  ainsi  que  nous 
l'avons  dit,  doone  la  facilité  de  découvrir  ces  relations  qui  peu- 
vent toujours  se  traduire  par  une  e^^n/iV^  appelée  ^^uafion,  dans 
laquelle  les  quantités  connues  et  inconnues  sa  trçqvent  combinées 
les  ttpfis  »vflc  les  sutres  d'une  manière  plus  oa  moins  ocnnidiquée, 
selon  la  difBcullé  de  la  question. 

C'est  à  exprimer  algébriquement  ces  rapports  et  à  en  déduire 
une  ou  plusieurs  équations  que  tendent  les  efibrts  de  celui  qui  a 
UD  problème  à  résoudre,  car  ce  prei^ier  résultat  obtenu,  la  reste 
n'offre  que  peu  de  difficulté.  La  plus  grande  est  donc  de  saisir  dans 
l'énoncé  ou  dans  la  nature  de  la  question  les  rapports  qu'il  y  a 
entre  les  quantités  connues  et  les  quuntités  inconnues.  Cette  fa- 
culté do  l'esprit  s'acquiert  p:ir  le  rdisonnumeut  et  la  pratique. 

La  condition  d'exprimer  cIilikiui  des  riipporls  par  une  équation 
peut  être  satisfaite  par  um  si'ulf  li-^k:  138},  miiis  l'upplication 
en  est  plus  ou  moins  facile,  selon  les  questions,  la  capacité  et  l'ha- 
bitude de  celui  qui  doit  résoudre  ces  qucsiions. 

Quant  à  la  résolution  elle-même  des  équations,  c'ett-k-din 
quant  au  moyen  d'en  obtenir  la  valeur  des  quantités  Inconnues,  il 
exige  plusieurs  règles  qu'il  csl  nécessaire  de  connaître,  et  pour 
cela,  nous  allons  donner  quelques  expUcalioBS  prélimiUDiieB. 

1S8.  Lorsque  deux  quitutités  ont  même  valeur  et  qu'on  les 
réunit  ou  sépare  en  interposant  le  signe  d'égalité,  cela  constitue 
une  égalité.  II  en  est  de  même  lorsque  l'on  peut  démontrer,  en 
eiïectuant  les  calculs  indiqués,  que  deux  quantités  sépurées  par  le 
signe  d'égalité  ont  des  valeurs  égales;  ainsi  {3x  —  1}(2j;  —  2)  = 
6j;'  —  8.C  4"  ^  égalité,  parce  que,  en  effectuant  la  multi- 

plication de  fU  — 1  par  3r — 2,  on  trouve  peur  produit 
6^"  — &r  +  2. 

Si  les  deux  expresrions  ne  contenaient  que  des  quantités  oon- 
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nués,  ce  serait  encore  une  égalité;  telle  est  l'expression 

7—0+10=1;. 

Si  a,  fr,  c  et  (/  sont  quatre  quantités  co[iniies  qui  soient  en 
proportion  géométrique,  il  en  résulte  a  :  6  cid,  d'oii  footire 
l'éf^lité  ad=èc. 

La  totalité  des  quantités  qui  sont  à  gauche  du  signe  =  forme 
ce  que  l'on  appelle  le  premier  membre,  et  ce  qui  est  à  droite  forme 
le  second  membre;  ainsi,  dans  l'égalité  ci-dessua  ad  est  le  pre- 
mier membre  (*). 

L'égalité  prend  le  nom  d'éguation  quand  les  expressions  réunies 
parle  signe  d'égalité  renferment  une  ou  plusieurs  inconnues  et 
que  l'on  ne  peut  vérifier  cette  égaillé  qu^près  avoir  détenniné  la 
valeur  de  ces  inconnues. 

Ainsi    Sx  —  3  =  estime  équation,  parce  qu'il  n'y 

a  pas  égalité  entre    Sj:  —  3  et  ,     mais  elles  peuvent 

devenir  égales  en  donnant  à  x  la  valeur  3. 

Si  les  deux  membres  d'une  égalité  sont  égaux  évidemment  et 
exprimés  de  la  même  nianièrc,  cela  coiistitUQ  ttne  identité;  aii>^i 
6  =  6,  a:'  —  4  =  a;' — 4,  sont  des  identités. 

On  donne  également  le  nom  d'identité  k  une  égalité  dans  la- 
quelle OD  voit,  sans  effectuer  les  calculs,  que  les  deux  membres 
■ont  les  mêmes;  ainsi  on  dira  que  {a-i-(i)*  =  a*-^iab-\-^ 
um  identité,  parce  que  l'on  sait  que  le  cairéde  a-i-b  est  égal  i 
la  quantité  contenue  dans  le  second  membre  (n'  S?]. 

De  môme  .■îx6  =  2x*  +  10  sera  une  iilonlilé,  parce  que 
l'on  voit  que  silc--.  (ipérations  iniliquét's  étaiiîiit  flluctuécs,  un  aurait 
une  identité.  (  I  wV  n'  HHj. 

En  résumé,  l'équation  suppose  qu'il  y  a  des  quantités  inconnues 
h  trouver  et  que  cea  valeurs  seront  telles,  qu'en  les  substituant  i 
la  place  des  lettres  qui  les  roprésc  nient,  les  équations  deviennent 
des  idenlités;  mais  dans  la  pralique  on  ne  s'astreint  pas  h  la  défi- 
nition rigoureuse  et  l'on  confond  souvent  l'équation  avec  l'égalité- 


(*)  Il  j  a  uultlolï  du  égamit  qui  n'en  ont  rdelluneot  qae  le  nom.  Co"" 
n*  1630 
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Les  quantités  connues  on  données  se  diatinguenl  des  tnronnves 
suivant  ce  qui  r  été  dit  au  n°  i. 

125,  On  partage  les  équations  en  équations  numériques  et  en 
équations  littérales;  les  premières  sont  celles  qui  oe  contiennent 
les  inconnues  que  combinées  avec  des  nombres  quelconques  en- 
tiers ou  f^ctionoaires  ou  fractions;  les  âquations  littérales  sont 
celles  ofa  les  quantités  connues  sont  représentées  par  des  lettres; 

tellessont   ^ — p=tta?-^q  et  ^  oi* -j- ô  =  ia:^  —  c-f6. 

Les  quantités  a,  b,  c,  m,  p,  g, ...  sont  supposées  représenter 
des  quantités  connues. 

Les  deux  membres  d'une  égalité  peuvent  être  quelconques,  mo- 
nômes, ou  polynômes,  numériques  ou  littéraux,  etc. 

Une  équation  peut  renTermer  une  ou  plusieurs  inronnups. 

Quand  ces  inconnues  n'y  entrent  qu'à  la  pracuiiTe  puissjnci', 
l'équation  est  dite  du  premier  degré,  et  en  géuiiinl  lo  dr^r.;  de 
l'équation  est  déterminé  par  l'exposant  le  plus  fort  do  l'inconnue 
on  des  inconnues;  dans  ce  dernier  cas,  si  les  inconnues  se  trou- 
vent dans  un  même  terme,  alors  elles  sont  fadeurs,  el  le  degré  de 
l'équation  est  marqué  (n°  18)  par  la  jomme  des  exposants  des  in- 
connues, prise  dans  le  ternie  où  cette  somme  est  la  plus  grande; 
linsi 

i'  =  û;    x'+i/  =  b;    xy  =  c:    et   x'+3py'  =  a^ 

sont  des  équations  du  second  degré,  si  l'on  ne  suppose  que  x  et  >/ 
d'inconnues- 

De  même  x'  =  a;  xif=^b:  xiiz  =  c':  /jx;/' ^  %~d* 
sont  des  équations  du  troisième  degré,  dans  1  hvpollicsfl  que  a,  b, 
c,  d  ci  q  sont  connues. 

faut  observer  que  dans  cette  définition  du  degré  d'une  équa- 
tion, on  suppose  qu'il  n'y  a  point  d'inconnues  en  dénominateur; 
s'il  y  es  avait,  on  n'apprécierait  le  degré  qu'après  l'évanouissement 
des  dénominateurs. 

Ainsi    2:^  +  ^  =  ®  est  du  second  degré,  car  cette  équation 

équivaut  à    &c'  -f  3  =  3to. 

Par  un  motif  analogue,,  une  équation  contenant  une  inconnue 
affectée  d'un  exposant  négatif  serait  du  dt^ré  qui  résulterait  après 


m 
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que  oette  incoiiDiie  aurait  été  oiisa  tona  fonno  de  finctim,  et  que 

l'on  aurait  Tait  ensuite  disparaître  le  dénominateup; 

il  est  clair  que     Jr— 4jr'=ia    équivautà    Sï  — 1=12 

et  est  du  second  degré. 

En  général,  1g  degré  d'une  éqnalion  ne  s'évalue  que  lorsque 
l'équation  ne  renrerme  que  des  incoimues  affectées  d'exposant; 
euliers  et  positifs. 

Lorsqu'une  question  est  posée,  on  emploie  ses  ^orts  à  détermi- 
ner au  moyen  d'une  ou  plusieurs  équations  la  valeur  de  l'inconnua 
ou  des  inconnues  qui  satisfont  è  (oiitcs  les  conditions  de  l'énoncé, 
on  bien  l'on  prouve  que  le  problème  pst  impossible  ;  les  questions 
que  Von  comidére  m  aliji'hm  ton!  celli'S  rjni  peiireid  dimntr  des 
égvalioia. 

Résoudre  une  équalion,  c'est  délerminer  les  valeurs  des  incon- 
nues ou  de  l'inconnue,  qui  élant  mises  dans  ces  équations  à  k 
place  des  inconnues,  peuvent  rendre  les  deux  membres  égsoz  et 
donner  une  identité  (n*  129:). 

Une  inc(mnue  peut  avoir  plusieurs  valeurs;  chaque  valeur  de 
l'inconnue  qui  remplit  les  comlilions  ci-dessus  &it  une  solulion  de 
l'équation. 

Quand  il  y  aploBieuTS  inconnues,  on  peut  obtenir  plusieurs  sys- 
tèmes de  valeurs  des  inconnues,  chague  système  fonne  aussi  we 
aotutim  de  t'égualion. 

On  peut  donc  vérifier  les  valeurs  des  inconnues  en  les  substituant 
dans  les  équations,  et  faisant  les  calculs  indiqués  daqs  les  deus 
membres  de  chacune  d'elles;  si  l'on  obtient  uoe  identité,  on  dit 
que  les  équations  sont  satisfaites  ou  vérifiées. 

Deux  ^nations  sont  équivaientet  ou  rentrent  Tune  data  l'autre, 
lorsqne  toutes  les  valeurs  des  ioconnaes  qui  satisfont  à  l'une  satis- 
font à  l'autre,  ét  réciproquement, 

124.  Une  équation  est  résolue  lorsque  l'on  est  parvenu  à  lais- 
ser toute  seule  l'inconnue  dans  un  membre,  et  i  n'avoir  dans 
l'autre  membre  que  des  quantités  connues,  car 

une  quantité  égale 

&  des  quantités  connues  cesse  d'ôtre  inconnue.  - 

Si  les  quantités  connues  sont  représentées  par  des  lettres,  l'équa- 
tion devient  une  formule  (n*  20)  qui  peut  servir  à  résoudre  pou^ 
aiiiM  dire  mécaotquenowt  toutes  les  questions  analogues. 

Ainû  soit  imposée  oetl«  aimple  question  : 
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la  tttmiM  d»  dfux  nombm  at  61 ,  leur  diffémtee  ett  IB  ;  on  dt' 

mande  gueU  sont  ces  nombret. 

Pour  y  t'épondre,  nous  deroiu  chercher  h  établir  une  liaiton  ou 
rdiiiion  entre  les  nombres  connus  donnés  et  ceux  qui  nous  sont 

Si  le  [iliis  pclit  ûcf:  doux  nomliresétait  connu,  il  est  clair  que  l'on 
coniiailniit  lt^  plus  ^i-tiad  en  y  ajoutant  la  différence  IS. 

D'upiès  ci'la,  dtisigiions  par  le  pluBpetit  nombre,  le  plusgrand 
sera  x+iH;  Irul- somme  sera  x-f'l^'f'iN  OU  2x-|- JS>  piaia 
par  l'énoncé,  cette  somme  bit  61,  donc  nous  avon3  l'égalité  oa 
équation  cherchée  en  posant 


Or,  ri  Sx+jS  Tant  61,  Sx  tout  seul  ne  vaudra  que  61 — 1$ 
on  46,  et  par  conséquent  x  ne  sera  égal  qu'à  la  moitié  de  M,  donc 


Le  plus  grand  des  deux  Douibres  est  alors  23-f-15  ou  38j 
enellut,    23  +  38=01    et    38  —  23  =  15. 

question  est  résolue,  mais  la  solution  x=^i3  n'est  pas  une 
formule,  parce  qu'elle  ne  nous  domiera  pas  la  réponse  à  la  mépie 
question  dans  laquelle  on  prendrait  d'autres  nombres  que  61  et  15. 

a  n'en  sera  plus  de  même  si  nous  résolvons  cette  même  qiies> 
tion  d'ane  manière  générale. 

Soit  alors  a  la  somme  de  deux  nombres,  et  boU  b  leur  différem». 

Pour  trouver  ces  nombres,  en  raisonnant  comme  d-^Jessus,  nous 
anroDS 


Sai!+ 45  =  61. 


d'où 


X 


puis 


le  plus  petit  nmbn, 
le  jduM  grmi  ; 
ix~a — b,  etenfiu 


_a~b_a  b 
'~    2    ~2  2 


valeur  du  plia  petit  mmtre. 


Le  plus  grand  des  deax  nombres  sera  alors 


._a 
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On  obOent  cette  valeur  en  remplaçant  x  par  sa  valeur  trouvée. 

Les  deux  équations  x  =  —^  -  et  x=^-^^  sont  des 

formules,  parce  qu'elles  nous  disent  les  opérations  à  faire  dans 
toutes  \cs  qiipsljons  semblables  ;  car  on  voit  que  pour  avoir  le  plia 
petit  nombre,  il  faudra  prendre  la  moitié  de  la  somme  des  deux 
nombres  diminuée  de  leur  différence,  et  que  pour  avoir  le  plus 
grand,  il  faudra  au  contraire  prendre  la  moitié  de  leur  somme 
augmentée  de  leur  différence.   (  Voir  n°  1S6.) 

Celte  application  conlirmc  ce.  quo  nous  avons  dit  en  roniincnçant 
sur  l'algèbre  et  nous  en  fait  voir  l'utilité  ;  on  peut  donc  la  consi- 
dérer comme  une  maniire  particulière  de  s'expi-imer  au  moyen  de 
lignes  gui  nous  }iermeltent  de  suivre  avec  plus  de  facilité  et  de  slm- 
pl&ité  l'enrhument  des  idées  dans  les  raisonnements  que  Vm  fait 
pour  arriver  à  la  tolùtion  ePune  question. 

ISS.  Dans  la  résolution  d'une  question,  11  y  a  deux  ehoses 
prindpales  à  Taire  ;  la  première)  c'est  de  représenter  convenable- 
ment Ids  quantités  connues  et  inconnues,  de  trouver  et  d'éUiblir 
Ws  n'Iulions  qui  existent  entre  elles  h  l'aide  dus  signes  algébriques, 
et  Je  les  arranger  de  manière  à  avoir  une  équation  ou  jiliisleurs 
équations,  selon  que  l'exige  le  problème  ;  c'csf  ce  qu'on  appelle 
metlre  ie  problème  ei<  t/jnniion. 

La  seconde  chose  à  faire,  cVsl  de  résoudre,  au  moyen  de  règles 
fixes,  les  équations  obtenues,  ce  qui  exige  diverses  transforma- 
tions que  noua  allons  bientôt  examiner  ;  mais,  nous  le  répétons,  la 
mise  en  équation  est  l'opération  la  plus  difficile,  parce  qu'elle  varie 
selon  les  questions.  Quelquefois  l'énoncé  vous  fut  voir  de  suite 
l'équalinn;  d'autresfoiSjiirautdémélerdansrénoncéles  conditions 
qui  permettent  d'en  déduire  une  équation;  dans  d'autres  cireon- 
slances,  ce  ne  sont  plus  les  conditions  de  l'énoncé  que  l'on  consi- 
dère, mais  des  conditions  que  l'on  peut  regarder  comme  des  con- 
séquences des  premières  et  dont  on  se  sert  pour  établir  l'équation. 

lljC,  Il  est  essentiel  do  noter  la  propriété  de  l'égalitéi  propriété 
évidente  d'ailleurs,  de  n'être  pas  altérée  lorsqu'on  opère  de  la 
même  manière  sur  les  deux  membres,  c'est-à-dire  que  l'on  peut 
ajouter  à  ses  deux  membres  ou  en  retrancher  utie  même  quantité 
sans  que  l'égalité  cesse  d'etister,  et  qu'il  en  est  de  même  si  l'on 
muttif^  ou  divise  ses  deux  membres  pur  iino  même  quantité. 
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Soit,  par  eiemple,  l'égalité  x=a+b,  il  en  résulte  également 

X  -i-m  =  a-\-b-i-m     et    x  —  m  =  a  +  b  —  m 

oa  mx  =  ma'\'mo      et  —=———, 

ScoLiH.  On  doit  toutefois  remarquer  que  le  principe  cesserait 
d'être  e\act,  quant  aux  équations,  si  La  quantité  par  laquelle  on 
mulli  pliera  il  ou  diviserait  était  nulle  ou  infinie,  ou  si  cette  quantité 
contenait  l'inconnue  ou  les  inconnues;  on  effet,  sans  entrer  dans 
tous  les  détails  (a°  182],  nous  pouvons  faire  voir  ici  que  si  l'on 
multiplie  par  zéro  les  deux  membres,  on  annulera  l'équalioa  et 
changera  la  valeur  de  x;  car,  soit  x  =4,  en  multipliant  par  lito, 
il  vient  xXO  =  -lxO  ou  0  =  0,  et  la  valeur  1  de  x  avant  la 

mullipiicalion,  devient  ^  (n°  179].  il  en  serait  de  môme  pour  l'inrrni. 

Si  l'on  multiplie  par  une  quantité  contenant  l'inconnue,  ou  sim- 
plement si  l'on  multiplie  par  l'inconnue,  on  s'expose  à  trouver  des 
valeurs  qui  ne  conviendraient  ps  à  l'équation  donnée;  de  môme 
si  l'on  divise  par  l'inconnue,  on  peut  ne  pas  trouver  autant  de 
valeurs  que  l'équation  en  comporlo. 

Ainsi  l'éqtiation  3x  —  4=5  admet  la  solution  x  =  3;  si  l'on 
multiplie  l'équation  par  x  —  2,  on  aura  ('ix — 2)=b(i— 2), 
équation  qui,  outre  x  =  3,  donne  x='î,  valeur  qui  ne  con- 
vient pas  à  l'équation  donnée.   (  Voir  n"  293  et  398.) 

Uk  divîdon,  au  contraire,  supprimerût  év idemntent  une  valeur. 
Ces  résultats  sont  une  conséquence  de  prinupes  que  l'on  verra 
plus  tard,  et  proWennent  de  ce  que  la  multiplication  par  une  in- 
connue élâvele  degré  de  l'éqnation,  tandisque  k  diviùon  l'abaisse. 

CoKouAiRs  I.  Puisqu'une  égalité  n'est  pas  troublée  qnand  on 
opère  de  la  même  maniËre  sur  les  deux  membres,  il  en  r^ulte  que 
l'en  peut  ajouter  ou  soustraire  membre  à  membre  plusieurs  igalitét, 
et  que  le  résultat  sera  toujours  une  égalité. 

On  peut  de  même  multiplier  ou  diviser  plusieurs  égalités  membre 
à  membre,  car  c'est  en  réalité  multiplier  chaque  membre  ou  le 
diviser  par  une  même  quantité.    (Voir  n'  %iO.) 

CoAOLLiiRB  II.  Si  une  quantité  entre  comme  facteur  dans  les 
deux  membres,  on  pourra  supprimer  ce  fixteur  data  l'équation, 
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puitqae  cela  mùnf  à  diviser  In  dam  m^ntrei  par  tau  mAm 

quœilité.  Cela  simplifie  les  calculs. 

127,  On  peut  aussi  cbangcr  les  signes  de  tous  les  termes  d'une 
équation,  car  cela  revient  à  multiplier  les  deux  membres  par  — i  ; 
et  !q  changement  sî^'nes  qui  en  résulte  n'amène  qu'un  mâilie 
changement  de  signes  dans  les  valeurs  elles-mêmes;  si  l'onal'ëga- 
lité  —  7  4-  8  +  4  =  —  9  +  U,  en  changeant  les  signes  OD  a  une 
Butreégalité  7— 8— 4=g  — 14.    ( Koi'r n- 199.) 

tiQD&TIONS  DU  PREHIEtt  DEGRâ  A  DUE  INCONHim. 

19d.  Llncosnue  peut  se  trouver  mêlée  avec  des  quanUtés  con- 
nues en  plusieurs  manîires  :  1*  par  addition  ou  saustractioDj 
2"  par  addition,  soustraction  et  mullipUcation;  3*  par  addition, 
soustraction,  mulliplication  et  divisionj  comme  dans  l'éqoation 
j«+7— 3=«+3;  4*  et  enfin  par  tin»  an  ploiieurs  de  ces 
opérations,  eomme  dans  —  =  3. 

D'nprÈs  celte  composition.  In  résolulion  d'une  (équation  du  pre- 
mier degré  réclame  assez  souvent  l'emploi  des  deux,  transforma- 
tions suivantes  :  ta  transjmidon  des  termes  d'un  membre  dam 
f  autre,  et  l'fyauouisttment  des  dénaminateurs. 

Soit  donc  à  résoudre  l'équalion  x  +  5=H  —  x,  c'est-i- 
dire  trouver  la  valeur  nucncrique  A'x,  qui,  substituée  dans  l'équa- 
tion, en  fasse  une  idenlilé. 

Il  faut  alors  (u°  ii-i)  lâcher  d'obtenir  seule  l'inconnue  dans  UD 
membre  ;  c'est  habituellement  le  premier  dans  lequel  on  la  met. 

Ajoutons  X  à  chaque  membre,  ce  qui  est  permis  (n°  130j.  il 
viendra  à  cause  de  la  réduction   âx-f-  ii  =  ll• 
Ilet^anchousmainteuaQt^  dans  les  deux  membres,  nous  auront 


'ix=  11—5=6; 
et  »  l'on  divise  par  S  les  deus  membres,  il  vient 


Eu  effet 


3-f  SsU— 3 
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exécutées,  on  peut  voir  que  le  terme  x  du  second  membre  de 
l'équation  dotinéc,  qui  était  négatif  et  en  avait  dispsri),  se  retrouve 
dans  le  premier  membre  avec  le  signe  positiT,  et  que  de  même  le 

terme  -f-  5  est  passé  du  premier  membre  dans  le  second  avec  le 
signe  —  contraire.  Cela  ayant  toujours  lieu  dans  de  pareilles  cir- 
constances, on  en  déduit  celle  règle  : 

12a.  Pour  faire  passer  m  terme  quelconque  d'un  membre  dont 
foutre,  il  faut  transporter  ce  terme  dans  l'autre  membre  avec  un 
iigne  contraire. 

Ainsi,  en  général,  si  l'on  a  x±m=sn,  on  en  conclut  que 

Kaumotn.  Il  résulte  de  %  ainsi  que  nous  l'avoua  dit  n>  127, 

que  l'on  peut  changer  les  signes  de  tous  les  termes  d'une  équa- 
tion sans  la  troubler,  puisque  cela  revient  à  faire  passer  tous  les 
termes  du  premier  membre  dans  le  second,  et  réciproquement. 

Nous  remarquerons  aussi  que  toute  équation  qui  donne  une  va- 
leur pour  l'inconnue  est  vérifiée  par  cette  valeur,  et  que  si  dans 
une  équation  l'on  change  les  sigm  s  de  rincoimue,  on  obtiendra 
une  valeur  différenlc  qui  vérilU'ra  la  nouvelle  équation  ;  d'où  géné- 
ralement on  peut  poser  une  équation  telle  qu'elle  vous  vient  à  l'es- 
prit, et  l'on  trouvera  une  valeur  pour  l'inconnue  qui  vérifiera  oeHe 
équation.    (Foi>n"16i  et  m.) 

130.  Proposons-nous  maintenant  de  résoudre  l'équ^ion 


Cette  opération  pourrait  se  faire  comme  on  l'a  vu  n*  138,  mats 
ptntr  ta  commodité  des  calculs,  on  a  Vusage  de  supprimer  tes  dino- 
minateurs. 

Pour  obtenir  ce  résultat  sans  troubler  l'égalité,  il  faut  faire  l'opé- 
ration analogue  à  celle  do  l'arithmétique  lorsque  l'on  réduit  les 
fractions  au  même  dénominateur,  c'est-à-dire  nous  multiplierons 
chaque  terme  par  le  multiple  le  plus  simple  de  tous  les  dénomina- 
teurs, ce  qui,  d'après  cette  règle  de  l'arithmétique,  conduit  à  avtûr 
tous  termes  entiers  aprfa  la  snppresùon  des  dominateurs  égaux. 
Puisque  tous  les  termes  sont  multipliés  par  une  même  quantité, 
l'égalité  a'est  pas  troublée,  eA  la  valeur  dè  l'inconnue  ne  sera  pas 
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changée,  car  il  ne  faut  pas  oublier  que  si  l'on  a  x^a,  on  atm 
mx=:tRa  qui  donnera  en  résumé  la  m&ne  valeur  pour  x.  {Voir 
n- 131  et  133.) 

Revenons  &  notre  équation:  le  plus  petit  multiple  étant  ici  13, 
sons  multiidierons  les  deux  termes  de  par  3  (quotient  de  13 
par  4,  dénominateur  de  la  fraction],  ce  qui  donne  ^x,  dont  la 

valeur  est  la  m^me  que  celle  de   ^x;    nous  muUiiilieroiis  de 

même  le  lerme  — 7  par  en  considérant,  si  l'on  veul, 

—  7  comme  égal  à  —  ~;    et  ainsi  de  suite  pour  les  autres 

termes,  ce  qui  donne  finalement 

9        84        S0«  ,   3  ,  ^. 

«'^-12==— ïr  +  Î2 

dont  tons  les  termes  ont  la  même  valeur  que  cpux  de  la  proposée. 

Maintenant,  à  nous  supprimons  les  dénominateurs,  cela  revient 
à  multiplier  tous  les  termes  par  i%  ce  qui  est  permis  et  ne  chan- 
gera pas  la  valeur  de  l'iaconnue;  nous  aurons  alors  à  opérer  sur 

9x—Si=—Sl>x+3,  commédanslen'lSS, 

et  il  nent  itx  +  iax=:3  +  U 

on  (9  +  20)x=;87 

ou  2ar  =  87 

et  enfin  «  =  ^  =  3  valeur  cherclm. 

V^niunoK.  Cette  valeur  3  satisEait  à  l'équation,  car  si  on  rem- 
place dedans,  x  pai  cette  valeur,  on  a  l'identité 


2*  Soit  à  résoudre  l'équelion   6  —         =  2  +  ^* 
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Noos  changSTons  cette  éqnatioa  m  uno  antie  é^foiealeme  qol 
n'ait  pas  de  dénomiDatea»,  ce  qui  évidemment  Bons  donnen 

7i — («  4. 3) .  3  =  a»  +  4 .  (M  —  te). 
En  effectuant  les  calculs  indiqués,  on  a 

72  —  3»— fl  =  Î4  +  84  —  &r. 
La  lianspositioa  noua  doute    — 3x+8«=24+&i— Ti-f  9, 
la  rédaction  pioddt         8»  b  ut, 
45 

et  divisant  parSona    x=-g-  =  9. 

Pour  vérifier,  od  remplace  a;  par  9  dans  l'équation  proposée 
etfon  a  l'identité 


T  Soit  Péguation  5- 


4  étant  le  multiple  le  plus  simple  des  déaomiuateurs,  nous  bi- 
sous disparaître  les  dé  Dominateurs  en  multipliant  convenablement 
tous  les  termes  par  4  ou  par  le  quotient  de  4  divisé  par  leur  déno- 
minateur; on  obtient  ainsi  l'équation  équivalente 

20  — (x  +  l)  =  5+2(12  — 33:). 
131.  Avant  d'aller  plus  loin,  nous  répéterons  notre  observa- 
tion du  n*  9i  sur  le  signe  qui  précède  une  traction  surtout  lorsque 

c'est  le  signe  —,  par  conséquent  le  terme  revenant  i 

— ^ —  ^,  après  la  suppression  du  dénominateur  qui  enlevait  anssl 
le  traîl  de  division,  il  était  nécessaire  d'indiquer  par  des  paren- 
thèses que  le  terme  —  — se  cliangenit  en  —  on  au- 
rait pu  également  se  dispenser  des  parenlhèses  en  effectuant  de 
EQÏte  le  changement  de  sigaei  nous  insistons  sur  cela,  parce  que 
tfest  une  erreur  à  laquelle  on  est  sujet  dans  les  commenoeiDents. 


GoiUiou(»u  maintenant  nos  opérations,  l'équation  drdMHi  M 
changera  évidemment  en 

20— a:  — 1=5  +  24  — &e; 

d'où  —  aî  +  &r  =  5  +  2i  — 20+4 

qui.aprësrédnotioajdodae  SiEsid, 

et  enfin  x  =  ^=i, 

valeur  d'x  que  l'on  peut  vérifier. 
4*  Soit  l'équation  littérale 

fc       a  aô     6'      a"  • 

Noua  supposons  qu'il  n'y  a  que  :r  d'inconnue,  et  noua  catnmah 
çons  par  faire  disparaître  les  dénominateurs  en  multipliant  cfaaqw 
terme  para'6'  quieaile  plus  peliC  multiple  de  tous  les  dénonùna- 
leurs  (n°  90),  ce  qui  donne  d'abord 

b  a      '  "    oi  i'      '     a'  ■ 

On  v(dt  que  nous  n'opérons  pas  tout  à  fait  oomme  dans  les  m 
précédents  et  conformément  au  n*  90,  car  nous  aurions  dfl  mul- 
tiplier tes  termes  fractionnai rt s  et  les  ternids  onliers  considérés 
comme  ayant  1  eo  dénominaleur  par  lequoiiuiil  de  a'b^  divisé  par 
chaque  dénominateur,  et  ctlectuer  o'ite  muilijilicatiuQ  en^uitu  sur 
le  miniêraieur  et  le  dénominateur  de  cliaquL'  Iprini';  niMis  nous 
avons  modifié  noire  procédé  afin  de  f;iirc  voir  qu'il  no  faut  pas 
s'aslrcindre  rigoureusement  aux  règles,  pourvu  que  le  lésullat  soil 
le  mâme  et  en  vertu  de  principes  admis.  Or,  en  multipliant  tous 
les  fermes  par  mous  avons  fait  une  chose  permise,  et  spiii 
cette  opération  effectuée,  comme  de  juste,  sur  le  seul  Dumérateor, 
nous  voyons  que  l'on  peut  faire  disparaître  les  dénominateurs  qui 
s'y  trouvent,  puisque  dans  chaque  terme  il  est  au  plus  égal  i  un  des 
facteurs  pareils  qui  entrent  dans  le  numérateur.  (Voir  n*  13S.) 
Et  en  efi^  ti  nous  simplilîonB  (n°  67)  il  vient 


GHAPnBE  m.  lOfl 
qui  ne  ctnAlenf  plus  de  dénomiDateurs.  La  transposition  nous 
donne  ensuite 

Haintenaot  il  nous  faut  iii]  avoir  l'inconiuie  x  seule  dans 
un  membre,  et  nous  obtiendrons  ce  résultat  au  moyen  des  paren- 
thèses, en  mettant  en  évidence  le  facteur  commua  x,  ce  qui  donne 
{1a*b*m — <i&<n)3;=:16(i6*  —  etc.,  comme  d-dessus.  EtenSo di- 
visant les  deux  membres  par  ia'H'm  —  ab'n,  on  a 
_  lftj&'  —  W6'  —  g'c'n  +  ISy 


On  pourrait  vérifier  cette  valeur  d'à;,  mais  ce  serait  un  peu  long. 

ScoLiE.  Si  l'équation  donnée  avait  eu,  je  suppose,  pour  dénomi- 
nateurs les  qiiantilés  n,a-|-i,n'  —  à' et  n  —  à,  il  aurait  suffi 
pour  supprimer  les  dénominateurs  de  mtilliplicr  tous  les  lenties 
par  a[a'  —  fi'),  parce  que  ce  fadeur  est  divisible  par  tous  les  dô- 
noninateurs  dont  il  est  le  plus  simple  multiple. 

B-  Soit  Vitpuaùm       1  +  ^=^  +  1- 

Nous  faisons  disparaître  les  dénominaleure  en  prenant  18  pour 
le  plus  petit  multiple  des  dénominateurs,  ce  qui  nous  conduit  à 
multiplier  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  chaque  terme  par 
le  quotient  de  18  divisé  par  te  dénominateur  du  terme  sur  lequel 
on  opâre  et  donne  pour  équation  équivalente 

La  transpoùtîon  et  la  réduction  amènent  — 39:s=26,  et  divi- 
sant par  le  coefficient  ~  39  (n'  49],  on  obtient 


VfemcÀtiOK.  En  remplaçant  a  par  sa  valeur  —  |,  l'équattm 
donnéfl  devient     —  |  :  ^+^=|^~|  +  |' 
»      -|  +  ^  =  -f +|.u  ■  =  < 
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6"  Sort  d  résoudre  Véqvation  |-f6  =  aj:+^a:  —  2. 

Par  la  disparitiua  des  dénominateurs  et  la  transpOsitioOj  DOOS 
aurons  d'abord        x  —  ^  —  Zx  =  —^  —  i'i. 

La  réductioD  donne       —  Si  =  — 10. 

Pour  tirer  la  valeur  de  x,  nous  avons  plusicurE  manièrea;  nous 
pouvons  considérer  — &x  comme  égalà  — 8X£>  et  alors, en 
divisant  les  deux  membres  par  — 8,  nous  aurons 


oa  bien  noua  ponvons  considérer  — &e  comme^^à  — «XS 
(n*  48),  et  en  divisant  par  8  les  deux  meinbreB,  ou  aura 


i39.  ScouB.  Ce  résultat  concorde  avec  le  précédent,  car  si 
x=%,  il  est  clair  que  l'on  doit  avoir  —x  = — 2,  maisilest 
sous-entendu  (n*  4S4}  que  l'on  obtiendra  x  seule  et  positive  dans 
un  membre^  et  alors,  mettant  de  côté  les  considéraUons  qui  résnl- 
teraienl  de  x  négative,  nous  remarquerons  que  rien  ne  nous  em- 
pêche de  faire  passer  les  quantités  connues  dans  le  premier 
membre,  et  les  incoonnes  dans  le  second  (n*134};  donc  nous 
aurons  2  =  3:  qui  revient  à  x=% 

Enfin,  on  peut  toujours  (n'  127)  changer  les  signes  des  termes 
d'une  équation;  donc  nous  n'éprouverons  jamais  aucun  em- 
t)arra5  pour  obtenir  l'inconnue  positioe;  car,  supposé  que  l'on 
àx  —  JT  =  e,  on  changera  les  signes  et  l'on 

aura  x  =  ~u. 

D'ailleurs  il  est  toujours  permis  de  regarder,  comme  nous 
l'avons  fait,  le  ternie  qui  contient  l'inconnue  avec  uq  signe  néga- 
tif, comme  le  produit  de  celte  inconnue  positive  par  une  quantité 
négative;  ainsi,  nous  considérerons  — x  =  a  comme  égale  à 
—  lXj;sd,  et  alors  en  divisant  les  deux  membres  par  le 
coefficient  négatif  de  l'inconnue,  quel  qu'il  stnt,  on  aura  «  posi- 
tive, car  on  aura  ta 


Qunm  m. 
ira.  T  SoiienfiHeetieéqvation^-^— 

Dans  cette  circonstance,  pour  résoudre  l'équation  donnée,  il 
Taul  nécessairement  faire  disparaître  les  dénominateora;  cette  opé- 
ralionfera  apparaître  l'inconnue  dans  les  numérateatsqnî,  par  la 
manitre  dont  on  opère,  deviennent  égaux  dans  chaque  membre, 
puisque  les  deux  expressions  sont  égales. 

Suivant  le  procédé  ordinaire,  nous  muIti|dîa(H)s  la  premièra 
fractioDpar  Sx  —  1  et  la  seconde  par  x-^-S,  en  opérant,  Inea 
entenda,  sur  les  denx  termes  de  chaque  fraction  ;  nous  aurons  alors 

(x+5)(^-l)  =  (^-i)(x  +  5)'  dont  nous  pouvons  fcire 
disparaître  les  dénominateurs,  puisque  cela  revient  !i  multiplier  lea 
deux  membres  par  une  même  quantité;  il  reste  donc 

28(ir—  l)  =  12(i  +  5). 
Effectuant  les  calculs,  transposant  et  réduisant,  on  a 

Ux=88; 


ou  4  2=4. 


ScouE.  On  doit  observer  que,  suivant  ce  qui  a  été  dit  n*  426) 
le  principe  sur  lequel  on  s'appuie  pour  multiplier  ou  diviser  une 
égalité  sans  la  troubler  peut  cesser  d'être  vrai  lorsqu'on  la  mul- 
tiplie par  l'inconnue  ;  or  c'est  ce  que  nous  avons  Tait  en  dernier 
lieu,  il  est  alors  utile  de  faire  une  vérification,  et  c'est  ce  que  nous 
examinenins  d*  18S. 

applications  précédentes  réunissent  les  divers  cas  qui  peu- 
vent se  présenter  dans  la  ràoIiKton  deséguations  du  premier  degré 
6  mw  mamme,  et  l'on  pent  en  déduire  cette  Rkglb  : 

154.  S'il  y  a  des  dénominateurs,  on  commence  par  les  ^re 
riisparattre  de  l'éqnation  en  multipliant  tons  les  termes  par  un  mul- 
tiple des  dénonûnatenrs,  en  ayant  soin  de  choirir  le  plus  petit 
multiple,  afin  que  les  calculs  soient  plus  simples.  (  Voir  n*  135.) 
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On  effectue  ensuite  dans  1ns  Uuux  uicuibres  toutes  les  opéntïOlH  al- 
gébriques iiKiiqiii't'.s. 

On  fiiit  passtT  dans  lis  prpmifr  memlirc  loUB  les  fermes  qui  con- 
tiennent l'inconnue,  et  dans  l'autru  toutes  les  quantités  connues, 
an  donnant  nn  signe  contraire  à  cbsqno  terme  qm  l'oD  Ittnspota. 

OnrMuitkunseul  terme  tons  les  ternies  alfectét  de  l'Ineonum, 
en  considérant  cette  înconnoe  comnie  on  facteur  comman,  (si  loa- 
(crois  ces  divers  termes  ne  ctmtenaJent  que  des  facteurs  numéri- 
ques, on  les  réduirait  par  te  procédé  ordinaire),  puis  on  fait  égi- 
lement la  réduction  des  termes* semblables  dansle second  membre. 

Et  enfin,  on  divise  les  deux  membres  de  l'équation  par  le  coef- 
flcicnt  monOme  ou  polynôme  de  l'inconnue,  ce  qui  donne  dans  le 
second  membre  la  valeur  de  l'inconnue;  quant  è  Finconnue,  on 
s'arrange  de  façon  {n°  132)  pour  qu'elle  soit  positive  dans  le  pr&- 
mier  membre. 

KS.  Nous  avons  indiqué  (n°  130)  un  procédé  pour  faire  dispa- 
raître les  donominatrui's;  en  voici  la  royic  : 

il  faut  l'iiinici'  le  muliiiilr  lo  [iliii  siiuplcdc  lou.^  les  dénominateurs 
(ce  multiple  est  le  produit  de  tous  les  dénominateurs,  s'ils  u'ostpas 
de  facteurs  communs;  s'ils  en  ont,  on  le  forme  d'après  ce  qui  est 
enseigné  a'  90);  on  multiplie  ensuite  cbaque  terme,  s'il  est  entier, 
par  ce  multiple,  et  s'il  est  fractionnaire,  on  le  multiplie  par  le  quo- 
tient de  ce  multiple  divisé  par  le  dénominateur  du  terme  sur  lequel 
on  opère,  en  omettant  le  dénominateur. 

En  considérant  les  nombres  entiers  comme  des  exprcssioas 
fractionnaires  (n*  93),  la  règle  ci-dessus  pourrait  s'énoncer  plus 
simplement,  en  disant  qa'après  avoir  formé  le  multiple  le  plus 
timpte  de»  dénominateurs,  il  faut  multiplier  chaque  terme  par  le 
qaotieni  de  et  multiple  divisé  par  le  dénominateur  du  terme  que 
ton  cmàdère,  pin'<  supprimer  tous  les  dénominateurs. 

On  compr«id  ta  règle  donnée  en  premier  lieu,  car  multiplier 
tous  les  termes  par  un  mémo  nombre  ne  peut  troubler  une  égalité, 
et  l'on  sait  que  la  multiplication  d'une  expression  fractionnaire  par 
un  nombre  ou  quantité  s'efiiïctue  sur  le  numérateur;  or  Ici  l'on 
doit  mnltipliei  les  termes,  les  uns  par  un  multiple,  les  autres 
par  un  quotient  de  ce  multiple,  et  tout  cela  revient  à  multiplier 
tous  les  termes  par  un  même  nombre  ou  quantité  ;  en  soit 
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o-l-  ~  â  rauttipUer  par  bm,  oa  aon  potii  prodatt  aim  +  bc; 
ctiaque  terme  a  éU  nwllipUé  par  bm,  et  l'on  voit  que  iDultiidier 

—  par  bm,  ou  c  par  le  quotient  de  bm:m  revient  au  même. 

Oa  sa  rappellera  quenuilipiier  une  fraction^  c'en  généralement 
changer  sa  valeur,  tandis  que  multiplier  ses  deux  .termes  par  una 
qumiilé  quelconque  n'apporte  aucun  changement  dans  sa  valeur. 

Le  procédé  emjdoyé  n°  131  se  eompiend  ^nlement-,  et,  dans 
tous  lès  ces,  si  les  termes  dungent  de  valeur,  ils  conserrent  entre 
eux  le.niëme  rapport. 

136.  Dans  la  pratique,  on  abrëge  beaucoup  les  écrilares  eii 
opérant  de  suite  les  réductions,  simpliBcations  ou  trunspositiong 
apparentes;  ainsi  dans  l'équation 

lb~3a  +  n~~ix=ix—lT+9  —  3a  +  ib 

on  voit  que  Ib  devant  passer  dans  le  second  membre 
avec  on  signe  contraire  (x  seule  est  supposée  inconnue],  il  sutlira 
d'écrire  —  3ù  dans  ce  second  membre  ;  de  mânte,  —  3a  passant 
dans  le  second  membre  détruira  — 3a  qui  s'j  trouve;  il  n'y  a 
donc  rien  à  mettre;  -(-  S4  passant  dans  le  second  membre  et  se 
réduisant  avec  donnera  — ISj  enBn^  il  est  dur  que 
ix — ^x  revient  à  — 3x,  qui  devient  -^Sx  dans  le  premier 
membre,  et  réuni  It  —  it:,  donne  >{-  ce  qui  réduit  de  suite 
l'équation  h 

x  =  — JS  — 36. 

Cela  ayant  toujours  lieu,  on  peut  dire  que  li  tei  quaiUith  senir 
blnbles  s'ir  lesquelles  on  opère  ont  même  signe,  considérées  chacun 
dans  un  membre  différent,  on  doit  effacer  l'une  et  diminuer  l'autre 
de  pareille  quantité;  ti  au  contraire  elles  oht  des  signet  diff'irera», 
on  doit  iet  ajouter. 

Il  résulte  également  que  s'i7  se  trouve  de  part  et  d'autre  dei 
termes  égaux  et  de  même  signe,  an  petit  les  effacer  immédialemmt. 

137,  Pour  rendre  familières  certaines  eKpresàons  équivalentes, 
on  remarquera,  par  exemple,  que 

1*  I  a;  est  la  ipéme  cbose  que  y  ou  3 .  |; 
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Ces  décompotitioiu  sont  ofatenitei  prinopalanent  par  h  lègls 
pour  Is  tanltiplicalion  des  fractions,  jointe  à  d'autres  prindpes 

MISE  BN  ÉQU&TIOn  PROBLÈHES 
DU  PREUIBR  DB6R&. 

138.  Nons  avons  va  n"  431  et  125  que  pour  ritoudre  une  qua- 
tim,  il  fallait  établir  une  équation,  et  qu'il  y  avait  une  règle  & 
suivre;  toutofois,  elle  n'est  point  fixe,  et,  à  ce  défaut,  on  se  sert 
du  précepte  suivant,  dû  à  Bezodt  : 

//  faut  regarder  te  problème  comme  résolu  et  ÎTidiguer,  à  Vaiit 
des  signes  algébriques  sur  les  quantités  connues  représentées,  soit  par 
des  nombres  ou  par  des  lettres,  et  sur  les  quanlitéa  inmnnues  repré- 
sentées toujours  cliacune  par  une  lettre^  les  raiiomemenll  et  fat 
opérations  qu'il  faudrait  faire  si,  amuàssont  la  oalewdei  incm- 
mtesf  on  voulait  les  vérifier. 

Cette  règle,  un  peu  vague,  n'en  est  pas  moÏDs  générale  et  sert 
toujours  i  trouver  les  équations  que  le  problâme  peut  dwncri 
nous  allons  en  faire  quelques  applications. 

PighAd  I.  Trouver  un  nombre  dont  la  moitié,  le  quart  et  le 
einqmèm  mgmentis  de  23  domant  pour  somme  137. 

Suivant  U  règle  ci-dessus,  nous  représenterons  le  nombre  in- 
connu par  une  lettre,  soit  x  cette  lettre;  alors  il  est  clair, que 

I ,  ^  et  g  représenteront  la  moitié,  le  quart  et  le  cinquième  de 

ce  nombre  ;  ensuite,  d'après  l'énoncé  de  la  question,  si  l'on  ajoufa 
S3àoes  tnns  parties,  le  total  doit  bire  137;  nous  avons  donc 
une  igoHté,  et  comme  cette  égalité  contient  des  inconnues,  noue 
avons  l'équation 

î  +  î  +  î  +  33  =  i37. 


Noos  savons  résoudre  cette  équation  (n*  13i};  toutes  les  incon- 
nues étant  dans  le  premier  mônbre,  il  suffit  de  faire  passer  le 


e  en  le  réduisant,  «  qut  donne 

Pour  iiiire  disparaître  les  dénominateurs,  nous  prendrons  le 
plus  petit  multiple  SO,  .ce  qui  amène 

La  réduction  et  In  division  par  1o  cocfRcient  de  l'inconnue 
amÈnent  successivement     i9x  =  2280 


En  effet 

Nota.  On  aurait  pu  résoudre  ce  proUëme  an  mojen  de  reiith- 
méUque  par  la  rè^e  de  pmse  praânm,  mais  cda  aurait  été  beau- 
coup pins  long. 

PROBièin  n.  Tramer  un  "nombre  M  que  si  on  le  multiplie  par  6, 
h  prodtàl  toit  autant  au-dessoue  de  Hl  guelenombre  lui-même  au- 
dessous  de  17. 

Si  nous  connaissons  ce  nombre,  nous  le  multiplienons  par  6, 
puis  le  soustraîrioi»  de  m,  co  qui  donnertut  nn  reête  qni,  d'après 
l«  conditions  posées,  devrait  être  égal  à  celui  ds  ce  nombre  son»< 
Irait  de  17. 

Appelons  donc  x  ce  nombre  inconnu  et  raisonnons  de  même, 
DODs  aurons  l'équation 

27  — 6a;  =  t7— a;. 
Itensposmt,  réduisant,  etc.,  il  vient  succesdvement 

—  &F+i  =  *7  — 87;         _Sx=  — M 
puis  —  x  =  —  8       on       a  =  8         (n*  133), 

ét,  ea  effot,         57  —  8  x  6  =  17  —  8. 

pROBLiHB  in.  Partager  le  nombre  3276  en  Irait  parliet  gui  ment 
entre  elles  comme  la  fumbres  3,'7  et  11. 

Si  l'on  voit  facilement  que  Ton  pourra  avoir  nne  équation  en 
égalant  les  trois  parties  à  3S76,  on  ne  voit  plus  aussi  bien  que 
dans  les  autres  questions  comment  détemùaer  ces  parties. 

SenuM-noos  toujoars  du  précepte  n*  138. 


m 
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Beprésentons  une  des  parties  par  x;  les  autres  parties,  qui  nom 
sont  aussi  inconnues,  devraient  alors,  siùvant  cette  règle,  être 
aussi  représentées  par  d'autres  lettres;  mais  en  ce  moment,  nous 
ne  nous  occupons  que  des  équations  à  une  seule  inconnue,  et  cela 

nous  est  iiilcniit. 

11  faut  11 t;nn moins  trouver  ces  parties,  et  void  cequeooos 
dirons  : 

Soit  X  la  premiftre  partie. 

Puisque  !&  premii^re  partie  est  à  la  seconde  comme  3  est  à  7, 
réciproquement  cette  sectinde  est  à  la  première  comme  7  est  à  3  ; 
si  dodc  la  première  était  connue,  rien  ne  serait  plus  aisé  i'mit 
la  seconde  au  moyen  d'une  règle  de  trois. 

Considérons  cette  première  x  comme  connue  et  cherchons  un 
nombre  qui  soît  fa  x  comme  7  est  fa  3. 

Nous  aurons  3  ;  7  s  •  f>  quatrième  terme  qui  lera  la 
3*  partit^ 

Ce  queUièma  terme  sera  donc  {d'aprte  l'aimuattqa^  ; 
c'est-à-dire  que  l'on  sura 

a:,..:.:- 

La  trmsïème  partie  s'obtiendra  également  en  oalcolant  la  qiu^ 
triëme  terme  d'une  pn^rtioa  dont  les  trois  preoDiers  seront  3, 11 
et  X,  c^est-&-^n  que  l'on  aura  : 


3  : 11  :: 


Nous  avons  donc  en  résumé 

X  partie;    ^      î^"' partie  et  3^'°* parfit. 

Les  trois  parties  sont  ^ales  au  tout,  et  nous  obtenons  l'équflUoo 
cherchée 

Ut  disparition  des  dénominateurs  et  les  autres  opérations  ordi- 
naires nous  donnent 


Sx  +  lx  +  ii  «  =  98M 
31jrs=98W; 


CffA PITRE  III. 


La  seconde  partie  s 


ou  4716. 


VÉHiricATioH.  Ces  trois  parties  réuDÏes  Ibnt  bien  3276,  et  elles 
mit  entre  elles  GomiBe  3,  7  et  J),  car  en  les  divisant  par  un 
m&ne  nombre  iSB,  ca  qui  ne  duDge  pu  l«ur  rapport,  on 
obtient  3,  7  et  It. 

D'ailleurs  on  peut  poser  lee  proportions 

468: 1092::  3:7  ;   468:1716;:3:11  et  1092: 1716::  7: 11 

et  les  vérifier. 

Nota.  On  aurait  pu,  d;in&  le  principe,  se  dispenser  de  poser  dos 

proportions,  car  x  étant  la  première  part,  la  seconde  était  les  ^ 

de  le  première,  et  la  troisième  était  les  ^  de  la  première  on  les 

~  de  la  seconde. 

SeoLiB  I™.  Pour  avoir  uneforcotile  (n*  1S4)  qniindïqnelea  calculs 
k  faire  immédiatement  dans  tontes  lù  questions  semblables,  il  faut 

alors  résoudre  le  problème  généralement  en  représentant  les 
Dombres  donnés  par  des  lettres. 

Soit  donc  a  le  nombre  à  partager,  et  soient  m,  n  et  ;>  les 
nombres  proportionnels  aux  parties  en  lesquelles  on  veut  parta- 
ger a. 

En  raisonnant  commi;  nous  l'avons  Tait  tout  à  l'heure,  nons  dé- 
■ignerons  la  première  partie  par  x. 
La  seconde  partie  sera  le  quatrième  terme  de  la  proportion 
nx 

«:n::*;— , 

Ce  quatrième  terme  s'obtient  par  les  règles  de  l'arllbmétïqne 
que  nous  admettons  égnlcment  exister  en  algèbre  pour  les  pro- 
portions  [et  nous  le  ferons  voir  plus  tard),  c'est-à-dire  que  nous 
faisons  ce  quatrième  terme  égal  au  produit  des  moyens  di? ïsé  par 
YeMatù. 
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La  troisième  parUe  sera  le  quatrième  terme  de  laproportiOD 

m:p:;i:^. 


I^s  trois  parties  sont  dono  x,   —  et  et  crauneellet 

doirent  être  égales  &  a,  onam^l'éqaation 

,  nx  ,  px 
«+  — +^  =  û. 

IléuDissaDt  en  un  seul  terme  ceux  qui  contiennent  x  après 
avmr  supprimé  les  dénominatenn»  on  a 

ms-^-tKe-\-px:=am,   puïs   fm-^n ■i'p)x=am, 

d'ob       x=  — ,       formule  qui  donne  la  valeur  de 

m+n  +  p' 

la  première  partie. 

La  seconde  partie  élant  à  la  première  comme  n  est  à  m,  on 

est  conduit  è  poser  cette  proportion  : 


Btuxième  pia4ie  : — ; — ;—  ::n:n. 

On  en  déduit  qne  cette  partie  est  égale  au  produit  des  moyens 
divisé  par  l'extrême  connu,  donc , — .- est  la  deuxième 
partie. 

La  troisième  partie  sera  le  quatrième  tenue  de  la  proportion 

am     ,  amp 
''*■*  m-j-n+p'm(iii+n+^)' 

Ces  valeuK  de  chacune  des  trois  parties  sont  trois  formulespom 
trouver  les  trois  parties  d'un  nombre  quelconque  a,  telles  que  ces 
parties  soient  proportionnelles  à  des  nombres  donnés  m,  n  et  p 
quelconques  aussi. 

En  efTel,  pour  avoir  la  solution  de  la  question,  il  suffira  d'ed^  - 
tuer  les  muliiplicalioDS  et  divisions  indiquées,  après  qu'on  aura 
remplacé  les  lettres  par  leur  valeur  numérique. 

ScoLiB  11.  Les  formules  ci-dessus  peuvent  être  exprimées  plus 
simplement  en  ùmpliGant  les  deux  dernières,  qui  contiennent  le 
facteur  m  dans  lenrnumA'atear  et  leur  dénoarinatemr;  par  oon- 


eausm  m. 

sëqoeDt  on  aura 
Première  partit  x~ — . 

Steonde  partie  — 


Troitiime partie  2^=  — — 
m  m+n-i-p 

139.  A  cette  occasion  nous  remarquerons  que  pourdivîser  une 
eiprcssion  fractionnaire  par  uoe  quantité  quelconque,  on  peat  ef- 
fectuer cette  division,  soit  en  multipliant  son  dénominatenr  par 
cette  quantiU,  soit  en  divisant  son  numérateur  par  cette  quantité; 

a 

aDui,pour^diviBeF^parm,on  peutécriTe^(n'9fi)on— 

Si  l'on  réduit  ces  deux  expresuons  au  même  dénominateur,  on 
acm 

reconnaît  qu'elles  sont  égales,  car  alors  on  a  et  qui  se 
réduisent  à    ac    et  après  la  suppression  du  dénomina- 

teur commun  c'm,  et  il  est  évident  que        revient  à  ae. 

L'avantage  de  ce  procédé  est  de  simplifier  les  opérations  lorsque 
dans  le  dénominateur  il  ;  a  un  factettr  égal  au  diviseur  que  l'on 


emploie;  ainsi,  lorsque  noos  avons  dû  diviser  ^  ^  par  m, 
il  aurait  été  plus  simple  de  supprimer  le  facteur  m  dans  le  numé- 
rateur. 

Pour  exprimer  la  division  do  -  par  m,  on  peut  écrire  -  :  m 


Réciproquement  la  multiplication  d'une  fraction  par  une  quan- 
tité quelconque  pourra  s'effectuer  en  opérant  sur  le  numérateur  ou 
le  dénominateur  de  celte  fraction. 

ParaLinB  IV.  Un  rtnard  pourtuivi  par  un  chien  a  60  taufi  d'à- 


in 
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du  chieR  en  valent  7  du  renard.  On  demande  cambial  le  tliitit  fwtdt 
sauls  pour  atteindre  le  renard. 

(On  comprend  que  si  lecbien  ne  faisait  pas  da  sauts  asseï  grandi 
le  problème  ne  ponrrait  être  résolu.  Nous  examÎDeniiU  plus  lois 
C«lte  hypothèse.  (  Voir  n"  lu7  et  138.) 

Ce  problème  préseole  plus  de  difficultés  que  les  précédents, 
parce  qu'on  ne  voit  pas  immédiatement  l'équation  dont  on  «  be- 
soin. Usons  toujours  du  précepte  da  Bezout,  et  représentons  par 
une  lettre  ce  qui  est  inconnu,  soit  x  cette  lettre,  nous  aurons 

X        uomLia  d>  BDtf  dn  ciiea  pou  lUiiDân  le  ranud. 

Raisonnons  sur  x  comme  si  ce  nombre  était  connu,  nous  di- 
rons :  poïsqae  le  renard  fait  Osants  pendant  que  le  chieaen  fait  6, 

il  en  résulte  que  le  renard  fuit  g  ou  ^  sauts  pendant  que  le  àùea 

en  Mti;  et,  par  conséquent,  il  on  bit      pendant  qte  le  cbieo 

en  fait  «;  nous  entrevoyons  déjà  une  équation  qui  est  le  but  de 

nos  e0orts;  car,  puisque  le  renard  aura  fait  |x  sauts  lorsque  le 

chien  l'atteindra  et  que  le  renard  en  a  déjà  fuit  60  d'avance,  nous 
pourrions,  si  nous  ne  faisons  pas  bien  attention  6  l'énoncé,  con- 
clure que  le  cbien  en  ayant  bit  x  pendant  tjue  le  renard  en  a  ùit 

|j:  plus  60,  on  aurait  pour  équation  x=|j!-{-60,  oe  qui  se- 
rait une  grande  erreur,  car  i7  faut  comidérer  qu'il  g  a  deux  a- 
jihces  d'imiléi  dans  ce  problème,  les  sauts  du  cbien  étant  plas 
grands  que  ceux  du  renard;  par  conséquent  on  établirait  une 
égalité  entre  des  quantités  hélérogÈnes,  ce  qui  ne  se  peut  PoBT 
lever  l'obstacle,  il  fant  simplement  évaluer,  par  exemple,  lee 
sauls  du  cbien  en  saula  du  renard,  ce  que  l'énoncé  nous  permet, 
puisque  3  sauts  de  chien  en  valent  7  du  renard;  il  en  résulte  que 

1  saut  du  cbien  en  vaut  ^  du  reDaid  ou  que  1  saut  dn  renard  vaut 
I  de  ceux  dn  clùen,  et  l'on  peut  dira  que  x  sauts  dn  chien  valent 

sauts  da  renard. 
Il  résulte  également  de  l'énoncé  que  le  cbien  et  le  reqaul  ont 


puconrn  un  même  diemiD  ou  ^BUnce,  et  lea  sauls  do  chien 

étant  évalués  en  sauts  du  renard,  il  y  aura  alors  égalité  entre 
le  nombre  des  sauls  des  deux  animaux,  ce  qui  conduit  k  l'équi- 
tion 

Faisons  disparaître  les  dénominateurs  dus  l'mie  00  l'intN 
équaticn,  nous  aurons  i^s^9x  +  360, 

d'où  ix  =  m   et   x=~=n  «baneuu. 

et  alors  le  renard  en  a  fait  "3  x  5  ou  108. 

VÉRIFICATION.  Le  fihien  ayant  fait  72  sauts  pour  atteindre  le  re- 
nard et  celui-ci  en  ayant  déjà  fuit  60,  il  en  résulte  que  le  renard 

a  fait  en  tout  168  sauts  qui  ne  valent  que  les  |  de  ceux  dn  ctâea, 

daloraona.  72  =  168x^1 

i40.  Les  quatre  problèmes  que  nous  avons  posés  sont  insuffi- 
sants pour  faire  bien  concevoir  comment  on  devra  s'y  prendre 
pour  résoudre  les  diverses  questions  qui  peuvent  se  présenter; 
il  fauJra  donc  avoir  recours  à  la  st'confie  partie  th:  t\uUv.  ai^i-bre 
ou  à  tout  autre  trailé  où  l'on  trouvera  d'autres  appiicaliuiis.  ^ot^e 
but  ici  est  spécialement  de  rendre  claires  et  intelligibles  les  di- 
verses règles  de  l'algèbre;  et  les  développements  que  cela  nécessite 
nous  empêchent  de  nous  étendre  sur  les  applications.  (  Voir  tou- 
tefois les  n**  liS6  et  suivants). 

Nous  dirons  racore  que  pour  résoudre  une  question,  pour  trou- 
ver ce  qui  est  inconnu,  il  faut  au  moins  avoir  une  équation,  et 
qu'en  résumé  le  précepte  n°  138  ne  donne  pas  précisément  le 
moyen  de  trouver  une  équation,  puisqu'elle  ne  peut  être  déduite 
que  par  les  raisonnements  que  l'on  bit,  meis  enseigne  i  raisonner 
sur  des.qnantités  ioconniieB  de  manière  k  pouvoir  en  obtenir  une. 

DES  ËQU&nONS  DU  PREMIER  DEGRÉ  A  DEUX 
OU  PLUSIEURS  INCONNUES. 

t41.  Parmi  les  questions  qui  sont  du  premier  degré,  c'est-à- 
dira  qoi  ne  nécesidlent  que  des  équations  dans  lesquelles  llnconnne 
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n'enfra  qu'au  premier  degré,  il  en  est  beaucoup  qui  ne  peaveat 

Ee  résoudre  au  moyen  d'une  seule  inconnue,  et  quoique  cela  se 
puisse  quelquefois,  lors  même  que  le  problâme  présente  dans  son 
énoncé  plusieurs  inconnues,  comme  dans  le  problème  111  (n*  138], 
cela  n'a  eulieuqu'exceplionnellenient,  parce  quy,  d'après  l'énoncé, 
nous  pouvions  établir  eutre  ces  inconnues  une  relation  qui  nous 
permellail  d'exprimer  l'une  au  moyen  de  l'autre.    (  Voir  u°  18G.) 

Mais  soit  qu'il  y  ait  plusieurs  inconnues  ou  qu'il  n'y  en  ait 
qn'une,  la  méthode  pour  mettre  en  équation  est  loi^ours  la  même; 
en  général}  on  forma  autant  d'équalions  que  peuvent  en  fonmlr 
les  donnia  de  la  question  ;  si  l'on  obUent  autant  d'équations  qu'il 
y  a  d'inconnues  dans  le  problème,  et  que  ces  équations  soient  du 
premier  degré,  chaque  inconnue  n'aura  qu'une  valeur,  et  la  ques- 
tion n'aura  qu'une  solution,  pourvu  toutefois  que  les  conditions 
qui  ont  servi  h  former  ces  équations  soient  distinctes  et  indépen- 
dantes les  uiiRs'des  autres. 

Si  le  nombre  des  conditions  est  moindre,  au  contraire,  que  le 
nombre  des  inconnues  (ce  qui  fait  que  l'on  a  moins  d'équations 
que  d'inconnues),  ou  à  quelqu'une  des  conditions  rentre  dans 
quelques-unes  des  autres  d'une  manière  directe  ou  indirecte,  alors 
la  question  peut  avoir  une  infinité  de  solutions,  à  moins  que 
quelque  condition  particulière  qui  ne  peut  donner  lieu  à  une  équa- 
tion n'en  limite  le  nombre. 

Du  là  deux  classes  de  problèmes  à  plusieurs  inconnues,  les  pro- 
blèmes déterminés  et  les  problèmes  indéterminés.  Nous  ne  nous 
occuperons  ici  que  des  premiers. 

ËXPLIUTIOHS  PRÉLIHINÂIIIES. 


14B.  Nous  savons  ce  qne  c'est  qu'une  équatwn  iguivalente 
(n'  1S3],  et  que  les  modifications  que  l'on  peut  brre  subir  à  une 

équation  (n'ISG)  la  chani^cnt  simplement  en  une  cqualion  équiva- 
itcuir  doivent 

être  vériliées  par  les  mOmes  vaU-iirs  des  inconnues. 

ue  toutes  les 

valeurs  iii:s  uietiunucs       Mitii;'iiii)i.  ;i  j  un  :.iiLi,si<iiii  u  l'autre. 

Les  regius  ouur  la  iransposiMon  uus  icvines  et  la  réduction  BU 
même  denominaieur  s  appnqueni  également  aux  équations  à  plu- 
sieurs inconnues. 
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Si  nne  équation  renferme  plusieurs  inconnues,  et  à  l'on  rem- 
place tontes  les  iucoanties,  excepté  une,  par  dea  nombres  arbi- 
traires, l'équation  donnera  la  valeur  de  1b  dernière  inconnue  ;  cette 
valeur,  ainsi  que  cellf»  données  arbitrairement  aux  autres  incon- 
nues, forment  me  tolulùm  de  l'équation,  et  l'on  pourra  sinù  avoir 
un  nomtoe  inSni  de  sdotions  en  variant  les  valeurs  des  inconnues 
eicepté  nne. 

D'après  cela,  si  l'équation  ou  les  équations  ont  des  dénomina- 
teurs, on  les  fera  disparaître;  on-etfectuera  également  la  transpo- 
sition et  la  réduction  des  termes. 

Soit,  par  exemple,  à  résoudre  l'équation 

|._J,+  |=3_|  +  „. 

En  multipliant  chaque  terme  par  12,  transposant  et  réduisant, 
en  aura  successivement 

te — 2y -f  8  =  36  —  61 -f- SUy 
te  +  6a; — 2y  —  24y  =  30  —  8 
15j;— 26y  =  28. 

Par  conséquent,  une  équation  du  premier  degré  à  deux  in- 
OHmaes  poorra  toujours  être  représentée  pu  ax-^èg=e, 
soit  que  Féquatian  contienne  on  non  des  dénominateurs  et  des 

inconnues  dans  les  denx  membres;  car,  sll  y  a  des  dénomineteurs, 
on  peut  les  supprimer,  et  par  la  tnmsposillon,  on  pourra  toujours 
réduire  l'équation  donnée  à  ne  contenir  que  deux  termes  inconnus 
dans  le  premier  membre. 

Et  alors  les  quantités  b,  b  c(  c  jmurront  lo'ijoura  être  supposés 
tntières;  déplus,  laçuantilé  a\  sera  mnsi  toujours  positive  si  l'on 
veut  ;  car  si  elle  était  négative,  on  rcodrait  le  terme  ax  posilif  en 
changeant  les  lignes  do  tous  les  termes  (n*  127),  et  les  quantités  b 
el  c  scriiicnt  alors,  scinn  1rs  cas,  positives  ou  négatives;  de  sorte 
que  l'cquation  générale  du  premier  degré  il  deux  inconnues  peut 
être  représentée  plus  clairement  par 

Si  dans  l'équation   15x — S6y=:S8  nous  remplaçons  y  suc- 
cessivement par  des  nombres  pris  à  volonté,  tels  que  1,  %  3,  etc. 
t.  la 
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on  d'autres  nonibni  fradionnaires,  ou  aura  pour  les  valeurs  d«  x 
oonrespondantesà  cet  premiers  nombres  entiers  mis  à  la  place  de  y, 
80  406 

lesnombres  jgtï^i'jg-i  ctc-i  brmGDi,Tésullsntdesca;^ 
çm  s^^M  ci -dessous. 
Pour  [  y  =  1 


IBx— 30=28;   fl'ofi  s= 

.  i43.  Od  peut  encore  résoudre  l'équation  par  rapport  kaoe  des 
inconnues  comme  si  l'autre  était  connue;  de  cett«  maniftre  l'équa- 
tion  ISx — 26y=S8  aurait  pour  Eolution 

48  +  26»  IBa-— 28 

x=_^   ou  y=~^. 

Si  naïntanant  on  attribue  à  une  des  Inconnues  une  valeur  arbi- 
traire et  qu'on  lasubstitue,  selon  le  choix  que  l'oo&i>a,daasi'iui6 

dea  expressions  — ■  ou  ■ — — —  on  aura  la  valeur  de 

l'autre  inconnue  pour  celte  liypolbësc,  c'est-à-dire  que  la  valeur 
de  celte  dernièi-e  inconnue  sera  dépendanle  de  la  valeur  attribuée 
à  la  première. 

Lorsque  la  valeur  d'une  quanlité  diipend  ainsi  des  valeurs  d'une 
ou  plusipurs  autres  quantités  susccpliblcs  de  valeurs  arbitraires)  on 
dit  (n°21)quelapreiuiÈre  quanlité  est  une /onedon  des  autres;aiiià 

Vexprestion    y  =-^*^ — -    ett  la  valeur  dejm  fonction  rfei. 

Les  diverses  tronsTormetions  que  nous  avons  fait  subir  à  l'équa- 
tion (!ii  n°  In  cli.inj^L'Htent  en  une  équation  équivalente;  mais 
comme  celte  rqiiation  pomait  uoiis  donner  une  infinité  découplés 
selon  ks  valeurs  attribuées  à  l'ime  des  inconnues,  par  équations 
équivalentes,  on  doit  entendre  deuK  équations  qui  admAlent  les 
mêmes  aDliitiona  en  nombi»  illimité.  . 


tmtiTw  m.  17» 

Les  obsenratioDs  précédentes  ne  sont  présentées  qne  pour  éclair- 
cir  1ei|duUd%  imlupiâ  nDDB  nonoiis  ocoupons  pasdespioUèines 
indéterminés. 

Hais  à  l'on  conridère  simultanénient  deux  éqnatîons  à  deux 
inconnues,  il  n'y  s  plus  d'indétemtjnklJon,  cm  ne  peut  plus  dis- 
poser arbitraiFement  d'une  des  inconnues,  car  il  tmt  qne  las  va- 
leurs de  a;  et  de  y  satisfassepl  à  la  Toîs  aux  dtax  équatiouB;  par 

conséquent 

Lorsque  l'on  a  deux  équations  h  deux  inconnues,  il  fmit  les  re- 
garder comme  dépendant  d'une  même  question  et  comme  liées  par 
ta  condition  que  les  valeurs  des  inconnues  K  et  y  sei'onl  les  mêmes 
pour  les  deux  équations. 

La  même  observalion  s'eppliquerait  à  un  pins  grand  nombre 
d'équations,  et  cette  condition  indispensable,  qui  résulte  d'ailleurs 
de  l'énoncé  de  tous  les  problèmes  à  plusieurs  inconnues,  s'énonce 
en  disant  qne  iti  éqtieUiOBM  exittai  ensemble  oa  qtfella  forment  tm 
systbne. 

Lors  donc  que  le  problème  sera  dé(erjnîaé>  il  fondra 
que  Fon  ait  deux  équations  à  deux  inconnues  (n*  ill),  Pimé  ie» 
équcUiom  pouvant  toutefois  ne  contenir  qu'une  de»  iReofinuef. 

Cette  équation  pourra  aussi  être  représentée  d'une  manière  gé- 
nérale par  dx-\-  fg=^  à,  car  dans  l'bypothèse  où  elle  ne  con- 
tiendra pas  l'une  des  inconnues,  y  par  exemple,  il  en  réaulterait 
siiBplenieQt  qua  f  serait  égal  fc  zéro, 

Oa  peut  doM  dire  que  la  riiohction  ât»  équations  àdeux  iW- 
eommu  te  tHait  â  trmaer  les  valewt  de  x  et  de  y  dans  Itt  dau» 
équatùms. 

agi  +  bt/  =  e   et  dx-\-fy  =  k; 

car  alors  on  aura  deux  formules  pour  trouver,  dans  tous  les  cas 
possibles,  les  valeurs  des  deux  inconnues  qui  conviennent  à  la 
fois  aux  deux  équations  données. 

Pour  obicnir  ce  résultat,  il  y  a  plusieurs  méiliodes  appelées  mé- 
thodes d'élimination,  parce  que  leur  but  est  de  chasser  une  des  in- 
con'nues,  de  s'en  débarrasser  provisoirement,  afin  de  n'avoir  k 
résoudre  qu'une  éqnation  àuoe  inconnue. 


ISO 
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RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS  DU  PREMIER  DEGRÉ 
A  DEUX  INCONNUES. 

14S.  Soit  proposée  cette  question  :  Trouver  deux  nonéra  tel$ 
que  si  l'on  retranche  le  quadruple  du  second  de  7  fois  le  premier,  on 
ail  pourj-esle  32,  et  tels  que  5  fois  le  premier,  augmenté  du  triple 
du  second,  donne  pour  somme  iS. 

Beprésentons  les  deux  nombres  inconnus  chacun  par  une  lettre 
et  ratumnoiis  dessus  comme  s'ils  étaient  connus. 

Boit  donc  X  ta  premier  nombre,  et  soit  t/  le  second, 
nous  obliendrons  facilement. les  deux  équations 

lx  —  ii/  =  22 

Kam  voyons  d'abord  que  ces  deux  éqaadons  tant  liées  par  la 
conditioa  que  la  valeur  des  Inconnues  x  el  y  sera  la  même  dans 
les  deux  équations  (n'  143}. 

fiésirivons  ces  équaUons  en  employant  ime  des  méUiodes  d'élâ- 
nùnition,  et  commençons  d'abord  par  la 

héthoiib  n'^uMiKitTioN  fab  suBstiitmoN. 

Cetle  méthode  consiste  à  prendre  dans  une  des  équations  U  va- 
leur d'une  inconnue  en  fonction  de  l'autre  143)  et  &  substituer 
cotte  valeur  à  la  place  de  la  même  inconnue  dans  l'auire  équation, 
car  alors  ou  n'aum  phiï  à  résoudra:  ([u'unc  équalioaàuneiDCfmue, 
selon  le  but  de  toute  mélliode  d'élimination. 

Prenons  la  valeur  de  x,  par  exemple,  daod  la  première  équa- 
tion en  considérant  cette  équation  comme  ne  renfermant  que  l'in- 
coDnue  X,  nous  aurons  par  fa  règle  ordinaire  (n°  134) 

7a!  =  îî  +  4y,   puis  ï  =  ^±i2.  (l) 

Substituons  cetle  valeur  de  x  à  la  place  de  la  même  inconnae 
dans  la  seconda  équation,  nous  aurons 
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qai,  résolue  par  la  règle  ordioaire  pour  les  équations  i  uce  iocon- 
nue,  donne 

6(SS+4î)  +  21y=315 

puis  4ly  =  205 

d'où  y  =  ~  =  5. 

Remplaçons  maintenant  y  par  sa  valeur  8  dans  l'équation  (1), 

.,  .  ,  22  +  20  „ 
il  vient  X  =  —  =  6. 

x^O  et  y=5  nous  font  connaître  que  les  deux  nombres 

cherchés  sont  6  et  5,  et  en  effet  ils  vérifient  les  équations, 
puisque 

7X6  —  4X5  =  22  et    5x6  +  3x3='l5. 

On  doit  d'ailleurs  comprendre  que  le  procédé  employé  est  exact, 
tiar  si  un  couple  de  valeurs  x  et  y  doit  vériOer  les  équations  don- 
nées, les  diverses  bwisfonnations  que  nous  leur  avons  bit  sut^ 
ne  les  ayant  diangéea  qu'en  des  équations  équivatentes,  les  va- 
len»  de  «  et  de  y  n'ont  dû  éprouver  aucnn  changement. 

3*  HéTRODI  s'àniutATion  pih  coupuaisoii. 

J46.  Au  lieu  du  procédé  que  nous  venons  d'employer,  on  peut 
se  servir  de  celui  qui  est  appelé  élimination  par  comparaiton, 

11  consiste  à  prendre  dans  chaque  équation  la  valeur  d'une  même 
inconnue  en  fonction  de  l'autre,  puis  à  égaler  ces  denx  valeurs, 
ce  qui  donne  une  équation  qui  ne  renferme  plus  que  l'autre  iU' 
connue. 

Considérons  toujours  la  même  question  et  les  mêmes  équations 
(n*  US),  en  opérant  ensuite  d'apr^  cette  nouvelle  méthode. 

Si  nous  prenons  la  valeur  de  «  dans'  chacnne  (on  pourrait 
prendre  également  celle  de  y],  nousauroiis 


En  égalant  ceà  deux  valeurs  de  x,  on  a 
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Lr  disparition  des  dénominateurs,  la  transposition  et  la  réduc- 
tion amènent        ilO  -f      =315  —  «y, 
puis  41y=s205  d'où  j/=:B. 

Pour  avoir  x  il  n'y  a  plus  qu'à  remplacer  dans  Tune  on  ttaUrt 
des  deux  valeurs  de  x,  la  lettre  y  par  sa  valeur  S,  ce  qui  donnera 

x  =  ^ — ''  =  6,  si  l'on  a  substitué  y  dans  la  seconde  va- 
leur de  z. 

ScoLfE.  Pour  arriver  à  ce  résultat  nous  nous  sommes  appuyé  boi 
ce  principe  évident  que  si  deux  quantités  soni  égala  à  um  mitm 
troisième,  ces  guaniitét  sont  égales  entre  elles;  c'est  ponrqufU  nous 

aa  +         45  —  3« 
avons  posé  — =  — g —  ■ 

3°  MÉrirnuE  ii'i;LijiLN*iiof(  Fia  nÉDucnûN. 

147.  On  peut  eiirore  employer  un  procédé  appelé  méthode  d'é- 
liminalion  par  adililion  ou  soiulraction.  ou  simplement  ;»-ocA/J 
iféi^inalfon  par  réduclion.    (  Voir  n*  iUTt.) 

Il  est  nécessaire  poilr  cnla  qtic  les  deux  équations  soient  rame>- 
née^  à  la  forme  ax  -^hy  =  c,  si  elles  ne  l'ont  pas  ;  puis  on  com- 
prend que  si  dans  ces  deux  équations  l'une  des  inconnues  avait  le 
même  coefficient,  on  pourrait  faire  disparaître  cette  inconnue  ea 
ajoutant  membre  à  memlire  Irs  deux  cqiialioiis  ou  liien  en  les  re- 
irunchiint  l'une  île  l'uutn:  ineiubre  ii  membre,  selon  quules  lerinei^ 
qui  cuntieuil raient  cetie  iiicuiiuue  auruient  un  signu  coulruiru  ou 
seruieut  du  même  aigae;  pur  ce  moynn  ou  ob(ii;ul  de  suite  une 
équalioD  à  une  inconnue. 

h  «m  toujours  possible  d'avoir  dans  les  deux  équatiom  une  in~ 
connue  tmec  le  même  coeffieient,  car  il  sutllra  de  multiplier  les  deux 
membres  de  chaque  équation  par  le  coefficient  dont  celte  inooonue 
est  affectée  dans  l'aulrc. 

Considérons  toujours  lesmËmes  équations,  nous  avons. 

7a^  — 4y  =  22    et    5^  +  3^=45. 

Supposons  que  nous  voulions  éliminer  y;  aucune  des  incon- 
nues n'ayant  d'ailleurs  le  même  coefficient,  nous  y  parviendrons 
ea  mnltipliant  tons  les  termes  de  la  premlèra  équation  par  3  ooeT- 


Digilized  Dy  Coogle 


OiAPlTSt  lU. 


16» 


tdBùt  de  y  dans  l'antre,  puis  en  mii)iipltant  la  seconde  par  1  ooeC- 
Sdent  de  y  dans  la  première,  ce  qui  est  permis  (n<>  136]  et  nous 
donne  les  équations  équivalentes 

2  lar  —  19y  =  63    et    20j:  +  1  % = 1 80. 

Dans  ce  système  équivslent  l'une  des  inconnues  y  a  le  même 
eoeflkient  12  t  en  additionnant  ces  driix  équniions  membre  be 
memlirp,  il  en  résulle  une  nouvelle  éqiiHlion  A[T  =  ii(i  qni  ne 
conlieiit  pl\is  y  el  qui  lionne  J'  — C;  ci  llt;  Viticm'  il.!  :c  éiiint 
subili!utii'  d:ms  l'iiiift  on  l'nnlre  des  c(|Hntioiis  piimiiiïrs  ou  niiime 
dans  le  système  ci-dessus,  on  trouve  ^=6,  comme  pur  lus  autres 
méthodes. 

Si  les  termes  en  y  avaient  eu  la  mâme  agne,  on  tuiait  «Uns 
Mustrait  les  deux  équations  l'une  de  l'autre. 

On  aurait  pu  choisir  les  termes  en  :e  pour  les  éliminer. 

ScouB.  L'exactitude  de  notre  procédé  repose  sur  ce  principe 
que  Et  l'on  ajoute  ou  soustrait  deux  équations,  le  résultat  sera  une 
équation  qui  sera  vérifiée  par  les  munies  valeurs  des  inconnues 
qui  satisfaisaient  timultanémtnt  aux  dt  ux  prciniËies  «équations,  et, 
en  général,  sur  ce  que  les  diverses  opérulious  que  nous  avions 
fuites  donnaient  des  syslhmes  éqiiivalenls  cl  pai'  consùqueut  de- 
vaient amener  les  luémus  valeurs  pour  li's  incnniiui.'s. 

14tt.  Parla  manière  d'opérer  en  dernier  lieu,  on  voit  que  si 
l'on  avait  un  système  à  deux  inconnues  dans  lequel  l'une  des  in- 
connues aurait  le  même  coefficient,  le  calcul  aérait  très-prompt) 
mais  cela  ai'i  ivu  rarement,  et  nous  allons  donner  le  moyen  le  plus 
siuiplt;  d'y  parvenir,    (  Voir  n'  133.  ) 


La  réduction  au  môme  cocliicient  a  beiiucoup  do  rapports  avec 
la  réduction  des  fractions  au  mânio  dénominateur,  el  est  suscep- 
tible do  sijnpiilications. 


Tous  les  termes  de  la  seconde  équation  sont  divisibles  par  3, 
en  supprimant  ce  facteur  commun  (n*  12U)  il  reste  une  équation 
'équivalente,  et  L'on  n'a  ^us  à  opérer  que  sur  un  système  équiva- 


RÉDUCTION  AU  MÊME  COEFFICIENT. 


Soit  par  exemple  le  système 
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lentnliUHiDple  -v 

51  — 3y  =  « 
37— 6y=  3. 

H^Dtenant,  poor  réduire  en  même  coefficient  les  termes  en  x, 
par  exemple,  il  suffira  de  multiplier  la  prends  équation  pir  3  et 
la  seconde  par  B  et  de  r^ncber  les  deux  équations  l'une  de 
l'autre,  puisque  les  deux  tenues  ont  le  même  agne;  cesopén* 

tioas  donnent 

iOx—  6y  =  86  1 
lar  — 25y  =  10  î 
puis  ~%  +  23^  =  86  — 10 

d'oii  y  =  4. 

On  aurait  pu  également  relrancher  la  première  équation  de  la 
seconde,  il  serait  venu    —  2jy  +  Oy  =  10  —  86; 
d'où  — 19y  =  —  76   ou    y  =  i  on  changeant  les  signes  de 
tous  les  termes  (n°  137). 
Celte  valeur  de  y  substituée  dans  une  des  équations  donnerut 
x  =  U. 

(Bn  retranchant  le  Tacteur  commun  3,  on  a  évité  de  mulfiptier 
ta  première  équation  par  6.  ) 

On  serait  arrivu  au  même  but  en  remarquant  que  le  cocITicient 
4S  de  y  dans  la  seconde  équation  était  un  multiple  de  3  coefii- 
eient  de  y  dans  la  première,  et  qu'il  élait  alors  suffisant  de  mul- 
tiplier ccUe  équation  par  6,  car  alors  on  aurait  en  le  systteM 

qui  aurait  donné       9Sx  —     =  315  ~  6 
d'où  a:  =  11. 

Ce  sont  les  termes  en  y  qui  ont  disparu,  ce  qui  nous  Tait  voir 
que  le  choix  des  inconnues  que  l'on  veut  éliminer  n'est  pas  indif- 
fèrent, et,  ainsi  que  nous  venons  de  le  faire,  il  est  très-important 
d'examiner  si  les  coe^cienfs  des  mêmes  inconnues  mi  des  facteurs 
communs,  car  cela  abrège  les  calculs;  soit  par  exemple  le  système 
9x  +  35y=7l      8i— Sly=«. 

La  même  inconnue  y  a  pour  coefficients  38  et  SI  qui  sont 
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des  multiples  de  7;  par  conséquent  pour  rendre  ces  coefficients 
égaux,  il  suffira  de  multiplier  lu  première  équation  par  3  et  la 
leconde  par  5,  par  ce  molif  i\uù  35  contenant  7  ci'n?  fois,  tandis 
que  31  ne  le  contenant  que  trois  fois,  on  obtiendra  ainn  des 
coefficients  qui  contieadroiiL  alors  7  autant  de  Tois  I'iid  qaa 
l'aotm  ;  il  en  résoltera  le  système 

27j!  +  10S)/  =  SI3       401;— 105y=S5, 

tandis  que  par  le  procédé  ordinaire  il  aurait  Tallu  multiplier  la  pre- 
m ii^re  équation  par  31  et  la  seconde  par  35. 

i49.  La  méthode  par  réduction  a  l'avantage  de  ne  donner 
jamais  de  dénominateurs;  cependant  la  méthode  par  substilulion 
est  la  plus  usitée,  et  lorsque  dans  l'une  des  équations  une  des  in- 
ctHinues  a  l'unité  pour  coefficient,  elle  ne  donne  pas  non  plus  de 
dénominateurs  si  l'on  opère  ronvenabiumonl. 


En  prenant  la  valeur  de  y  dans  la  seconde  équation  et  la  aub- 
tlituant  dans  b  première,  il  vient  Sz-|-3[43 — &z]  =  31,  qui  ne 
contient  pas  de  dénominateurs. 

150.  Il  n'est  pas  nécessaire  (n°  lii)  que  les  deux  inconnues 
entrent  à  la  fois  dans  chacune  des  deux  équations;  lorsqu'il  en  est 
ainsi,  le  calcul  n'en  est  que  plus  simple;  soit,  par  exemple,  le 
sjsliim 


Par  11  première  méthode,  on  tire  y  :=  -  et  l'on  iuàUilue  dans 
la  première  équation. 
Par  la  seconde  méthode,  on  déduit  enoore  y=2>  ^ 

oblienlde  suite  l'équalion  finale  --^^  =  |,  résultant  de  la 
comparaison  des  deux  valeurs  de  y. 

Enfin,  par  la  troisième  méthode,  on  multipliera  par  3  la  pre- 
mière équMtîoiii  et  la  seconde  par  5,  pub  «diUlîoDiiant,  on  aura 


SaH  en  effet  le  système 


( 


5T+3y  =  31 
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&c= — ■j'  +  'g  =24,  qui  donne  x  =  A  comme  les  deux 

autres  procédés. 

ISI.  On  remarquera  que  les  Iroïs  méthodes  d'élimination  n'en 
tbnt  réellement  qu'une  ;  car,  pur  la  première,  la  valeur  de  x  ejjjri- 
méc  en  fonction  de  y  est  substttufic  dans  l'nutrc  i''(|[ialji)ii  \.i[iïb& 
qu'on  l'a  obtenue  de  l'une  dos  équations  ;  par  ia  MicoiHli',  un  est 
conduit  à  substituer  encore  la  valeur  de  x  rlaus  l.i  seconde  étiiia- 
lion  résolue  aussi  par  rapport  à  x  (n"  1\I5);  et  par  la  troisième, 
quand  [n°  147)  nous  avons  ajouté  l'iiqualiun  20_i/ -(- t-^  = 
à  l'équation  2l2—  12y=66,  cela  revenait  à  substituer  dans  U 
première  de  ces  équations  la  valeiu  du  terme  —  1%  déduite  de 
la  seconde. 

Le  caractère  propre  de  toutes  ces  méthodes  d'élimination  est  de 
ndislituer  au  système  des  cquiuions  /n-oposées  un  autre  système  équi- 
valent, formé  d'une  de  cl'>  niiiiilioii-  li  d'uni;  anli'o  qui  ne  con- 
tient plus  qu'une  <li^s  iiic.iiuiufs. 

On  peut  dire  qu'il  en  est  de  même  dans  la  yùolulion  des  équalioiu 
à  une  inconnuCf  car  la  méthode  employée  pour  cela  consiste  à  tiaiifr- 
former  l'équation  proposée  eu  une  série  d'équations  équivalentes, 
jusqu'à  ce  que  l'on  ohtienne  une  équation  de  la  forme  x  =  a. 

DES  ËQIJ&TIONS  DU  PREMIER  DEGRÉ  A  PLUS 
DE  DEUX  INCONNUES. 

i32.  Si  un  problème  eontîcpl  trois,  quatre,  etc.,  inconOtles,  là 
murchc  à  suivre  sera  toujours  la  méuie,  et  si  nous  supposons  le 
problème  déterminé,  il  noue  faudra  (n*141)  autant  d'équation»  que 
d'inconnue!,  sans  toutefois  qu'il  wHt  besoin  que  oliaque  équation 
contienne  toutes  les  inconnues. 

CoDsIdérans  d'abord  nn  pjstéme  de  troh  équationi,  ce  qui  re- 
vient à  supposer  qu'un  problème  a  donné  lieu  aux  trois  équations 

ite  —  3y  -j-  Sï  =  ÎO 

7i  +  5y  —  4a  =  42 

2*  +  6y  —  B»  =  18. 
En  employant  une  des  trois  méthodes  oonnoes  d'éUmïnatktt 
poui'  les  problèmes  à  deux  inconnues,  non*  pourrais  éliminer  une 
des  incounues  entre  cbaouoe  de  ces  équatÛHls;  oa  oUiesditt  ains 
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délit  équâtlons  fi  ibm  inconnass,  donl  on  déduira  les  valeurs,  et 
on  les  substituera  h  Pune  des  équatiods  dénuées. 

S(rit  doDC  ■  qne  l'on  veuiUs  éliminer  entre  la  première  et  Is  se- 
conde éqaBtîm]. 

employast  ia  méthode  de  réduction,  il  nous  sufiira  de  mul- 
tiplier la  pfemière  par  2  et  d'ajouter  ensuite  les  deux  équations, 
ce  qui  donnera  ilw     y  =  83. 

Ëliminoofe  maintenant  t  entre  la  première  équation  et  la  troi- 
dëme;  cda  exige  que  noud  multipliions  la  première  pat  K,  et  la 
trdsiteie  par  3;  ea  additionnant  ensuite  ces  équations,  on  obtient 
291— 3y=136.  (1) 

(On  aorattpu  éliminer  i  entre  la  seconde  et  la  IroisiËme  équation.) 

La  question  se  réduit  maintoniint  à  trouver  les  valeurs  de  x  et 
de  y  cnlru  les  ilaix  t;i|[ia(ions  que  nous  venons  d'obtenir,  ce  qui 
[n-  lii,  nous  ildiinwa  :  i"  y=  171  —  82;  jiiiis  2"  on  sub- 
stituera celte  valeur  de  t/  dans  l'équation  (1),  ce  qui  amèDcra 
9Sx  —  3[ilx — 82)=136,  et  nous  donnera  x  =  t,  puis  y  =  3, 
.  Ces  Tdears  de  «  el  de  y  étant  substituées  dans  l'une  des  équa- 
tions proposées^  on  obtient  t  =  i. 

La  solution  cherchée  est  donc  x  =  S,  t/=3  et  2=2,  valeurs 
que  l'on  peut  vérlller. 

On  voit,  d'après  cela,  comment  on  opérerait  dans  tout  autre  cas 
et  quel  que  fbt  le  nombre  des  équations  uu  des  inconnues;  toute- 
fois, pour  se  guider,  on  pourra  consulter  la  règle  suivante  : 

155.  Pour  délerminer  la  valeur  d'inconnues  conlenues  dam  pa- 
reil nombre  d'éqvations,  vous  prendrez  l'une  des  équulions  avec 
chacune  des  autres  successivement,  afin  d'éliminer  la  niOine  incon- 
nue; ce  qui  fera  disparaître  une  équation  et  une  inconnue;  vous 
continuerez  b  opérer  de  la  même  manière  sur  ces  nouvelles  équa- 
tions, dont  l6  nombre  est  diminué  d'un,  c'est-ft-dire  vous  chasse- 
rez une  nouvelle  iaconnue  ea  l'éliminant  enbn  une  de  ces  équa- 
tions et  chacune  des  autres,  ce  qui  donnera  encore  une  équation 
avec  une  inconnue  de  moins,  et  vous  continuerez  ainsi  jusqu'à  ce 
que  vous  n'ayez  plus  qu'une  équation  à  une  inconnue  dont  vous 
firereZ  la  valeur;  alors,  remontant  de  proche  en  proche  jusqu'à 
Fune  des  équations  proposées,  vous  déterminerez  successitemeilt 
l«  ftdnak  «B  KbtNB  IMoDiinet. 


ISA.  Si  )ei  équations  oe  renfennaieiit  pu  cbaomie  tenta  les 

incDDnues,  le  calcul  serait  plus  prompt  (n"  150). 

i3a!+îy— 3i=<H 
7ii+8y=39. 

En  eTaminant  celle  réunion  de  quatre  équations,  on  toK  que  si 
l'on  élimine  z  enlre  la  première  et  la  troisième  équation,  on  ob- 
tiendra par  une  simple  soustraction  une  équation  qui  ne  conlien- 
dra  que  deux  inconnues,  tandis  que  si  l'on  eût  voulu  éliminer  x, 
en  combinant  la  première  et  la  seconde  équation,  on  n'aurait  ob- 
tenu qu'une  équation  à  trois  inconnues  Hprès  avoir  préparé  les 
équations;  prenons  donc  la  première  et  la  troisième  conrormément 
k  ce  que  nous  avons  dit,  et  soustrayons  la  troisième  de  la  pre- 
nûère,  nous  aurons 

3»— 2y=li. 

(On  aurait  pu  soustraire  la  première  de  latroisite»,  cdaeatin- 


Uaintenant  li  l'on  chassa  u  entre  la  seconde  et  la  quatrième 
équation,  on  obtient 

14a:+23y=223. 
Ëliminons  x  enlie  cette  équafioo  et  la  précédente,  nous  anont 
— 28î(— 75y  =  1 54 — 669, 
ou  bien  en  diangeant  les  signes 

103y=518, 
d'oii  y=5. 
Substituons  celte  valeur  dans    3x — 2y=H,    on  obtioidra 

Celle  valeur  de  X,  mise  dans  la  seconde  équation  donnée,  amèos 
u=2, 

et  enfin,  en  substituant  les  valeurs  de  s  et  de  y  dans  la  première 
équatian,on  a  2=3. 

n  aurait  été  plus  simple  de  substituer  la  valeur  de  y  aealwnent 
dans  la  troisième  équation. 

IStf.  Le  procédé  (n*  148]  poiu  réduire  an  même  «oefficnent 
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deux  termes  pris  dans  deux  équations  ditTércntes  consiste  dans 
toale  M  simplidté  à  multiplier  réciproquement  chaque  équation 
paruB  nombre  qui  rende  le  terme  de  l'iDcounue  que  l'on  veut 
olimioer,  égal  dans  chaque  éqiution,  abstraction  faite  du  signe,  et 
ce  nombre  est  déterminé  par  la  considération  des  coefficients  pri- 

Nous  allons  faire  connaître  un  autre  procédé  de  Besoui,  appelé 
MHhùde  da  indéterminées,  et  qui  aura  l'avantage  de  nous  faire 
fdr  k»  ressoarces  de  l'algèbre. 

Soient  donc  les  deux  équations  (  t^'t^^ 

Pour  que  ces  équations  contiennent  l'une  des  inconnues  aveâ  le 
même  coeflinicnt,  il  suffit  de  multiplier  l'une  des  équations  par  un 
nombre  convsnable. 

Voici  ce  que  l'on  fera  pour  trouver  ce  nombre,  on  supposera 
que  m  est  ce  nombre  inconnu,  puis  on  muKipliera  l'une  des  deux 
équations,  la  seconde,  par  exemple,  par  ce  nombre  m,  ce  qui  don- 
nera 5mx-\-^y=Him. 

Si  l'on  qonte  cette  équadon  à  la  première,  il  nendra 

on  (4+5m}a:+(3+8m)y=65+lllni  (1). 

Pour  fairedisparaltre  les  X,  par  exemple,  il  n'y  aura  évidemment 
qa'à  supposer  que  le  nombre  m  est  tel  que  ix&m=0  et  à  ré- 
soudre cette  équation,  qm  donne  m= —  g. 

Du  moment  que  l'on  a  4  -|-Sm=0,  le  premier  terme  en  icdis- 
p8raltdel'équationCl),et  ilneresteque  (3  +  8m)y=6S-i-lllm 

qui  donne   y=^^^J^'".   Ilemplaçanlmparsavaleur   — ^, 

444      325  —  444 


Connsissant  y  on  détermine  x  facilement. 

Aa  Gea  des*,  si  l'on  eût  voulu  fwre  disparalf  re  les  termes  en  y. 


100  titatm»  ^'iitipu- 

on  aurait  inppoié  »)  lel  que  S+Sm  fût  égal  à  tém,  caqui  aunut 

donné  m= — 

Ce  procédé  inlroduil  des  déaaminafeurs,  il  s'applique  anuï 
sa  caa  oii  il  y  aurait  plus  de  deux  équations,  mais  il  est  [dus  com- 
pliqué. 

PROBLÈMES  A  «NE  OU  PtUSIETJRS  INCONNUES. 

iS6.  PROBiiiB  l.  On  a  de  l'rnu  dn  mrr  qm,  ftir  33  livres,  eon- 
tient  ï  livre  d»  kI.  Combien  fuiil-i!  njnuiir  d'enu  pure  pour  que 
tur  32  tttirat  du  noue  eau  mélange,  In  quanliU  de  sei  soit  réduite  à 
S  oneetf 

Celte  question  peut  être  résolue  de  plusiaurs  maniËres  et  mems 
uns  le  secours  de  l'algèbre> 
En  effet,  pour  que  sur  32  livres  d'eau  on  ne  trouve  pbis  qua 

9  onces  de  sel  ou  g  de  livre,  il  &ut  que  la  masse  d'eau  de  32  livret 
augmente  dans  la  proportion  de  ^  à  1,  car  alors  la  masse  d'eau 

étant  8  Tois  plus  (orie,  snvh  mt^me  qiianti'.éil  yauraS  fois  ia<lim 
de  sel,  l'eau  ajoutée  iHant  supposée  pure. 

Celle  masse  sera  donc  composée  d'une  partie  en  eau  de  mer  de 
3S  livres  et  de  7  autres  parties  en  eau  douce,  diacnne  du  mfinte 
poids,  c'est^Hlire  qu'il  faudra  ajouter  7x32,  ou  334  livret 
d'eau  douce,  ce  qui  donnera  une  raasse  de  256  livres;  on  peut 
vérifier  en  posant  la  proportion 

rae:32::i:f  =  g 

qui  donne  la  réponse  k  cette  question  t  8K6  litme  d'em  «itftM- 
nenl  1 1wre  de  tel,  comiien3î  livres  priie»  à  même  en  contiendront' 

elles?  La  réponse  est  g  OU  2  onces. 

Si  l'on  oAt  voulu  employer  l'algèbre,  on  aurait  dit  :  ce  qui  est 
inconnu,  c'est  \;\  quantité  d'eau  h  ajouter  i  32  livres,  donc  x  scr^ 
cette  qiianlilé. 

Mais  celle  quantité  doit  Être  fcllo  que  32  livres  du  mélange  ne 
contiennent  que   ^    de  livre  de  sel,  donc  on  aura  cette  pro- 
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^■  +  32:32::!  :  i, 
ce  qui  donne,  en  faisant  le  produit  des  moyens  égal  à  celui  des 
eitrêmes,  =  33,   d'où  a?  =  KS6— 32  =  2W. 

Nota.  La  proportion  a  été  établie  en  considérant  que  a:  -f  33 
contenait  une  livre  de  sel;  nous  avons  déduit  aussi  x  en  nous 
servant  d'un  principe  de  l'arithmâtiquet  que  nous  démontranns 
plus  loin;  on  peut  noter  eocon  oa  passant  que  «/e  foufs  ^^Iron 
il  rituUe  une  éguation, 

PhoblImb  n.  Deux  fontaines  ont  rempli  un  réservoir  de  8 
trtt  cfhei  ta  coulant  ftme  pendant  i  heures  et  la  seconde  pendant 
10  Aeur«t.  Les  deux  mêmes  fontaines  ont  rempli  m  autre  fom'n  de 
tO  mètres  cuiot  ea  eouloat  la  prmièrt  pendant  8  heurts  et  la  sh 
conde  pendant  2  heures. 

On  demande  la  dépeme  de  chacune  de  ces  fontaines  supposées  couler 
uniformément . 

Il  s'agit  de  connaître  ce  que  chaque  fontaine  peut  donner  par 
heure  de  mètres  cubes  d'eau  (en  prenant  ponr  nnité  de  volume  te 

mètre  cube). 

Soit  donc  x  le  voltimfi  d'eau  Taiirni  par  hcuro  par  la  première 
fontaine  et  soit  y  le  volume  fourni  yiiir  lu  seconde. 

La  quantité  d'eau  douncc  par  la  premii're  en  4  heures  sera  4l, 
de  mime  JOy  sera  la  quantité  d'eau  fournie  par  la  seconde  en 
40  heures,  et  d'après  l'énoncé  on  aura  l'équation 

Ac  +  10y=8; 

et  3j/  représenteront  également  les  quantités  d'eau  four- 
nies par  les  deux  fonlunes  pourremplirun  bassin  delOmèbes, 
et  alors  on  a  la  seconde  équation 

Le  problème  contenant  deux  inconnues,  nous  avons  maintenant, 
au  moyen  de  ces  deux  équations,  ce  qu'il  nous  faut  pour  le  résou- 
dre ;  car  il  ne  s'agit  plus  que  de  déterminer  les  inconnues.  Si  nous 
supprimions  les  facteurs  communs  dans  chaque  équation,  on  les  sim- 
plifleraili  mais  nousanroDi  atisrilOt  hit  de  moltifdier  la  [vemi^ra 
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par  S  et  de  sonstrure  ensuite  la  seconde  de  la  premî^ra,  car  il  lestna 

18y  =  6    ou  y=5- 

SubsUtuant  celle  valeur  dans  une  des  équations,  dans  la  seconde 
pir  exemple,  nous  aurons 

81+1=10;    d'où    Ux  +  i=30   et  x=^-. 

Donc  la  premi^,re  fontaine  fournit  |  de  môtre  cube  d'ean  par 

lieure,  et  la  seconde  seule[nent|. 

Ces  valeurs  vériflent  les  équations  et  satisfont  au  problème. 
Pour  Bpprâder  en  mesure  de  capacité  la  force  de  chaque  fon- 
taine, on  trouverait  en  prenant  le  litre  qui  est  l'unité  de  mesure 

de  capacité  dans  !e  système  décimal,  que 

la  première  fontaine  donne  par  heure  t  ^QS""'fi6  

et  la  seconde  donne  par  benr»  333  ,33..>.. 

en  se  basant  sur  cb  que  le  mètre  cube  contient  1000  litres. 

pKonàn  m.  On  a  acheté  trois  chevaux  dont  les  prix:  sont  tel»  gui 
edui  du  premier  plus  le  sixième  du  prix  du  second  augmenté  encw 
du  tiersde  celui  du  troisième  fait  741  francs;  le  prix  du  second 
plus  la  moitié  de  celui  du  premier  et  de  celui  du  troisième  fait 
1053  francs:  enfin  le  prix  du  troisième  est  égal  à  celui  du  second 
diminué  de  270  francs.  On  demande  le  prix  de  chaque  cheval. 

Appelons  x,  jj  cl  z  les  trois  prix  inconnus,  on  aura  fadlement 
les  trois  équations 

y+y+  ^ï  =  1053  f  2  =  2106 

2  =  y— 370  ]  f   3=y— 270 

apiËs  la  disparition  des  dénominateurs.' 

Maintenant  si  l'on  ^mîne  x  entre  la  première  et  la  seconds 
équation,  il  vient       11y-f  iz  =  8190. 
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Itenaidaçons  t  par  sa  valeur  donnée  par  la  Iroiaiëme  équation, 
on  a  lly+4jr— 1080  =  8190; 

d'où  l'on  (ire      lBy=9270    et    i/=s  618. 

Mettons  cette  valeur  d'y  dans  la  seconde  équation  qui  eil  la 

plus  simple  en  x,  on  a     x= 2106— 1336  —  z 
ou  x=  870— î. 

Connaissant  y,  la  troisième  équation  donne 
z =618—^0=  348, 
et  substituant  cette  valeur  dans  l'éqaat'on  prâoëdente,  on  a 

1=870  —348  =522. 
Les  prix  des  chevaux  son!  donc  532  fr.  pour  le  preniîer,618  fr, 
pour  le  second,  et  3.18  fr.  pour  le  troisième  ;  on  peut  les  vérifier. 

Nous  avons  r<ïsolu  (n*  138,  problème  111)  une  question  conte- 
nant plusieurs  inconnues  au  moyen  d'une  seule;  on  pourrait  éga- 
lement la  résoudre  au  moyen  de  plusieurs  inconnues  et  plus 
facilement  dans  certaines  circonstances.  [Voirw  173.) 

Nous  allons  reprendre  le  problème  n°  124  et  le  résoudre  avec 
dcun  inconnues. 

pROBtiMB  IV.  Connaiuant  la  femme  et  la  différence  de  deux 
guaatilit,  tei  dileminer, 

Bésolvons-le  d'une  manière  générale  aân  d'avt^r  des  formules. 

Soit  a  la  somme  des  deux  quantités,  et  soit  b  leur  diflérence. 

Nous  supposerons  que  x  est  la  plus  grande  des  deux  qnanlîtés 
et  que  jr  est  la  plus  petite,  on  aura  alors 

x  +  y=a     et  y=6. 

Si  l'on  prend  la  valeur  de  x  dans  la  première  équation,  on  aura 
x  =  a  —  y,  et  si  on  la  substitue  dans  b  seconde,  on  trouvera 
a  —  y  —  y  =  l>  ou  2^  =  "  —  d'où 

y  .=  ""2""  A""'""'"  po'"'  ■'^oi''  la  plus  pplite  quanliié. 

Pour  avoir  x,  nous  remplacerons  y  par  sa  valeur  dana  une  des 
trois  premières  équations,  ce  qui  donnera 

X  =  -..^  -  formule  pour  avoir  la  plus  grande  quantité. 
I  13 
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Dons  le  problème  n*  124,  c'étaient  les  seconds  membres  des  for- 
mules qui  nous  indiquaient  quelle  était  la  quantité  représentée  par 
le  premier  membre  qui  était  le  mfime  dans  les  deux  formules. 
Ici  chaque  membre  est  différent^  et  c'est  le  premier  qui  nous 
indique  ce  que  doit  représenter  le  second;  du  reste,  ici  comme 
au  n*  134,  les  formules  remplissent  le  mSme  buL 

On  voit  de  nouveau  l'avantaga  de  résoudre  les  problèmes  d'une 
manière  générale,  parce  qu'on  obtient  ainsi  des  formules  pour 
résoudre  des  qupstions  analogues  indépendamment  de  toute  valeur 
particulière  atlribucc  aux  quanlilcî. 

Nous  ferons  remarquer  que  des  qiioslinns  qui  paraissent  diffé- 
rentes BU  premier  abord  par  la  manière  dont  elles  sont  énoncées, 
mal  en  résumé  quelquefois  pareiilcs. 

Ainsi  la  question  suivante  rentre  dans  la  précédente*  o'est-è-diie 
amdtài  aux  mêmes  équations.   [  Voir  n"  3.) 

Pariager  un  nombre  connu  a  en  deux  parties  telles  gue  tunemt 
pba  grande  ou  plus  petite  que  l'autre  d'taie  quantité  b  connue. 

Soient  donc  z  et  y  ces  deux  parties, 
on  aura  évîdenuRent  x-\-y—a,  et  à  nous  supposons  que  x 
dmve  surpasser  j/  de  b,  alors  on  aura 

Or  il  est  visible  que  ces  deux  équations  sont  les  mêmes  que  les 
précédentes,  car  x — y=b  est  la  même  équation  que  x=y-\-b; 
donc  on  doit  trouver  pour  la  môme  valeur,  comme  on  peut  le 
voir  en  remplaçant  y  par  sa  valeur  a — x. 

Si  au  contraire  on  suppose  que  x  doive  être  plus  petit  que  y 
d'une  quantité  b,  cela  revient  h  dire  que  oe  que  nous  avons  re- 
présenté par  X  dans  l'antre  problème  l'est  par  y  dans  celui-ci, 
et  alors  réqiiniiun  x~'j^b  que  nous  devons  établir  est  la 
même  que  la  seconde  du  |)iolili:]ne  précédent,  dans  laquelle  y 
rRprésenlerait  la  phis  grande  partie,  car  alors  elle  serait  y — x=b 
ou  y  =  x-\-b  qui  est  la  même  que  x=>j  —  b. 

PROBLÈMES  DONNàNT  LIEU  A  DES  VALEURS  NÉGATIVES. 

IU7.  La  résolution  des  équations  du  premier  degré  par  les  mé- 
thodes que  nous  avons  exposées  ne  conduit  pas  toujours  &  trouver 
pour  la  valeur  de  l'inconnue  une  valeur  poative  tdle  que  x=:a 
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on  -.«SI— 0,  MqnireTi«iitamiiânM}iB^(oapeat^ameDé 
il  trouver  pour  l'incoDQue  une  valeur  négative,  Vesl-Vdire  b 
trouver  x  =— a,  a  étant  une  quantité  quelconque  entière  uu 
fractionnaire,  mais  positive. 

Or,  dans  un  grand  nombre  de  problèmes,  on  ne  pttul  ndmelire 
pour  tes  inconnues  que  des  valeurs  posilivcs,  de  sorte  que  l'on  t'sl 
conduit,  lorsque  l'on  en  trouve  de  négatives,  à  conclure  que  le 
problème  est  imposiible,  ou  du  moins,  en  se  rappelant  ce  que  nous 
BTCOs  dit  n*  100,  que  les  quantités  représenléà  par  l'inconnue  ou 
les  inconnues  doivent  être  prises  dans  un  sens  o^osé,  ou  bien  on 
pourra  supposer  qaHl  y  a  un  vice  dans  l'énoncé  du  problème  qui, 
lorsqu'il  peut  être  modifié,  admet  les  valeurs  positives  numéri' 
qaecnent  égales  aux  négalives  trouvées. 

Pour  le  faire  birn  comprendre,  proposons-nous  celte  question: 
(mcyer  un  nombre  qui  ajouté  à  18  donne  13  pour  somme. 

Il  est  évident  que  cette  question  Pst  ini[iosail)le;  néanmoins,  si 
sans  s'inquiéter  de  cette  impossibilité  on  veut  tu  résoudre  et  que 
naturellement  on  représente  ce  qui  est  inconim  par  une  lettre 
X  ou  y,  on  aura  l'équation  x^^-^S=^3  qui  donne  x= — S 
aprèâ  la  transpo»tion  et  la  réduction. 

Ce  résultat  — S  n'a  aucun  sens,  arithmétiquement  parlant; 
mais  si  nous  supposons  qu'il  y  ait  un  vice  dans  l'énoncé  de  la 
question,  et  que  la  quantité  représentée  par  x  doive  être  prise 
alors  dans  nn  sens  contraire,  il  eu  résidte,  puisque  nous  clicrclions 
le  nombre  qu'il  faut  ajouter  à  18,  que  la  valeur  — 5  nous  indique 
que  dans  le  problème,  on  doit  supposer  l'opposé,  el  modifier  aioal 
la  question  ; 

Trouver  m  nombre  gui  soustrait  de  18  dome  13. 

L'équation  sera  alors  IS— x=13>  d'oii  x=%  en  changeant 
Isa  signes  àe  tous  les  termes. 

Ainsi  la  solatk>n  —  5  nous  indiquait  une  impos^bililé  on  du 
mdns  un  vice  dans  l'énoncé,  et  en  même  temps  nous  disait  voir 
la  recUGcalion,  c'est-à-dire  qu'au  lieu  d'ajouier  un  nombre  à  18, 
il  fallait  an  conbwe  en  retrancher  nne  quantité  ^le  en  valeur 
absolue  à  celle  trouvée  d'abord. 

Nous  remarquerons  que  si  la  valeur  x  =  —  S  ne  satisfit  pas 
mx  conditions  du  problème  interprété  comme  en  arithmétique, 
vérifie  néanmoins  l'équation,  car  en  remplaçant  x  par  — S 
dana  «+48=13,  ma  — 5+  1&=13  ou  13  =  13. 


Du  reste  il  en  sera  toujours  de  même  conrorraément  à  ce  que 

nous  avons  rfil  n°  129. 

Nous  fiîrons  attention  encore  que  si  l'on  attribue  à  —  b  la  va- 
leur qu'ello  doit  avoir,  coDsidéi'éc  comme  vaieur  négative,  et  si 
l'on  applique  les  règles  de  l'addiliou  algébrique,  la  solution  n'aura 
rieu  que  do  piuTailcincnt  correct  et  qu'alors  l'aliîèbre  nous  don- 
nera la  réponse  cïiactc  à  une  question  mal  posée  ;  car  si  l'on  ajoute 
—  Et  à  -{'^3]  Q  pour  somme  13;  doue  — S  n'est  pas  le 
nombre  arilhmitiqia  que  l'on  demandùt,  mais  la  quantité  algé- 
brique qui  satisfait  su  i»nblème. 

1IÎ8.  Reprenons  le  même  problème  d'une  manière  générale, 
l'énoncé  sera  ; 

Trouver  un  nombre  qui  aiaulé  au  nombre  connu  b  doime  a  'pour 
gamme 

X  étant  ce  nombre  inconnu,  on  aura 

b-\-x  =  a,   d'où   x  =  a  —  li  {formule); 

la  dernière  expression  est  une  formule  qui-  doit  nous  donner  la 
.valeur  de  x  dans  tous  les  cas  parUculiers  qui  peuvent  se  pr& 
senter  (n-20  et  124). 

D'après  l'exemple  particulier  que  nous  avons  considéré,  nous 
avons  vu  que,  lorsque  le  nombre  6  est  plus  grand  que  a,  on  ob- 
tient pour  X  une  valeur  négative  qni  est  une  réponse  exacte  don- 
née  par  l'algèbre,  mais  qui,  dans  l'inlerprétalion  vnigaire,  indique 
«ne  impossibilité,  et  nous  avons  reconnu  qu'en  changeant  l'énoncé, 
c'est-à-dire  en  prenant  l'oppusé,  on  obtenait  une  question  qui 
pouvait  être  résolue  par  les  riK-inus  équations,  sauf  le  signe. 

Nous  conclurons  donc  que  si  l'énoncé  d'un  problème  rxige  une 
solulinn  po3ili\'r,  on  doit  en  gcnérol  comidcrcr  la  valeur  ncgalioe 
trouvde  pour  l'inconiive  dans  un  problème  du  premier  degré,  comme 
indiquent  une  impossibilité,  cette  impossibilité  pouvant  provenir 
d'un  vice  dans  le  scusde  l'énoncé  ou  du  moins  dans  l'équation 
qni  en  est  la  traduction  algébrique  ;  ensuite  qu'en  changeant  les 
signes  de  celte  valeur,  on  en  obtient  une  qui  peut  étro  regardée 
comme  la  ri'ponse  h  un  piohli'mc  semblable  ati  proposé,  sauf  que 
rerlaines  quanlilcs  pii^r-s  rnninin  pn.'ilivis  doi\ent,  nu  contraire, 
Èlrc  piises  eniiiaïf!  5(juslr;iclives  tt  réciproiiuement. 

Cette  conclusion  est  facile  à  justiller,  car  si  l'on  trouve  pour 
rinconDne  une  valeur  négative,  cela  provient  de  ce  que,  par  la  na* 


CB&PlTItE  m. 


107 


liire  même  de  l'équalion  établie,  on  a  été  conduit  à  soustraire  ua 
nombre  plus  grand  d'un  plus  petit,  opération  impossible,  et  comme  ' 
Jes  diverses  transformationg  que  nous  avons  pn  faire  snbii  h  celte 
équation,  pour  en  déduire  x  ou  l'inconnue,  ne  pouvaient  donner 
lieu  par  les  principes  établis  qu'à  des  équations  équivalentes,  il 
en  résulte  que  la  valeur  négative  doit  élrc  attribuée  à  un  vice  dans 
l'énoncé  de  la  question. 

Il  est  clair  également  que  si  l'on  change  le  signe  de  l'inconnue, 
c'est-à-dire  si  l'ojichanije  x  en  —  Ions  !ps  In-i/ics  <jtii  renfp.r- 
menl  X,  s'ils  sonl  positifs,  deviendront  iiégolifs  cl  réciproquemenl ; 
ceUo  nouvelle  équation,  traduite  en  langage  ordinaire,  donnera  un 
énoncé  qui  ne  différera  du  premier  qu'en  ce  que  eertaittet  gitantiih 
gue  Von  devait  ajouter  deorml,  au  contraire,  être  lotatratiei  et  ré- 
ciproquement. 

1S9.  Nous  allons  faire  ym  que  cette  nouvelle  équation  admet 
pour  solution  la  valenr  de  x  tronvée  précédenuneat,  mais  prias 
posilivement. 

En  effet,  quelle  que  soit  l'équation  prîmitiTO  dn  problème,  eHe 
pourra  toujours,  par  les  transformalions  ordinaires,  filre  ramenée 
à  la  forme  ax  = — 6  (a  et  (  étant  des  nombres  absolus]. 
(  Voir  n«  187.) 

De  celle  équation  on  déduit  x  =       =  —  — . 

Désignons  par  p  la  valeur  absolue  de   -,   on  aura 
s=-p. 

Maintenant  H  noas  mettons  — x  à  la  place  de  x  dans  l'é- 
quation donnée,  on  aura    aX— »  =  —  j    ou  — ax=^—b; 


Donc  si  une  équation  estvéïlfiée  par  a:=: — p,  elle  l'est  aussi 
par  x=p  etFédproquement. 

Cest-à-dire  que  par  la  subslitntion  de  la  valeur  —  pii]a  place 
de  X  dans  les  équations,  on  a  les  mêmes  résultais  que  si  l'on 
remplaçait  d'abord  -f  x  par  — x  et  que  l'on  mtt  ensuite  à  la 
place  de  x  la  valeur  p. 

Car  soit  3:4-17=11,  à'ob  x  =  — 6;  si  l'on  substitue 
—6  à  la  place  de  x^  il  vient  ~6+17=ll,  résultat  pa- 
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reîl  à  celui  fourni  par  — x  +  lï=H  après  qu'on  a  remplacé 
-J- «  par  0=pi  onsaitquG  — x=—ixx. 

Ce  çue  nous  disons  pour  une  équation  â  une  inconnue  Supplique- 
reit  à  une  éguation  où  il  1/  en  ouraiV  ptusietirt. 

Nous  renendroDB  encore  sur  ces  valeurs  négatifes  après  Bmir 
considéré  qudques  nouvelles  applicaUons. 

Soit  proposée  celle  question  :  Vh  père  a  vn  certain  nombre  d'an- 
nées a,  son  fils  en  a  un  nombre  b;  dans  combien  d^annéea  l'âge  du 
fils  sera-t'il  le  tiers  de  celui  du  père? 

Soit  X  le  nombre  d'aanées  inconnu. 

A  celte  époque,  l'ûgc  du  père  sera  1  +  r ,  et  celui  du  fils 
sera      à-^-x;         on  aura  donc  -"^^=  fi+a;;  - 

d'oii  l'on  tire        a -^x=^b-i-3x,       puis     — ix=2h  —  a. 


qui  donne 


qui  équivaut  à      «es — ~ —      (n*  131). 

Cette  formule  doit  résoudre  le  problème  dans  tous  les  cas  pos- 
sibles. 

Or,  si  nous  supposons  que  l'âge  du  père  soit  56  ans  et  celui  du 

fils  50,  la  formule  donnera   x  =  —  —2. 

Cette  solution  négative  doit  donc  être  considérée  comme  une 
impossibilité,  et  eu  efTet,  il  [l'y  a  aucun  oomlire  qui,  ajouté  à 
l'âge  du  père  et  du  fils,  puisse  faire  que  l'un  soil  le  tiers  de  l'autre. 
La  question  était  donc  impossible  et  l'énoncé  vicieux;  en  effet, 

lerap/jorf  ou  fwfiMdesftgeedupëre  et  du  fils  êtant|^  ou 

i7  en  résulte  que  ce  rapport  ne  valant  pas  3,  quelque  nombre  que  l'on 
ajoute  aux  deux  termes  ne  pourra  rendre  l'expression  égale  à  3i  car 
nous  avons  vu  (n°  Olî)  que  lorsque  l'on  augmente  d'une  môme 
quantité  les  deux  termes  d'une  fraction  plus  grande  que  l'UDÎté, 
celte  fraction  va  toujours  en  diminuant  de  valeur. 

Uaïs  si  l'on  veut  tectiBer  l'énoncé,  on  fera  [a*  168)  x=  — x 
dans  l'équation  du  prdilèms,  d'oii 
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qui,  traduite  en  langage  ordinairo,  donne  lieu  facilement  au  loénie 
problème  inodiGé  comme  il  suit  : 

Un  père  a  56  ans,  ion  fils  en  a  30,  combien  y  O't-il  d'tamiaque 
l'âge  du  fils  était  le  tiers  de  celui  du  père  î 

El  on  effet,  OD  trouve  alors  a;=:S  ;  solution  exacte. 

Toutefois  en  inlerprétanl  dans  lé  premier  problème  la  solatlon 
—S  algébriquement,  on  aurait  pii  avoir  la  réponse,  car  én  ajou- 
tant —  2  ans  aux  Ages  du  père  et  du  Bis,  on  aurait  eu  Si  et  18 
qui  sont  dans  le  rapport  voulu. 

En  résumé  les  tolutiora  négatives  peuvent  quelquefois,  abstraction 
faite  de  leur  signe,  être  considérées  comme  des  réponses  non  aux 
probtèmet  tels  qu'ils  ont  été  posés,  mais  à  des  questions  semblables 
dont  en  auraîl  modifié  quelques  conditions.  Pour  obtenir  celte  mo- 
dification dans  l'énoncé,  il  faut  remonter  A  l'équation  du  problème, 
changer  x  en — x  et  traduire  en  langage  ordinaire  celte  nouvelle 
éjuatiôn,  màs  en  observant  que  ces  modification»  dans  l'énoncé 
des  conditions  ou  dans  le  sens  attaché  à  ces  conditions  soient  telles 
qu'elles  s'accordent  avec  les  équations  qnî  résultent  du. changement 
de  X  tia — X  et  rùciproquement,  de  manière  que  ces  dernières- 
équations  puissent  être  considérées  comme  données  par  le  pro- 
blème modifié. 

Bourdon  fait  observer  h  ce  sujet  que  tel  problème  peut  avoir  un 
énoncé  exact  et  donner  une  valeur  négative  pour  l'inconnue;  cela 
tient  à  ce  que  l'algcbciste,  dans  l'appiicalion  de  sa  méthode  pour 
résoudre  le  probliîmo,  prend  quelquefois  certaines  conditions  dans 
un  sens  ojiposé  à  celui  où  l'on  aurait  dû  les  prendre.  La  solution 
négalive  retiresse  le  point  de  vue  sous  lequel  il  a  envisagé  ces  con- 
ditions, et  il  résulte  qite  l'équation  est  vicieuse  quoique  le  problème 
loil  susceptible  d'être  résolu.    {Voir  le  problècne  ci-après.) 

Enfin  il  e%\s\<i  des  questions  ou  certaines  quantilés  pouvant  être 
prises  les  unes  duns  un  sens  1rs  autres  dans  un  autre,  l'algèbre, 
comme  nous  l'.ivons  dit,  exprime  ces  conditions  par  les  signes -f- 
et  — ,  et  alors  lus  solulions  négatives  sont  des  soiulioBS  exactes 
aussi  ;  mai^  lorsqu'elles  proviendront  d'une  fausse  bypolbèsa  dans 
l'énoncé,  il  faudra  supposer  une  perte  s'il  s'agit  d'un  gaisjù  l'on 
considère  un  temps  passé,  il  faudra  au  contraire  envisager  qu'il 
s'agit  de  l'avenir  ;  etc. 

Les  problèmes  suivants  vont  rendre  cela  évident. 

Vtimiàa.  Dtux  courritrt  partent  en  Toim  temps  de  deux  jmnit 
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A  ri  B  titu/i  lur  la  mime  route  XY  el  vont  dans  la  mime  direc- 
tion vtrs  m  point  C. 

On  comati  les  dittancet  des  points  A  et  B  ou  point  C,  tmioir 
AC=  102  kitomiirei  et  BC  =60  kttomèlres:  de  plus  on  uut  que 
la  vittne  du  courrier  parti  du  poiaf  A.  est  de  9  kilàmèlntpto'heiirt 
et  celle  du  courrier  parti  du  poiat  B  «1  (fe  6  kilon^r».  On  demanâi 
à  quel  point  de  la  route  ta  cota-rien  se  joindront. 


Ce  problème  peut  élrc  résolu  de  difTérentes  manières  : 
Ainsi  l'on  pourra  :  1*  chercher  le  temps  incoonu  an  lien  de  la 
distance  inconnue  et  l'on  en  déduira  indirectement  la  solution; 
alors  s  sera  le  temps  pendant  lequel  les  deux  courriers  doivent 
marcher  pour  que  te  premier  atteigne  le  second»  puis  on  dira: 
Pendant  ce  mâme  temps  le  premier  courrier  parcourt  l'espace 
qui  aboutit  au  mfime  point  que  l'espace  parcouru  par  le  second 
courrier,  donc  il  vie&dra 

9x=6x-\-AB, 

te  et  fisc  repiésoitffiil  en  kilomètres  les  cfaantiu  parcourus. 

Ona          AB=AC—BC=102— 60=43  kilom.; 

donc  Oz=6x+43«  d'ob   «=14.  (F.  n*  160  le  nobi.) 

Or  «  représente  des  faem«s  (qui  sont  Funité  de  temps])  par 
conséquent  les  ooorrios  marcheront  14  henies  avant  que  le  pre- 
mier puisse  atteindre  le  second.  ' 

Pendant  14  benresle  premier  aura  parconm  8x14  kilom.  et 
le  second  6X14  kitom.  Ainsi  le  courrier  parti  du  point  A  aura 
fail  126  kilomèires,  et  l'autre  parti  du  point  B  en  aura  fait  84)01 
comme  AC  vaut  lO^kilum  ,  il  en  résulte  que  les  courriers  sa 
reiiTOntreront  à  une  dialance  de  2i  kilom.  au  delà  de  C. 

2*  En  représentant  par  x  le  nombre  de  kilomètres  parcourus 
par  le  premier  courrier  partant  du  point  A,  çn  dira  :  Puisque  ce 
cou  nier  fiiit  9  lùlomëttea  pendant  que  l'autre  en  fait  6>  le  rapport 
3 

de  leurs  diemîns  parcourus  est  comme  1  est  &  ^;  donc  pendant 
que  le  premier  courrier  fera  x  kilomètres,  le  second  ne  fna  que 
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^  Itilom.)  et  en  ajoutant  à  ce  dernier  nombre  la  distance  AB,  on 
aura  une  égalité  ou  éijuation 

x=^x  +  ii,  d'où  1=128, 

ce  qui  donne  lo  point  de  rencontre  aussi  à  24  kilom.  de  C. 

3°  On  peut  supposer  que  la  jonction  se  fera  en  un  point  It  quel- 
conque, et  alors  ce  qui  sera  inconnu  sera  cette  distance  CR  que 
nous  appellerons  x. 

Ijss  chemins  parcourus  par  les  deux  courriers  seront  d'une  part, 
AR=;102— ar  et  d'autre  part  BR  =  60— X 

Le  premier  courrier  faisant  9  kilom.  à  l'heure  et  le  second  6,  le 
nombre  d'heures  employé  par  eux  pour  parcourir  AR  et  BR  sera 
respectivement  exprimé  par 

102— X     .    60— a: 

Car  en  divisant  le  chemin  oa  les  kilomètres  parcourus  par  le 
sombre  de  kilomètres  parcourus  en  nne  heure,  on  aura  le  nombre 
d'heures  mises  parcourir  la  totalité  du  diemin  ;  or  les  courrien 
partent  en  même  temps  et  marchent  le  même  temps,  donc 

m—x  _60-~x 
9  6  ' 

d'oul'on  lire  x^  —  24. 

Nous  ne  devons  point  conclure  de  celle  valeur  —  24  que  le 
problème  est  impossible;  car,  indépendamment  des  solutions 
précédentes,  le  raiBonnement  seul  nous  dit  que  le  courrier  qui  est 
derrière,  allant  plus  vite  que  celui  qui  est  devant,  doit  finir  par 
l'atteindre. 

Mais  nous  avons  supposé  que  la  rencontre  avait  lieu  en  un 
point  R  silué  entre  D  et  C  et  rien  ne  nous  y  aiilori.iait,  nous  avons 
fail  la  faute  signalée  par  BounnoN;  l'iniposïibililé  est  dune  dans  la 
EU|Nposiiion  et  non  dans  l'énoncé. 

Pour  corriger  celte  erreur,  nous  supposerons  alors  que  le  point 
de  rencontre  est  au  delà  de  C  en  un  point  R',  et  que  la  solution 
X  =  —  34,  prise  positivement,  est  la  réponse. 
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D'aillmirs  en /Maant  OX=x  on  ttml'éqnaUon 

!2Lt£— ™iî  qui  eal  U  même  que  celle  Iroutée  précédent- 

ment,  sauf  que  — «    est  changé  en  par  conséquent, 

conrormément  h  ce  qua  nous  avons  dit  au  commencement  de  ce 
numéro,  cello  iii.Tiiit;ic  équation  doit  être  salUfaite  par  a:  =  24, 
puisque  l'autre  l'était  par  a;  =  —  24. 

Pfola.  Ut  changement  de  place  du  point  de  rencwitn  Borait  pu 
ne  pus  donner  de  solution  exiude,  si  les  TlleueB  des  eoonicn 
eussent  été  changées;  il  aurait  falla alors  &ire  une  nouT^ modi- 
fication dans  l'énoncé. 

4°  On  pourrait  encore  résoudre  ce  problème  en  prenuil  pour 
inconnue  1b  distance  BR  ou  BR'. 

Ce  problème  est  susceptible  de  se  prêter  i  diverses  bjpotbèies 
que  nous  allons  examiner  d'une  mani^  générale. 


160.  Deux  emarien  tant  partis  en  mime  tempt  de  deux  v'Utei 
différente*  et  panoarent  la  mime  ligne.  La  distance  des  deux  viUe$ 
ett  connue,  ainsi  gbe  la  vitesse  de  chaque  courrier.  On  demande  la 
formule  qui  indiquera  leur  poitd  de  rencontre? 

^  R"  ^ 

Explications  préliminaires.  Quand  une  quesUon  conduit  b  com- 
parer (les  espaces  avec  des  vitesses,  il  faut  bien  se  rendre  comi^ 
de  la  valeur  des  expressions  employées, 

Lorsqu'une  personne  marche  d'un  pas  bien  réglé  et  qu'elle  em- 
ploie le  même  temps  ft  parcourir  une  mtma  distance,  on  dit 
qu'eUe  se  tneut  d'un  mouoemtnt  miforme.  On  appelle  alors  M- 
leue  l'e^ce  parcouru  dans  l'unité  de  temps,  qui  est  une  heure, 
une  mintite,  et4^,  selon  que  l'on  a  cbcdsi. 

Si  donc  une  personne  met  toujours  3  heures  à  parcourir  8  kilo- 
mètres, on  dira  qu'elle  marche  avec  une  vitesse  de  ^  kilomètres  à 
l'heure, ou  delkilomètresi. 

Revenons  à  notre  problème. 
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La  maDÏère  dont  il  est  poté  préseate  d'abord  deui  cas  à  exa- 
miner : 

{•  Noos  anppoutoiiB  que  les  eourriers,  partant  de  A  et  de  B,  se 
dirigent  en  mâfGhaul  dans  le  même  sens  vers  un  autre  point  R 
situé  au  delb  de  B. 

Appelons        x  la  distanu  Inconnue  AR, 

d  le  distance  connue  de  A  à  B. 

»  la  vitesse  du  courrier  parti  de  la  ville  A, 

if  la  vitesse  de  la  ville  B. 

Le  chemin  fait  par  le  second  courrier  parti  de  B  sera 
EB= Aft  — AB  ou  X — d,      cAemin  du  deuxième  eoumer. 

Si  l'on  divise  par  tp  le  nombie  x  de  kilomètres  faits  par  le  pre- 
mier courrier  jusqu'au  point  de  reaconlre,  on  aura,  comme  nous 
l'avons  d^à  dit  n*  lt>9,  le  temps  que  ce  courrier  aura  employé  à  faire 
le  chemin  AB,  et  de  même  en  divisant  x  —  d  par  v',  on  aura  le 
temps  employé  par  le  second  courrier  à  parcourir  BU;  mais  ces 
chemins  seront  parcourus  dans  des  temps  égaux,  donc  on  obtien- 
dra l'équation 

X  se — d  g 

qui  d<mDe  t/x=vx — (fv;  transposant  et  changeant  les  signes 
de  tous  les  termes,  il  vient  vx — xfx=dt> 


quidonne  ^~ti — t?'  Formuki. 

V  Supposons  que  les  courriers  vont  au-devant  l'un  de  l'autre, 
alors  leur  rencontre  aura  lieu  en  un  point  quelconque  R'  situé 
entre  A  et  B. 

Le  chemin  fait  par  le  second  courrier  parti  do  B  sera  exprimé 
pat  AB  — AR'  ou  d — x  [x  étant  id  la  distance  inconnue  AB']. 

(fest  évidemment  le  seul  changement  qui  résulte  de  notre  by^ 
pothès*,  et  11  estdairque  l'équation  du  problème  est 


qni  donne 
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Il  n'était  pas  besoia  de  tirer  la  valeur  de  x  pour  voir  que  la 
formule  1  trouvée  d-dessus  suffisait  à  résoudre  les  deux  cas; 
car,  eD  examioaiit  l'équalion  de  ce  dernier  probl&nu,  on  voit 
qu'elle  est  la  même  que  l'équation  E,  dans  laquelle  on  aurait 

remplacé  v'  par  —  u';  en  effet  — —  est  la  mime  chose  que 


(n*  01);  par  consùquent,  la  première  formule  trouvée  con- 


vient aux  deux  cas,  pourvu  que  par  convention  on  regarde  la  vi- 
tesse du  courrier  parli  de  li  comme  devant  changer  de  signe  dans 
la  formule  quand  la  direction  de  ce  courrier  change,  c'esl-ô-dire 
quand  après  avoir  supposé  que  les  courriers  allaient  dans  lo  même 
sens,  on  veut  se  servir  de  la  formule  pour  le  cas  oii  ils  vout  &  la 
rencontre  l'un  de  l'autre. 

Ce  prohlëme  nous  fait  voir  l'utililé  des  quantités  négatives, 
puisque  par  leur  emploi  on  peut  exprimer  par  une  mâme  formule 
plusieurs  cas  d'une  même  question  qui,  au  premier  abord,  paraî- 
traient exiger  chacun  une  équation  ou  solution  distincte. 

Ainsi  la  formule  pour  les  deux  cas  ci-dessus  et  dans  Itiypothèsa 
où  l'on  commence  par  supposer  les  courriers  aller  dans  la  mSnw 
sens  sera  expriuiÉe  par 

X  =  formule  pour  les  dtux  cas. 

Ce  même  problème  donne  lieu  à  une  valeur  négative  qui  peut 
encore  fitre  interprétée  aulronjent  que  nous  venons  de  le  V(»t. 

En  effet,  on  a  supposé  iinplicitumcnt  lorsque  les  courriers  se 
rcucoDtraicnt  en  R  au  delà  de  B  que  la  vitesse  du  courrier  parU 
de  A  était  plus  grande  que  celle  de  l'autre.  Or,  sr  le  contraire 
arrive,  l'équation  du  problème  ou  la  formule  donnent  pour  x  une 
valeur  négative  évidemment,  h  cause  de  t/>  ti  dans  la  première 
formule. 

11  7  a  alors  imposùbilité;  mais  pour  tftcber  qu'elle  disparaisse 
nous  devons  alors  faire  x=: — x  dans  l'équation  ~=  - 
puis  voir  d'après  cela  comment  on  pourra  modifier  l'énoncé  de  la 
queation(n''199J.0rde  l'équation  modifiée        =  ~^~Z^.  on 
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I  __         _     pourra  conclure,  en  ayant  égard  è  ce  que  repré^ 

senicnt  x  v.t  d  ol  îi  cù  que.  u'  csl  plus  ç;cnud  que  u,  que  les  cour- 
riers ont  (lù  alors  se  rcncoiitri'r  eri  ua  point  R"  silué  en  deçà  de  A; 
pour  cela,  il  faut  supposer  aussi  que  lus  courriers  ne  sont  pas  par- 
tis des  pcànls  A  et  B,  mais  qu'ils  élaienl  m  route  depuis  un  temps 
quoiconque  dans  la  direction  Alt.  Ainsi  lu  courrier  qui  va  le  moios 
vtte  a  dû  âtre  rencontré  par  l'autre  avant  qu'ils  ne  fusseot arrivés, 
l'unau  point  A  et  l'autre  au  point  B. 
'  Ces  hypotlièses  s'accordent  d'ailleurs  avec  les  équations  que 
donnerait  noire  problème  ainsi  modiQé  {voir  plus  bas],  car  la  dis- 
tance inconnue  AU"  sera  représentée  par  x,  la  dislance  BR"  par- 
courue dans  le  même  temps  par  le  second  courrier  allant  plus 
vite,  sera  BB"=AB+AR"=rf-|-jr, 

Or,  en  divisant  x  par  v  et  (/ -f  j  par  u',  on  aura  des  temps 
égaux,  puisque  à  parSir  du  point  do  rencontre,  ils  ontmislemënie 
temps  à  parvenir  l'un  en  A  et  i'autrc  en  B. 

X    d4-x       „  ,  —dv 
Donc  -=■  ^,   ;  don 

Celte  solution  est  bien  la  mûme  que  celle  trouvée  en  premier 
lieu,  sfiuf  que  la  distance  d  doit  éfie  prise  dans  un  sens  opposé, 
ainsi  que  riiiilnjne  —dycv;  elle  nous  lait  voir  encore  que  Von 
pouvait  S'jpfKiseï'  siiiij)leiiienl  que  les  courriers  partant  des  villes 
A  et  B  suivaient  une  direction  contraire  à  celle  que  nous  leur 
avions  attribuée. 

Ainsi  OR  peut  dire  que  la  formule  peut  servir  aussi  à  résoudre 
le  problème  dont  l'énoncé  serait  : 

Deux  courriers  mnl  en  roule  depuis  un  tempi  indéterminé,  on 
r.onm't  leurs  l'ilcsscs  v  et  v'  ainsi  tjue  la  distance  AB  des  deux  villa 
ou  ils  arrivent  chticun  en  même  temps  respectivement.  On  demande 
à  quel  point  de  lo  roule  l'h  se  soiil  reneonirës. 

Api'jicïtiov.  Soit  In  distance  de  A  à  !!  égnle  à  2()  I^ilnmclrcs;  !a 
vitesse  d[i  courrier  qui  anivc  en  A  est  3  et  celle  de  l'auli-e  qui 
arrive  en  même  temps  à  C  csl  Si  ;  on  demande  â  quelle  distance 
de  A  les  deux  courriers  se  sont  l  encontrés. 

D'abord  il  résulie  de  l'énoncé  que  dans  l'unité  de  temps,  une 
Aewe,  par  exemple,  le  premier  courrier  parcourt  im  espace  égal 
à  trois  fois  l'unité  de  distance  que  nous  supposons  étiv  ici  ie  kih- 
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mètre,  tandis  que  le  second  en  parcoiirl  cinq  dans  le  même  temps. 
Maintenant  pour  résoudre  noire  problème,  il  suffifa  de  prendre  h 

formule  x= — qui,  en  remplaçant  les  quantités  connues 

1       j                  48x3  18  ,  ^ 

par  leur  valeur,  donne  x=  —  ^  ^  =  —  —g  ou  «=+39, 

éiMne»  du  point  de  rtncontre  à  A. 
Donc  les  eourriers  w  sont  NnemtPés  à  M  lAeinètres  de  A. 

M 

Preuve.  Pour  arriver  en  A,  te  preoier  coonïer  *  ifU*  ou 

I3hetins,etle  second  conrrier,pouparriïprcn  B  depuis  le  point  ifc 

^encontre,  a  qiis  ^^^^  heures  ou  13  heures;  ce  qui  dût  être, 

puisqu'ils  ont  élé  le  nifijne  temps  à  faire  ces  chemins  différents. 

Nota.  On  fera  attention  que  dans  ces  problèmes  les  chemin» 
parcourus  sont  proportionnels  aux  vitesses,  cela  sert  à  leur  réso- 
lution (n"  i.">9). 

161.  Nous  savons  qu'on  ne  trouble  pas  une  égalité  ou  équa- 
tion en  changeant  lee  signes  de  tous  ses  termes;  nous  arons  vu 
aussi  un  principe  (n*  1S9)  qui  nous  permet  de  changer  x  en  — x 
dans  une  éqnaKon,  et  nous  avons  démontré  que  si  l'équation  ét^ 
vériRée  avant  la  modification,  elle  l'était  encore  après. 

Nous  allons  Stàte  voir  que  toute  équation  gui  dôme  tme  valets 
pour  tiiKomue  ett  vérifiée  pav  cette  valeur,  et  qu'alws  dam  «ne 
équation  quelconque  du  premier  degré,  on  peut  changer  le$  tignet 
d'un  ou  plusieurs  ternies,  soit  dans  un  membre  ou  dons  Poutre  ou 
dans  tous  les  deux,  et  qu'nuuift  on  trouvera  une  valeur  qiâ  virifiera 
cette  équation  (n*  199). 

Pour  cela,  prenons  au  hasard  des  quantités  telles  que  ex,  6,  e 
et  X,  formons-en  une  égalité  ou  équation  au  moyen  du  dgne 
d'égalité  et  des  autres  signes  algébriques;  nous  pouiroDS  mettre, 
par  exemple^ 


Cette  valeur  de  x  vérifie  l'équation  posée;  car  en  remplaçant  x 
par  sa  valeur,  on  a 


ax  +  h  =  e~xi 
d'oii  l'on  tire  (a-f  l]x  =  c — b  et  xt=' 


c  —  h 
a+i- 
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pdi  Maint  dl^arattra  les  dénomïnatenn,  il  vient 

ou  ac  —  ai  -f"     +  *  —    -f-  ^  —  + 

et  après  réduction        ac       =  ac  +  6,  ul 


identité. 


En  faisant  n'importe  quels  nntres  changpmpnts  sur  l'équation 
posée  ou  sur  toute  autre,  on  arriverait  toujours  à  un  parrii  ré- 
sallat;  si  cependant  on  considérait  une  équation  numérique,  on 
poimut  fitre  condait,  dans  lecas  où  l'on  poserait  une  absurdité,  à 
ne  trouTer  aucune  valeur  pour  x,  c'est-à-dire  que  x  disparaîtrait 
de  la  fomule  finale,  mais  cela  ne  détruit  pas  notre  principe^  on 
peut  d'ailleurs  expliquer  celte  circonstance,  ainsi  qu'on  le  verra 
n'  170  et  dans  le  numéro  suivant. 

ConoLLkciiB.  Toute  éqaetion  du  premier  degré  qui  donne  me 
valeur  pour  l'inconnue  est  vraie. 

DES  CAS  D'IMPOSSIBILITÉ  DAItS  LES  ËQUiTIONS 
DU  PREUIEB  DEGRÉ. 

1G2.  On  ne  peut  pas  toujours  faire  dans  l'énoncé  des  pro- 
blèmes les  rectifications  nécessaires  pour  que  la  valeur  négative 
trouvée,  prise  positivement,  puisse  être  déduite  du  problème  mo- 
iifié,  mm  non  changé  eomplélmeni. 

Ainsi,  us  prtAIème  serait  absurde  toujours,  si,  devant  donner 
Boe  EolatioD  eotière,  il  donnut  une  valeur  fracUimnaire  négative 
on  positive;  l'énoncé  ne  peut  être  alors  modifié;  on  pourrait 
tramer  égalementdesEoluttons  négatives  qui  nepermeltraîentpas 
de  modificsljons  dans  l'énoncé  avec  les  conditions  n*  l)S9.  Mais, 
outre  les  valeurs  négatives  trouvées  pour  l'inconnue  ou  les  incon- 
nues, les  problèmes  peuvent  condoiis  è  des  équations  donnant 
f  Kutres  r^uKats  qu'il  est  utile  d'examiner. 

Proposons -nous  alors  de  trouver  im  nombre  tel  gue  les  ~ 
de  ee  nombre,  augmetUit  de  7,  fassent  une  somme  égale  au  triple 
des  ~  de  ce  nombre  augmentés  préalablement  de  4. 

Soit  xce  nombre  inconnu,  on  aura  l'équation 
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d'ob  l'oD  déduit  15^ -f  12G  =  1.'>j:-{-216,  qui,  par  la  Iranspo- 
sition,  donne  0  =  90;   résultat  abiurde. 

Celle  absurdité  est  une  conséquence  de  l'^oncé  lai-roéme;  car 
Us  g  d'un  nombre  étant  ]q  même  chose  que  le  triple  da  ^, 
il  est  clair  que  cette  même  quantité  augutentée  de  7  ne  peut  être 
égale  aux  g  augmentas  de  3X1  ou  42, 

Quand  on  trouve  des  résultats  analogues  à  Os=gO,  on  dit 
alors  que  Féquatim  est  impoaible  ou  lAtarde. 

En  résumé,  on  n'a  pas  vne  égalité,  mais  deux  qtamtitii  inig^ 
séparées  par  le  signe  d'égalité. 

On  remarquera  ensuite  que  li;  problèDie  tip  doTine  pas  de  so- 
lution, car  une  soliilion  est  la  valeiiv  liu  rinconmie,  ot  dans  ce  pro- 
blème elle  s'évanouit;  on  est  conduit  seulement  à  une  égalité  sb- 
surde  de  la  forme  Q  =  m,  m  étant  une  quantité  quelconqua 
positive  ou  négative  dilTéreale  de  zéro. 

L'égalité  0=>n  indique  l'absurdité  ou  l'impossibilité  d'une 
question  qui  ne  se  manircste  plus  ici  par  une  valeur  Démotive. 

ScouE.  Quand  on  opËre  sur  une  équation  liitémle,  le  résultat 
n'est  plus  le  même  en  apparence;  on  trouve  alors  pour  équalioa 

finale  une  expression  telle  que  x=  ^,  et  qui,  lorsque  l'on  vient 

à  remplacer  b  et  a  par  leur  valeur  numérique,  donne  a=0, 
b  étant  une  quantité  qiiRiconquc  dtlTércnte  do  zéro,  c'est>fa-dîre 

que  l'on  a  ^=^>  expression  qui  indique  de  même  l'imposùbi' 

lilé  et  revient  à  0=m.    (FoiV  n- 170.] 

En  effet,  si  nous  muUipliions  les  deu\  inenibres  par  zéro,  il 
vi^nilrait  0>C  J=m;  mais  colle  Iransformnlinn  qui  nous  don- 
nerait 0=m,  nous  est,  pour  ainsi  dire,  interdilo  126);  rai- 
sonnons autrement  : 

Si  les  équations  sont  la  traduction  d'un  problème  imposable, 
toute  éqniilion  étant  vériGée  par  la  valeur  trouvée  pour  l'in- 
connue,  il  faudra  que  celte  inconnue  disparaisse;  or  toute  équa- 
tion du  premier  degré  pouvant  être  ramenée  ù  la  forme  px=q 
{T  io9  et  187),  (p  cl  j  représentant  les  quantités  connues  qui  ont 
servi  à  établir  l'équation  du  problème),  s'il  est  impossible,  il 
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but  que  x  s'évanouisse  et  que  les  deux  membies  renferment  des 
quantités  ïn^ples,  ainsi  que  nous  l'avons  vu;  ce  qui  exige  que  p 

Kôt  égal  à  zéro,  sans  que  ^  le  soit  ;  donc  x=  ^  ou  px=  q  se 

changera  en  0=^;  7  est  une  quanlUé  quelconque  comme  m. 

DES  SOLDTIORS  IMPOSSIBLES  POUR  TOUTE  AUTRE  VALEUR 

DE  X  difféhente  de  Zéro. 

163.  QexiGle  encore  des  questions  dont  les  résultats  assez  sin- 
guliers donnent  néanmoins  la  solution  du  problème  en  interpré- 
tant convenablement  la  valeur  de  l'inconnue. 

pHOBLkm.  Un  homme  a  S6  ans,  son  fils  en  a  14;  dans  combien 
d'années  l'âge  du  père  sera-l-il  le  quadruple  de  celui  du  fils? 

Soit  X  le  nombre  d'années  cherché. 

A  cette  époque,  l'âge  du  père  sera  SC-f^i  et  celui  du  fils 
sera  14')-x,  qui  doit  être  i  fois  moindre  que  celui  de  son 
père,  donc  on  aura  l'équation  56-t-x=4[14-|-3:],  qui  donne 
56+a:=56+4c,  puis  x=iix. 

Cette  équation,  au  premier  aperçu,  peut  paraître  absurde;  mais 
si  l'on  continue  les  opérations  comme  on  doit  le  faire,  il  vient 
X  —  ix  =  fi,    ou  en  changeant  les  signes  et  observant  que 

±0=0,   on  obtient   3ar=Û   on  a;=|=0. 

Ce  qui  nous  fait  voir  que  le  nombre  d'années  cherché  est  zéro; 
ce  qui  est  vrai,  puisque  dans  le  moment  même  l'Age  da  pôre  est 
quadruple  de  celui  du  flb. 

Cette  fioIutioB  «=0  aaUa&it  au  pnMëa»  et  vérifle  l'éqna- 
tion  évidemment,  en  nous  montrant  de  noavean  l'exactitude  de 
l'algibre. 

Ces  sortes  de  problèmes  ont  cela  de  particulier,  que  le  dénomi- 
nateur de  la  valeur  de  x,  augmenté  d'une  unité,  donne  le  rapport 

des  quantités.  Ainsi  a  4  pour  dénominateur,  qui  indique  le 

rappwt  des  ^s. 


u 
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DES  CAS  D'INDÉTERMIHATIOCT. 

1P4.  Çiipposons  qu'un  problème  dQDt  V^oM  te/^  d'aîlIeuM 
bcile  &  trouver,  Bit  donné  l'équation 

 6-t3     4  -*+iî* 

on  obtiendra 

qni  donne  0=0, 

équation  qui  ne.  fournit  aucune  valeur  pour  l'inconnue,  mais  qiù 
n'est  plus  nbsurde  romme  dans  le  n*  16-2,  puisqu'elle  est  iden- 
tique; on  en  conclut  que  toute  valeur  attribuée  ù  l'inconnue  x  pro- 
duisant toujours  ce  résultat,  cette  inconnue  est  elle-même  indé- 
teruiinéc,  c  est-ii-diri;  qu  on  pp ut  supposer  x^O,  1,2,  3,  elc, 
ou  à  tel  nombre  rractionnaire  positif  OU  aégatàt  que  l'on  VQUdn, 
ce  que  l'on  peut  venner. 

On  dU  ttlon  q^ift  h  pr^lème  et  l'éguaiion  ttmt  vndHeminlt. 

Si  nous  Gon^dérons  une  équatios  liUérale,  nom  arriverons  an 
Biômes  oonséquenœB  en  cherc|ianl  quelles  sont  les  conditions  né- 
cessaires pour  que  l'équation  soit  indéterminée. 

Soit  en  effet  px=:q. 

Pour  que  l'on  puisse  obtenir  toujours  une  équation  identique, 
il  faut  nécessairement  que  x  disparaisse;  or  elle  ne  le  peut  sans 
que  p  soit  égale  à  zéro,  ce  qui  exi^e  par  contre-coup  que  q  soit 
ausù  égale  &  zéro;  l'équation  «-dessus  peut  se  mettra  sous  la 

bftae  aiïs^i  doQft  ^  peut  ^nsai  âlre  esgardé  «amme  un  «goe 

d'indélennlnallon. 

DES  ÉQUATIONS  INCOMPATIBLES  OU  COSTRADICTOIHES. 

163.  Quand  on  passe  aux  équations  à  plusieurs  inconnues,  in" 
dépeudamment  des  solutions  impossiWes  et  indéterminéei  qui  peu- 
vent se  présenter  et  se  manifester  de  la  même  manière  que  pour 
les  équations  à  une  inconnue,  on  rencontre  aussi  des  solutions 
incompatiblet  ou  coniradictoirtg. 


SappQsons,  par  exemple,  qi^e  l'on  d^mspde  f|eu*  nombres  tels 

que  -19  fois  le  premier,  diminué  de  77  fois  le  second,  donne  pouF 

Te>\c  M. 

Et  K  is  que  63  fois  le  premier,  moins  96  fois  le  second,  fasse  SI. 
En  représentant  par  x  le  premier  non^bre  et  par  y  le  second, 
CD  aura  les  éqnations 

49a;-77y=U 
63x— 99y  =  8l. 

Au  moyen  d'un  des  procédés  connus,  nous  obtiesdiOBS  la 
leur  de  ces  inconnues  en  mitltiplianl  lu  première  équatiea  par  4S 
et  la  seconde  par  49,  ce  qui  donnera 

^ans  qller  p|);a  loin,  on  voit  qu'il  n'y  a  point  de  nombres  qui, 
ntsii  I9  place  des;  et  de  y,  puissent  vérifier  en  même  temps  1^ 
deux  équaUons,  car  les  premiers  membres  élnnt  les  mfmcs  et  le^ 
seconds  no  l'étant  pas,  cela  est  impossible,  et  il  n'y  a  point  de  sot 
lulion  a  Lspérer, 

On  doit  reuiarqurr  que,  seuli!  ;i  seule,  chaque  liqniilion  est  vraie 
et  admet  une  inrmité  de  solutions,  puisqu'elle  conlii^nl  deux  incon- 
nues (n*  142).  D'ailleurs,  si  l'on  continue  les  calculs  pour  obtenir 
X,  on  pourra  soustraire  l'une  des  équations  de  i'i|i||re,  et  l'on  aura 
0  =  3087  ou  0  =  —  3087,  selon  que  l'on  aura  soustrait  lu  pre- 
mière de  la  seconde  on  la  seconde  de  la  première,  éqnalîons absurdes 
qui  ne  donnent  pas  de  valeurs  pour  une  des  inconnues. 

Par  conséquent,  malgré  lu  résuhilion  possible  de  chaque  ér|ua' 
tion  en  particulier,  on  dit  que  le  syslème  de  ces  équations  est  in- 
compatible ou  contradictoire,  et  nous  voyons  en  outre  que  pour 
résoudre  an  problème  à  deux  inctmrtyes,  il  ne  suffit  pas  de  trouver 
pour  ce  problème  deux  équatiom  différentes  contenant  ces  incon-r 
nues,  il  faut  encore  t/iic  ces  ''-quiilions  forment  tin  système  qui  soit 
sali'iffiit  par  les  rni-me't  vnlfurr!  dts  inconnues. 

lUti,  Prenons  maintenant  les  deux  équaUons 

^9x—^^y=u 

63z:— 9gj/  =  i8 
qœ  l'on  peut  regarder  comme  la  traduction  d'nn  problème. 
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En  multipliant  la  première  par  63  et  la  seconde  par  49,  nom 
obtenons 

3067X— 48ttly=8S2 
3087a;— 48Sly  =  882 
qui  sont  des  équations  identiques,  par  conséquent  toute  valeur  de 
X  qui  conviendra  h  l'une  conviendra  à  l'autre;  il  en  sera  de  même 
pour  t/,  et  comme  ces  valeurs  pourront  être  vaiiées  à  llnfini 
[n°  ii^),  lu  système  da  équations  est  dit  indéterminé  et  peut  as 
manirester,  comme  dans  le  n"  164,  par  l'égalilé  0=0;  car  es 
soustrayant  les  équations  l'une  de  l'autre  pour  avw  l'une  des 
inconnues,  on  oblienlce  résullat. 

467.  Lorsqu'un  système  ne  conduit  pas  à  uni:  solution  «nijue, 
il  n'en  résulte  junuii s  quo  i'iinpus^iliililè  ou  i'/ndctcnuiiialioti. 

Nous  n'entrerons  pas  (ians  do  grntids  détails  à  ce  sujet;  nous 
dirons  seulement  que  pour  irais  ou  un  plus  grand  Don^ire d'in- 
connus, les  résultats  0^=0  et  0  =  m  (m  étant  une  quantité 
quelconque  autre  que  zéro]  sont  les  signes  â'indétsrndnation  A 
d'impossibilité. 

Noua  ferons  tAamet  «aesl  que  Iwsqu'on  considà»  plus  de 
deux  équations  et  plus  de  deux  inconnues,  l'impOEsibllité  ou  l'in- 
détermination peuvent  se  produire  par  d'autres  causes. 

^nsi  en  considérant  trois  équations  à  trois  inconnues,  il  pourra 
y  inroir  incompatibilité  dans  ce  sysiùmc  sans  qu'elle  se  manifeste 
entre  ces  équations  prises  deux  à  deux  ;  de  même  il  y  aura  indé- 
tennination  si,  par  exemple,  une  équation  est  une  conséquence 
des  deux  autres. 

On  comprend  que  si  l'on  avait  trais  équations  à  trois  inconnues 
équivalentes,  cela  reviendrait  à  une  seule  équation  pour  trois  in- 
connues; si  l'on  prenait  des  valeurs  arbitraires  pour  deux  des 
inconnues  et  pour  chacun  des  couples  que  l'on  pourrait  former,  on' 
obtiendrait  une  valeur  déterminée  pour  la  troisième  inconnue. 

1(18.  L'indétermination  se  présenterait  également  si  un  système 
d'équations  renfermait  plus  d'inconnues  que  d'équations  (n°  141); 
mais  si  au  contraire  le  nombre  des  équalions  surpassait  celui  des  in- 
connues, pour  ol(lenir  la  solution  du  problème,  il  faudrait  d'abord 
considérer  un  nuuibre  d'équations  égal  à  celui  des  inconnues,  ce 
qui  donnerait  la  valeur  de  ces  inconnues,  et  il  faudrait  ensuite 
examiner  si  ces  valeurs  conviennent  aux  équations  restantes  que 
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l'on  a  négligées;  dans  le  cas  conlralre  le  problème  et  le  système 
proposé  seraient  impossibles. 
Ces  équations,  qui  n'ont  point  seni  à  déterminar  les  inconnues, 

s'appellent  aqualions  de  condition. 

DISCUSSION  DES  PROBLÈMES  DU  PREMIER  DECRÉ. 

169.  Quand  on  a  résolu  un  problème  d'une  manière  générale 
SI  représentant  les  donnéa  par  des  lettres,  <m  peut  se  proposer 
d'examiner  ce  que  deviennent  les  valeurs  de  noconnue  on  des  in- 
connues fournies  par  la  ou  les  formules  que  l'on  a  obtenues,  lors- 
qoe,  par  diverses  hypotbèses,  on  suppose  qite  ces  données  littérales 
reçoivent  toutes  les  valeurs  possibles  numériques. 

L'examen  de  quelques-unes  de  ces  valeui-s  et  des  résultats  cu- 
rieux que  l'on  obtient,  constituent  ce  que  l'on  appelle  la  discxtt- 
iion  d'un  problème. 

Quelques  applications  montreront  comment  on  doit  se  dirige 
dans  la  discussion  des  formules. 

PftOBiiMB.  Deux  courriers  sont  en  marcbe  depuis  nn  temps  in- 
défini et  parconrent  la  même  route  XY  dans  le  même  sens  de 
X  à  T.  liiepremier  courrier  fait  v  kilomètres  perheure,lesecond 
en  fait  tf;  le  premier  courrier  est  arrivé  en  A  un  certain  nombre 
d'heures  h  avant  que  le  second  courrier  ne  soit  arrivé  en  B;  la 
distance  AB  est  de  (I  kilomètres.  On  demande  à  quel  pdnt  de  la 
roate  se  rencontreront  les  deux  courriers. 


On  aurait  la  solution  si  l'on  connaissait  te  nombre  d'heures  qui 
s'écoulent  depuis  le  moment  où  le  premier  courrier  est  arrivé 
en  A  jusqu'à  celui  de  la  rencontre,  car  il  serait  facile  d'en  déduire 
ce  que  l'on  cherche. 

Sapposcms  qne  ta  rencontre  sidt  m  R  dn  cAté  de  T,  et  nom- 
mons X  le  nombre  d'heures  mentionné. 

L'espace  AR  sera  parcouru  par  le  premier  courrier  en  un  temps 
Z  et  par  conséquent  pourra  éire  exprimé  par  vj:,  car  il  y  aura 
un  chemin  de  fait  proportionnel  à  la  vitesse  du  courrier;  autre- 
menti  le  premier  courrier  faisant  v  kilom.  à  l'heure,  en  x  heures 
en  fera  o  tm  x  oavx,  donc  AR. 
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L'espace  BR  sera  parcouni  par  le  sccand  courrier  ed  un  nom- 
bre d'heures  marqué  par  x — h,  si  l'on  fait  attention  que  ce  cour- 
riel^ n'arrive  on  ë  que  h  heures  après  \i:  iiiumcnt  h  parlir  duquel 
on  compte  le  temps  x  et  qu'alors  pendant  ce  temps  x  il  parcourt 
un  chemin  quelconquft  doDt  la  partie  BRasAR — AB  aerapar- 
Goarue  dans  le  mCme  temps  que  le  premier  courrier  a  mis  à  faire 
te  trajet  AR,  si  l'on  en  déduit  les  h  heure!  après  lesquelleJ  16  se- 
cond courrier  est  arrivé  en  B,  puisqu'à  ce  moment  et  h  ce  point 
il  ne  lui  reste  plus  qu'un  temps  marqué  par  x —  k  pour  atteindre 
le  premier  courrier  ou  èlre  atteint  par  lui;  donc  pendant  ce  temps 
il  fera  un  chemin  égal  à  ^  —  h  multiplié  par  sa  vitesse  v',  ce  qui 
donne  u' (j;  ~ /i)  =  BR. 

Si  maintenant  l'oit  ujoule  la  distance  connue  d  ia  A  à  ont 
ti'ia;  —  À)  4-  d  =  BR  4-  AD  =  AR  ;    d'où  il  réslilte 

vx  =  c'(x— A]  4*  d      équation  du  profi/ème; 

et  x=  formule. 

HbTJli  bft  ffrbblëntë  potmit  être  résolu  en  ratsant  BR  =  a;,  et 
éldïs  AR  aurait  filé  A-^x;  piiis  les  temps  niiployés  par  lés  cour* 
tiers  pour  parcourir  respectivement  AH  et  BR  auraient  été  expri- 
més pat  ~--  et  —,,  et  comme  d'après  l'énoncé,  le  temps 
employé  par  le  premier  courrier  arrivé  en  A  surpasse  de  A  ie 
temps  employé  par  le  second,  on  aurait  eu     — —  A  =  ^. 

Difi«:ssioN.  Il  peut  arriver  que  la  rencontre  des  courriers  ait  lieu 
avant  ou  après  li,  rt  mm-:  avant  A,  ce  qui  n'empêche  îlhllétbënt 
le  second  courrier  d'arriver  en  B  A  heures  api-ès  que  le  |lhMiller 
eslarrivé  en  Aj  et  interprétantconvenablementlarohnitle^dle 
suffit  à  tous  les  cas.  (  Voir  les  Traitit  d'Algibrt  Ai  AtU.  ^aim  Uli 
Ldudu,  p.  9&.) 

i'  Sapposona  o  >  «*  el  >  itk, 
M  Vdleur  dé  x  sera  positive,  et  alors  les  courriers  SS  rebixmtt'eDt 
V8ritabtement  après  l'arrivée  du  premier  courrier  en  A,  soit  avadt 
titi  apréâ  S;  oti  peut  se  rendre  cûhipto  dé  ce  résultat  en  considé- 
Mht  qni  la  toiidlUon  d  >  v'h  èxi^  que  lé  sebond  courrieif  qui  Va 
moins  vite  ait  dépassé  A  lorsqué  lé  pi'eidièr  âtrlte  à  de  mÀrne 
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point,  car  Al/  exprimant  le  chemin  que  doit  parcourir  le  second 
courrier  à  partir  du  moment  oii  le  premier  est  arrivé  en  A,  et  la 
ïilesse  do  co  second  courrier  étant  pins  petile  que  celle  dn  pre- 
mier, il  faut  tiicD  qu'il  ait  moins  de  chemin  à  faire,  et,  suivant 
qu'il  sera  plus  ou  moins  près  de  A  on  que  sa  vitesse  sera  plus 
ou  moins  grande,  il  sera  atteint  par  le  premier  avant  on  après  B) 
dans  un  temps  plus  ou  moins  long  dans  la  direction  A¥. 

2"  Si  l'on  suppose  tj^t/  et  d-^Ao*  ou  tt<tf  tXd'^ktf, 
la  valeur  de  x  est  négative  et  indique  alors  unfl  imposBibilHé 
{d*  1S8).  Si  néanmoins  nous  supposons  une  erreur  dans  l'énoncé 
et  que  nous  loulions  Jnlerpréler  cette  valeur,  nous  cliangeiuns  x 
en  —w  dana  la  formule,  ce  qui  revient  à  changée  a;  en  — jtfdans 
I  l'équation  du  problËtnei  et  nous  examinerons  quel  serait  le  sens 
de  l'énoncé  qui  aurait  donné  celle  équation  — vx=^( — x~lî)-\-d 
ou  vT  —  v'[.e-\-h)^d. 

En  nous  lenanl  toujours  le  plus  près  possible  de  l'ancien  énoncé, 
nou!  pouvons  trouver  que  la  distance  AU  ou  «x  a  élé  parcourue 
dans  un  temps  x,  pendant  que  la  dislance  BR  ou  ti'(r-f-/'}  aura 
été  parcourue  dans  un  temps  plus  considérable  x-^h  par  lè  se- 
cond courrier,  et  de  plus  que  la  distance  Ait  est  plus  petite  que 
lAMConda  BEI  de  toute  la  distance  k%  =  d,  condition  qui  wù^ 
que  le  point  R  soit  situé  en  El'  en  deçà  de  A  du  cdté  de  X. 

On  pourrait  arriver  It  la  même  conclusion  par  d'aulres  considé- 
rations auxquelles  nous  ne  pouvons  paanoosanélCT,**  fiBalemeot 
nous  dirons  que  la  valeur  négative  troovée  potir  fiaooBnn»  résout 
le  problème  en  donnant  au  signe  —  rinter[Miali(Hi  qa'i7  faat 
changer  la  direction  attribuée  aux  coatrier*  ou  suppiaer  guf  te 
point  de  rencontre  est  antérieur  à  l'arrivée  d*  premier  courrier 
m  A.  (Koirn-172eH73.) 

3' Sil'on  suppose  ii<;u'  et  d<C_/iv', 
la  valeur  de  x  est  encore  positive  et  les  courriers  se  rencontrpront 
encore  au  deliide  A  du  cùté  de  Y  aranl ou  après  II  ou  en  B. 

Cela  est  aisé  à  voir.  11  faut  observer  néanmoins  que  si  le  point 
de  rencontre  tombe  entre  A  et  B,  on  trouve,  en  vérîQant,  que  la 
valeur  BR  ou  [x — h)tf  se  présente  sons  une  forme  n^BlIve. 

ûetia  circobatutcd  provient  de  ee  que  la  forifanla  a  &é  ebWnne 
dans  rhjpotbèse  que  le  peint  R  étut  au  delh  de  S,  et  qu'alors 
pour  te  cas  présent  l'équation  finale  aur^t  dù  léslilter  de  la  con- 
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sidération  des  deux  équations  •  d — ux=BR  et   {A— «)t/=BR 
qui  d'ailleurs  donnent  la  même  formule. 
i'Soit  v=v'  et  d^hv'. 

La  formule  doune  3;=^—^^;  cette  valeur  de  x  est  regar- 
dée comme  infinie  et  ugnifiant  rimpossMîté,  œ  que  l'énoncé 
fait  voir  aussi;  car  d'après  les  suppositions,  lorsque  le  premier 
courrier  est  arrivé  en  A,  le  second  est  eu  deçà  on  an  ddii  de  A 
(à  canse  de  d  ^/af),  et  comme  ils  ont  mâme  vitesse,  ils  seroot 
loqjours  à  Is  mfime  distance. 
Disons  quelques  mots  sur  cette  valeur  infinie-  des 
170.  Quel  que  soît  le  niunéraleur  d~hxf,  nous  pouvoDS,  ponr 
plus  de  «mpUdté,  le  regarder  comme  égal  à  m  quantité  qui- 
conque, et  nous  aurons  alors    ^  =  g  ■ 

Pour  interpréter  celte  valeur,  on  suppose  qu'au  lieu  de  0  on 
donne  à  m  (toujaurs  supposé  différent  do  zéro]  un  dénominateur 

de  pins  petit  en  plus  petit,  toi  que  1,  —,  —,         etc.;  alors 

les  quotients  seront  de  plus  en  plus  grands,  en  valeur  absolue  du 
moins,  et  tels  que  m,  lOtn,  lOOtn,  etc.,  de  sorteque  l'on  oom- 
prend  qu'il  n'y  a  aucune  quantité,  A  grande  qti'elle  soit»  qu'en  ne 
poisse  snrpassw  domiant  &  m  un  diviseur  assez  petit;  <m  dit 
îdors  ta  conridérant  0  comme  une  fraction  excesdvement  petite, 
plus  petite  que  tonte  quantité,  que  le  qwdient  d'viu  qvanlilé  quet- 
amguetu^reqtieKén  divisée  par  zéro  est  infiniouinfiniaant  grand, 

L'expressioA  ^  peut  donc  Hlors  exprimer  qoll  n'y  a  aucune 

distance  asses  oonsîd^ble,  dans  un  sens,  ponr  r^ivésenter  celle 
k  laquelle  les  courriers  peuvent  se  rencontrer. 

Revenons  i  nos  hypothèses. 

5°  Soit  5=1/  et  d=/iv'. 

La  formule  donnera  x=^,  ce  qui  indique  l'indétennination 

En  efiU  ^  ou  le  quotient  de  0  par  0  sont  la  même  cfaose;  or 
dans  tonte  division  le  quotient  multiplié  par  le  divisear  didtrqtro- 
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doire  le  dividende,  et  comme  tous  les  nombres  multipliés  par  zéro 
doDuent  téro,  ou  en  conclut  que  le  quotient  de  0  divisé  par  0  est 
ÎDdélermmé,  c'esl-îi-dire  que  l'on  peut  prendre  &  voloulé  tous  les 
nombres  possibles  pour  exprimer  l;i  valeur  de  a;  (zéro  compris]. 

L'énoncé  du  problème  le  TaisHil  voir,  car  à  cause  àed=h/, 
il  en  résulte  que  les  courriers  sont  ensemble  an  point  A,  et  comme 
ils  ont  la  môme  vitesse,  ils  ne  doivent  pas  se  quitter. 

6'  Soit  d=Q  et  v  >  u'. 

11  en  résulte  x=0,  car  cela  revient  à  dire  que  1rs  courriers 
partent  d'un  mémo  point  avec  des  vitesses  différentes,  sans  puu- 
TOir  jamais  se  rencontrer  ailleurs  qu'hce  point;  donc  il  n'y  a  point 
d'heurs  postérieure  après  laquelle  ils  puissent  se  rencontrer,  alors 

i=0  et  la  formula  devient  en  effet  x=--— ;=0  {a*J63). 

On  pourrait  faire  encore  d'autres  hypothèses  et  la  formule  con- 
TÎendra  toujours  à  la  résolution  du  problème,  car  son  énoncé  ne 
différera  que  par  l'acception  de  quelques-unes  des  condilious  que 
l'on  iHVDdra  dans  un  sens  opposâ;  ainsi  l'on  pourra  les  faire  mar- 
cfaer  dans  un  sens  contraire}  les  Taire  aHet  l'un  an^evant  de 
l'antre,  changer  tes  vitesses,  etc. 

Nou.  Lemâu»  pniblime  poorrait  étro  résolu  an  majen  de  deux 
inconnues  et  let  conséquences  seraient  les  mâmes. 

171.  PAOnin.  Partager  Ut  nombres  n  et  h  elmun  en  devx 
partiel,  telles  qve  CtiBe  des  parties  de  a  contienne  m  fois  l'une  des 
parties  débet  que  l'autre  partie  de  b  cmlienne  aussi  m  fois  l'autre 
partie  de  a. 

Ce  qui  est  inconnu,  ce  sont  l'une  des  parties  de  a  et  l'une  des 
parties  de  b. 

Soient  donc  x  la  première  partie  de  a 
et  y       la  première  partie  de  b. 

La  seconde  partie  dca  sera  évidemment  a — x,  et  la  seconde 
partie  de  y  sera  b — y, 

L'énoncé  exige  que  l'une  des  parties  de  a  soit  égale  à  m  fois 
une  des  parties  de^;  supposons  que  ce  soit  la  première  partie  de  a 
avec  la  première  partie  de  b  qui  donne  ce  r^ultat;  on  aora  l'é- 
quation 
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Hais  alors  i'autre  partie  de  è  doit  contenir  m  fois  l'autre  partie 
de  a  et  l'on  aura  la  seconde  équation 

8— y=tn(a— 4). 
Nous  pouvons  maintenant  obleoir  les  valeurs  de  x  et  de  y;  car, 
en  remplaçaiit  dans  la  seconde  équation,  a;  par  s»  valeur  en  fonc- 
tion de  y,  on  Aura  b  —  y~m{a — mp),  puis  successivement 
i — — m'y  et  m'y — y=ma — i. 

d'où  (m" — i)y=ma  —  J 


i'  — 1 

On  a  réduit  a  au  même  dénominateur. 

On  trouv(;rait  (le  raCmc  que  l>  —  ;/='^^ — (Fo>-mule). 

On  fura  altcnlion  que  le  numérateur  revient  à  m'b — ont. 

Discussion.  Dans  les  cas  où  les  nombres  a  et  A  ne  sont  pas  égaux, 
on  peut  supposer  que  a  est  le  plus  grand,  et  si  m  est  diffémit  de 
l'unité  on  pourra  aussi  supposer  qu'il  est  plus  grand;  nous  exa- 
minerons ensuite  les  autres  hypothèses. 

Scdentdonc  a>ieLi)i>l)  les  valeurs  de  x  etdey  sont  po- 
sitives évidemment,  car  ma  sera  plus  grand  que  6  et  m'  so'a  plus 
grand  que  4;  mais,  quant  aux  valeurs  de  a  —  x  etde  6  — y,  il 

hat  que  l'on  ait  m6>  a  on,  ce  qui  revient  au  même,  in>  ^ 

(n"  931);  ai,  au  eontrniro,  on  a    iin<o  ou  "K^i    les  valeurs 

de  a  —  X  etde  6 — y  seront  nésalivcs;  or  d  et  6  élant  suppo- 
sés des  nombres  absolus,  si  a  diminué  de  x  donne  un  résultat 
négatif,  il  fantenconclnre  que«  n'est  pas  une  partie  de  a,  maïs  un 
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nombre  plus  grand,  ce  rjui  est  contraire  aux  hypothèses;  il  en  est 
d«  iiii'mi'  pinir  b  —  'j  ;  daiic  le  problème  est  impossible,  et  nous 
rL'i'(iiiii,ii>>oris  riHlf;  iiiipos5ibiliUi  sans  clïcctuer  aucun  calcul. 
Soient  maintenant     n  >  ù  ot     <  1, 

Pour  que  les  valeurs  de  x  et  dis  y  soient  positives,  il  faut  que 
l'on  ait  DIS  ^Cb^  car  le  nuiuÛDiluiir  et  le  déiiiiuiiiiaU'itr  seront  né- 
gatifs; mais,  d'un  autre  côté,  pour  que  a — x  et  b — y  soient  poù- 
tires,  il  fïilt  que  l'on  ait  mb  <  a,  condition  compatible  avec 
ma<b,  et»  par  eonséquentj  le  problème  est  possible  avec  ces 
conditions. 

StHOBt  a<£etm>4. 

Le  pTdblèàie  seta  possible  si  l'oil  r  tiid  >  i  et  infr  > 
S  l'on  suppose   a^ssb  et  m^l. 

Les ItnûlnlË^ deviennent  ±  =  J^, 

a  '      .   .  ma 

A  cause  des  nnbérsteurs  qui  reviennent  alors  à  m[ma — a]  et 
Ml— a  ouni(tn— et  (m — i]a,  et  du  dénominateur  commun 
SI*— 1  qui  ^m™"*  ^  —  +  (n' 68),  ce  qui  permet 
de  flupprimer  haut  et  bas  le  facteur  m  '—  1 . 

Le  problème  est  possible  et  les  parties  des  deux  nombres  sont 
respectivement  égales. 

Si  l'on  suppose  en  outre  in=  1,  les  deux  nombres  donnés,  qUi 
sont  égaux,  sont  partagés  en  deux  parties  égales  chacune  à  la  mot- 

lié  d'un  des  nombres  considérés,  c'est-à-dire  à  -  c 

On  remarquera  que  si  l'on  fait  les  mêmes  suppositions  d)ms  les 
Aqnations  et  les  formules  du  problèmes,  on  trouve  pour  les  équa- 
tiCHU  x=y,  et  pour  les  formules,  il  vient  pour  toutes  les  incon- 
nues *=^>  11'' '""^'i"^  '''"''^ 

lerrnination,  c'cst-ii-dire  qu'en  résumé  (es  deux  équations  du 
0 

problème  se  réduisent  à  une,  el  que  les  valeurs  ^>  etc.,  m- 
diquent  ausu  findétennioation,  en  ce  gens  que  l'on  pourra  attti- 


boer  à  S  et  h  y  toutes  les  valeurs  possibles  infériettres  i  l'on  des 

nombres  donnés. 

Toutefois  cette  indélermiDaltoQ  n'existe  plus  quand  on  opère 
comme  nous  l'avons  fait  sur  les  forniules  débarrassées  de  leur  fuc- 
teurcommun  m — 1.  Nous  reviendrons  surcette  circonstance 
[mporiante  (n*  180).     (  Voir  la  fin  du  n° 

Si,  dans  les  premières  formules,  on  suppose   a;>6  et  m=l, 

sUes  deviennent  loules  de  la  forme  ^  (u°  170)  et  donnent  des  va- 
leurs inrmics  pour  les  quatre  inconnues,  par  conséquent  le  pro- 
blème est  iinpossiblo;  cependant,  au  moyen  de  certaines  emventiùm, 
ces  valeurs  infima  dotaient  une  lotuUon  exacte  de  la  gitettim;  im 
en  trouve  des  eiemples  dans  l'application  do  l'algèbre  à  la  géo- 
métrie. 

Scoin.  I.  Hons  avons  dit  que  l'indétermination  ne  paraissait 
plus  qnand  on  opérait  sur  les  formules  simpliSéet]  puisqu'elles 

donnent  x=y=a — x=b — y=^,  toutefois,  en  considérant 

que  le  nombre  a  peut  être  qutkonqxte,  on  trouve  dans  ce  problème 
que  cette  solution  est  indéterminée  en  l'envisageant  sons  ce  point 
de  vue. 

ScoiiE  n.  Nous  avons  vu  que  le  problème  étut  impossible 

lorsque  r<m  avait  a^ietm^l,   si  m  était  plus  petit  que  ^; 

en  se  reportant  à  ce  que  nous  avons  exposé  n"  J57  et  {S8,  on 
peut  bIots  chercher  à  modi&er  l'énoncé  du  problème,  afin  d'en 
obtenir  un  susceptible  de  solution  ;  pour  trouver  le  nouvel  énoncét, 
il  faut  changer  x  en  — x  dans  les  équations  du  problème  n*  139, 
et  voir  alors  la  modiQcation  qui  peut  élre  introduite. 

Nous  devons  donc  commencer  par  changer  le  signe  des  incon- 
nues; mais  nous  remarquerons  que  ce  changement  dans  la  pre- 
mière équation  ne  la  modifie  pas,  car  elle  donnera  toujours  les 
mêmes  valeurs  de  ^  ou  dey,  puisque  — x=—my  est  la  même 
équation  que  x=my;   ainsi  que  m  soitplospeUt  ou  plusgrand 

que  |]  la  première  équation  donne  des  valeurs  positivesoi  fonc- 
tions de  X  on  de  y. 
Passons  alors  à  la  seconde  équation;  le  changement  de  x  et 
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de  y  en  — x  et  — y  amène  à-{-y  =  m{a-\-x);  (nous  regar- 
doos  — y  comme  égal  à  — ixy  et  de  mâme  pour  x). 

On  ponnwt  alors  déduira  un  énoncé  nouveau  en  considérant  les 
deux  équations   x=my  et  b^y=m[a-\-x);    mais  la  valeur 

de  y  que  l'on  déduit  est  négative,  car  il  vient  y  —      ^. ,  el 

comme  nous  avons  supposé  m  >  1 ,  il  est  clair  que  y  est  néga- 
liie,  ce  qui  nous  fEiit  voir  que  le  problème  est  encore  impossible, 
puisque  y  doit  ùlre  un  nombre  absolu. 

Toute  raoditicalion  à  l'énoneé  licvr.iit  alors  nous  paraître  inter- 
dite d'après  ce  qui  a  été  dit  (u'IdO);  mais  en  se  reportant  au 
Triàti  d'algèbre  de  M.  HtiRH  et  à  ce  que  nous  verrons  n*  173, 
on  peut  avoir  recours  à  d'autres  mojrens;  cet  anlenr  dit  que  le 
]HobIème  serait  possible  si  l'on  remplaçait  la  seconde  équation 
par  y — b  =  m(x — a)    et  qu'on  modifiât  le  problème  dans  le 
sens  de  ces  deux  équations;  il  en  résulte  que  l'on  ; 
les  signes  des  termes  connus  et  inconnus ,  ce  rpie  i 
déjà,  puisque  cnla  conduit  b  une  éqihilion  équivalente 
les  conditions  du  problème  exprimcts  par  la  seconde  Équation  sont 
renversées. 

On  peut,  il  est  vrai,  interpréter  ici  cette  opération  comme  un 
lîniple  cbangement  de  signe  des  inconnues  en  considérant  que 
B— «  et  b—y  ne  sont  que  deux  inconnues;  mais  cette  dis- 
tin^n  est  nn  peu  subtile,  car  en  résumé  il  n'y  a  que  x  et  y 
dlacoonues. 

ScoLn  m.  On  remarquera  que  les  méweis  équations  peuvent 
être  données  par  des  questions  tontes  différentes,  et  dont  l'énoncé 
ne  pourrait  se  trouver  facilement  d'après  l'inspection  seule  des 
équations;  ainsi  les  éçualions  de  noire  problème  auraient  pu  être 
fcurnies  par  celte  question  : 

Etant  donné  un  rectangle  dont  les  dimensions  soient  a  et  6, 
partager  ciiacun  des  côtes  en  deux  parties  telles  que  si  l'on  joint 
les  points  de  division  on  obtienne  un  autre  rectangle  dont  les  câtés 
adjacents  soient  dans  le  rapport  de  m  h  1. 

Cet  énoncé  ne  peut  pas  être  regardé  comme  une  modification  du 
premier  problème  parce  qu'il  s'en  Oloigiii;  trop. 

172.  Lorsqu'un  problème  a  été  résolu  d'une  manière  générale, 
on  peut,  au  moyen  det  valeuri  trouvée*  pour  les  inmtmtei^  oble* 
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nir  par  de.  simples  chapgeraenU  de  signe  celles  qui  conviennent 
à  d'autres  problèmes  généraux  doqt  les  énoncés  ne  diffèrent  dit 
problËmc  donné  que  par  l'bterprél&tion  dfi  cerlfiioes  quanliUs 
qui,  de  positives  ou  négatives  qu'elles  élaientj  deviennmt  pégs- 
tivcs  ou  positives. 
Bùt  pour  application  ceUa  qusttioo  i 

On  loue  m  ouvrier  pour  n  jour»  à  la  amditmn  q^il  rtftvni 
a  francs  ht  joun  qu'il  Iraoailltra,  et  qu'il  lui  tera  retenu  une 
somme  b  pour  chaque  jour  d'oisiveté.  Aprèt  la  n  Jours  il  reçoit 

tous  comptes  faits  une  somme  c. 

On  demamle  le  nombre  de  jours  de  travail  et  da  repos. 

Soit  X  les  jours  de  travail. 

n —  X  sera  le  nombre  des  jours  d'oisivelé, 

axx  représente  évidemment  le  prix  que  regoît  l'oaviiw 
b{n — est  alors  la  songnie  retenue. 

D'après  l'énoncé  on  aura  donc  l'équation 

ax  —  b[n—x)  =  c   ou    ax — Sn  +  ixssc. 
D'où   {tt  +  b]3!^e  +  tn    qui  donne 

^~  a-\-b  jours  de  irtnam, 

et  par  conséquent       n—x =n— — =  —  a+T' — ~  ' 

Celte  dernière  expression  est  obtenue  nn  l  éduisanl  n  au  même 
'  dénominatenr,  et  en  se  reportant  nu  n°  131  ;  puis  après  réduption 


jours  d^oisietté. 


175.  Dans  ce  problème  nous  avons  supposé  que  l'ouvrier  re- 
cevait une  somme  c,  mnis  il  pouvait  an  contmire  devoir  uoe 
somme  c,  si  l'on  est  convenu  qu'il  en  sera  ainsi  dans  le  cas  où 
le  montant  des  retenues  dépasserait  le  montant  dece  qn'il  touche- 
rait pour  ses  jmns  de  travail. 

Dans  celte  liypothèsc,  il  est  clair  que  la  somme  e  awaégalei 
l'excès  de  ox  sur  b{n  —  x],  c'est-à-dire  que  l'onaara 

è{n-~x)~ax  =  c   ou   bn — ax=c. 
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D'oïl  en  ctongamt  les  signes  et  transposant  bn,  \l  Tient 


Or,  on  aurait  pu,  sans  Établir  celle  nouvelle  équation,  obtenir 
sur-le-champ  la  valeur  de  x,  car  il  aurait  luIB  évidemment  de 
changer  le  signe  de  c  dans  la  prentière  formule,-  paisqu'ellp  qe 
diffère  que  par  \h  [n°  158). 

D'ailleurs  I9  valeur  n^ive  que  Vaa  aurait  trouvée  ^ans  Phy- 
potbëse  ob  les  retenues  suratent  élé  plus  fortes  qne  la  somme  à 
toucher,  nous  aurait  indiqué  la  modificalion  qu'il  fallait  introduire 
dans  la  ilernière  partie  de  l'énoncé. 

Nous  trmarquerm»  qu'en  considérant  c  comme  positif,  mais 
ayant  une  acception  contraire,  nous  avons  été  conduits  à  disngejr 
les  signes  des  inconnues  dans  l'équation  n'  172,  ce  qui  revenait  !l 

Donc  au  lieu  de  c/ianger  le  signe  des  inconnues  on  peut  se  con- 
tenter de  changer  le  signe  des  quantiièi  connues  auxquelles  on 
attribue  une  signification  opposée. 

La  démonstration  de  ce  pripcipe  se  trouve  dans  Bodhdon. 

La  première  formule  peut  suffire  h  exprimer  les  résultats  des 
deux  énoncés  en  faisant  précéder  la  quantité  c  du  signe  ±,  ce 
6n±c 

qui  donne  x  =  ~^_|_^'- 

On  prendrait  le  signe  -j-  lorsque  l'ouvrier  devrait  recevoir  Ufl# 
somme. 

Dans  le  cas  où  l'ouvrier  ne  devrait  ni  ne  recevrait  rien,  on  ferait 
c=:0  dans  la  formule  ci-dessus-,  il  en  résulterait 


Scoui  L  Ce  proUëme  contenût  réellement  dëux  inconnues; 
nous  l'avons  résolu  an  mojen  d'une  seule,  parce  que(n*  138)  nous 
pouvions  établir  tme  relation  entre  elles,  mais  II  est  dair  qu'on 
anrul  pu  le  résoudra  au  moyen  do  deux.  Les  formules  convenables 
pour  las  deux  hypothèses  seraient 


{a-f- 6)ar=Èn  — e,    d'où  x—'- 


bu-c 
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On  prendrai  les  signes  supérieurs  lorsque  l'ouvrier  démît  toucher 
une  Bonune,  et  les  iorérieurs  dans  le  cas  contraire. 

Scoui  II.  A  l'appui  de  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut,  consi- 
dérons les  équations 

ax-\-b!/  =  c 
dx+fy=h 

qui  peuvent  provenir  do  la  mise  en  équation  d'un  problème  qnel' 
conque. 

Par  l'un  dos  moyens  connus,  nous  obtiendrons  les  formula 
ah  — cd  cf  —  bh 

S  l'on  vent  avoir  les  forranles  qui  conviendraient  au  problème 
qui  aurùt  donné  les  équations 

il  suffira  de  changer  dans  les  formules  d-dessos  f  ea  —f,  ce 
qui  amènera 

—ef-^bh     ,  ah  —  cd 


11  faut  faire  aftenlion  à  ces  changemenis  de  signe,  car  les  équa- 
tions donnent  les  valeurs  de  x  el  âa  y  sous  la  dernière  forme. 
Aurai  bxbvlb.  Soient  les  équations 
ax  —  by  =  c, 
dx —  fy  =  k. 

Pour  avoir  les  vdeura  des  incommes,  il  Buffirtit  de  dianger  dans 
les  formules  primitives  b  en  — b  f  m  — /,  ce  qui  don- 
nerait 

 -cf  +  il' 

-af+bd- 

Conclusion.  Si  après  avoir  résolu  tme  queslion  dans  laquelle  quel- 
ques-unes des  quantités  ou  toutes  éloient  prises  dans  une  acception^ 
on  veut  résoudre  cette  mime  question  en  prerumt  ces  quantités  danx 
un  sens  opposé,  il  suffira  de  changer  dans  Us  formules  les  signa 
gu'taaieiU  cet  çuantiés,    (Voir  n*  192.) 
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t74.  L'usage  àes  solutions  générales  est  avantageux  en  ce  que 
si  l'on  subslilue  à  la  place  des  lettres  les  nombres  qu'elles  repré- 
sentent on  trouve  de  suite  la  résolution  des  (juestiODS  particulières 

qui  s'y  rattachent.    [  Voir  n*  286,} 
Soit  alors  proposée  cette  question 

L'aiguille  des  heures  d'une  montrt  ripond  à  17  munîtes  H  e^le 
des  minutes  marque  34  mtnuttt.  On  demande  l'heureet  la  màmU  i 
laquelle  les  deux  aiguilles  seront  exactement  l'une  sur  Faulre. 

Résolvons  d'abord  ce  problème  directement ,  nous  remarquerons 

que  la  montre  marque  3" ,51',  cela  est  assez  clair;  mais  on  peut  en 
donner  une  explication  ruisonnée,  car  l'aiguille  des  heures  étant 
entre  15  et  20  minutes  ou  entre  3  et  4  heures,  et  l'aigiiillâ  des  mi- 
nutes alinnt  12  fois  plus  vile  que  celle  des  heirres,  elle  a  dû  par- 
courir sur  le  cadran  un  chemin  proportionnel  il  celui  de  l'ai- 
guille des  heures  entre  lo  et  20  minutes;  or  celte  aiguille  étant 
sur  17  minâtes,  a  parcouru  2  minutes  sur  les  S  minutes  qm  estft- 

tent  entra  3  et  4  heures,  <fest-à-dîce  a  fait  les  g  de  cet  espace  ; 

donc  pendant  leméme  temps  l'aigidlledes  minutes  aura  parcouru 

les  g  du  cadran  ou  S4  minutes,  donc  il  est 

Ceci  établi,  l'aiguille  des  minutes  ne  pourra  attendre  évidem- 
ment celle  des  heures  qu'après  être  arrivée  elle-même  sur  le  point 
qui  marque  midi  sur  le  cadran,  et  à  ce  moment  l'aiguille  des 
heures  marquera  i  heures. 

Tout  le  problème  se  réduit  donc  à  calculer  le  cbemïn  que  fëra 
l'une  ou  l'autre  aiguille  à  partir  du  moment  ob  celle  des  minutes 
sera  sur  le  point  qui  marque  midi. 

En  repr^entant  par  x  la  partie  inconnue  du  cbendn  que  de- 
vra fmre  l'aïgoille  des  minâtes  pour  atteindra  celte  des  hmires, 
nous  aurons  évidemment  20-f-7  '  pour  le  cbemin  total,  (20 
étant  le  nombre  des  minutes  qui  sépare  les  deux  aiguilles  quand 
l'une  est  sur  le  point  de  midi  et  t'aulre  sur  celui  de  4  heures); 
il  est  clair  aussi  que  l'aiguille  des  heures  aura  parcouru  le  chemin  x 
daDsleméme  temps,  et  comme  elle  va  12  fois  moins  vite,  elle  aura 
fait  iS  fois  moins  de  Gh«nî&  que  faulre,  ce  qui  donne  f ëqaaUon 

S0-f«  =  12i: 
enmultipUant  x  par-  13  pour  rétablir  T^ité. 

I  « 


De  e«tte  iqwtion  on  tira  en  transpomtetdttBgMiitlei  Blgnes 

««=»,  d'oà  »  =  U=>1'  el  ^. 
Donc  l'aiguille  des  minntes  fi^flra  Vaut»  agr  1b  cadras  an 

point  déterminé  par  Sff  +  l'  et  ~  de  minute  comptées  sui- 
vant l'usage  k  partir  de  midi,  el  puisque  l'aiguille  des  heures  a 
dépassé  le  point  de  i  beures,  on  en  conclut  que  ia  rencontre  a  lieu 

à  4^,21'  et  j^;  on  en  a  la  preuve  en  se  basant  sur  ce  que  les 
espaces  parcourus  par  les  aiguilles  sont  ^poitifHuiels  k  leur 

vitesse,  car  1' +  ^  :  5' ::  21' +  ~  :  60". 

Au  lieu  de  résoudra  ce  problème  tout  au  long,  on  aurait  pn  ea 
(AteDi»  1k  Btrfution  Irte^romptement,  en  r^léchissant  qu'il  était 
permis  dp  coqi[>trer  les  aiguilles  à  deux  courriers  marchant  dw! 
la  même  direction,  celui  qui  est  derrière  parcourant  60  espaces 
pawtant  giM  l'autre  en  parcourt  5,  l'intervalle  qui  les  sépare  étant 
90  (les  miavtes  prises  pour  unité  de  distHnce  en  considérant 
l'espace  qui  les  sépare,  et  dans  l'hypothèse  que  les  aiguilles  sont 
Vune  Biir  midi  et  l'autre  sur  4  heures,  supposition  que  le  problème 
permet  de  faire]  ;  il  faut  d'ailleurs  se  figurer  que  l'aiguille  dies  heures 
est  toujourE  devant  celle  des  minutes,  n'importe  dans  quelle  posi- 
tion, excepté  h  midi,  en  ayant,  bien  entendu,  égard  à  la  marche 
^(^ilaiitt  du  aiguilles  et  k  l'énoncé  de  la  question  qui  demanda 
1b  pùnt  de  rencontre. 

D'après  cela,  il  suffisait  d'appliquer  à  oe  pndilème  la  fonnale 

1  =  —--^  (n*  160],    dans  laquelle  on  aurait  &it  d=Vi, 

tt  =  60  et  i/  =  6,  (les  vitesses  d«  aiguilles  sont  Mfpeetlveniait 
ieWet  de  S'A  l'heure). 

ce  qui  donne,  d'après  la  consiruclion  d'un  cadran,  la  rencontre  à 
i  lipurcs  21'  et  —  . 
Scous.  On  pouvait  le  dispenser  de  considérer  les  aiguilles  mar- 


quant  4  heures  justes;  car  en  s'en  tenant  stricleiuent  i  l'énoncâ  da 

problème,  on  Irouvc  que  !a  dislanec  d  qiii  iépare  les  deux  aigiiillM 

lorsqu'elles  indiquent  D^jS!'  ust  da  îlJ  divisions  du  cadran  ou  33',  et 

Il    -       1  ,  SJxOU     „_  ,  9 

alOTs  IB  tormule    iz;  =  -,  donne  a;  ==57  + —> 

V  —  t/  GO — a  H 

ùt  qoî  .«ggjfie  que  l'aiguilie  des  miaates  doit  parcourir  57  divir 
nous  et  —  pour  atteindre  l'autre,  comme  dans  la  solution  pré- 
cédente, et  voici  comment  on  peut  l'apprécier. 
Puiiqup  au  ipomeill  ds  la  question  l'aiguille  des  minutes  est  sur 

la       division  et  qu'elle  doit  eu  parcourir  Sl-^-^,  cela  re- 


mtlB  le  cadran  n'en  contenant  qns  60,  les  Bl  divisions  +  rr  font 
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La  formule  des  courriers  nous  fait  voir  de  noureau  l'avantag» 
des  solutions  littérales,  puisque,  par  une  simple  substitution  de 
nombres  û  la  place  dei>  lettres,  on  obtient  de  luile  U  sohitieM 

demandée. 

Nota.  Lp  probk^'me  considéré  peut  se  résoudre  de  diverses  ma- 
nières, mais  en  li:  résolvant  généralement,  on  obtient  des  f(»mules 
très'simpk's  pour  les  diH'érents  points  de  rencontre  des  deux  aji 
guilles  sur  le  cudran. 

En  désignant  par  a  la  douùème  partie  du  cadraQ,  et  suppo- 
sant les  deux  aiguilles  sur  le  point  de  midi,  elles  ne  se  rencootro- 
lont,  avant  de  revenir  k  midi,  toutes  les  deux  qu'aux  points 
iwquéspar 

a  9a         3a  Ua  ... 

»=û'  '=îî'  "=n  '  "=11 

X  étant  le  'dtemin  que  fera  l'^uille  des  heures  depds  llieuiv 
marquée  par  le  coffioïrat  de  «,  suivant  la  question. 

Chaque  formule  se  déduit  par  des  considérations  analogues  b 
celles  que  noos  avons  posées;  la  première  s'obtient  en  établissant 


î'iqmtian  *«iB  =  a+*,  d'pù  xbb 
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Ainsi  la  première  rencontre  aura  lieu  en  un  point  déterminé  par 
la  division  de  a  en  H  parties  égales.  En  représentant  par  a  la 
iousième  partie  du  cadran  comprise  entre  1  heure  et  S  heures 
que  l'on  divisera  en  11  parties,  les  aiguilles  se  rencontreront  à  la 
fin  de  la  première  division  comme  t'indique  le  coeffident  1  de  a; 
de  mCme  la  seconde  rencontre  stira  lieu  i.  une  dislance  de  midi 
marquée  par  la  secmde  division  de  la  douzième  partie  du  cadran 
comprise  entre  3  et  3  heures,  et  ainsi  de  suite. 

Le  point  x  se  calcule  toujours  d'après  a  piis  i  partir  de 
l^eure  indiquée  et  en  prmaat  Butant  de  divisloiu  que  l'indique  la 
coeffident. 

On  fera  attention  qne  les  aiguilles  ne  se  rencontrent  jamais 
entre  midi  et  1  heure,  et  alors  si  l'on  demandait  le  premier  lieu  de 
rencontre  des  aiguilles  placées  toutes  deux  à  midi,  cela  reviendrait 
à  demander  leur  premier  point  de  rencontre  après  qu'elles  auraient 
marqué  1  heure  juste.  L'algètire  donne  d'ailleurs  une  réponse 
exacte  et  conforme,  car  si  l'on  établit  l'équation  dans  l'hypothèse 
des  aiguilles  à  midi,  on  a  alors  0  pour  distance  qui  sépare  les  deux 
aiguilles  et  x  étant  lo  cbetnin  à  iiiucoinir  pnr  chaque  aiguille, 
TU  leur  difTércnce  de  vile.v-o,  il  l'judrait  poser  0-j-i=12ar 

qui  donne  H  a:=0  ou  x—       or     ainsi  que  etc., 

11       11  11  II 

peut  être  regardé  comme  le  coeOicient  de  a,  et  nous  fait  voir 

d'abord  que  la  distance  à  parcourir  ~  est  nulle  et  ensuite  que 
indique  qu'il  no  faut  prendre  aucune  des  dinsiiRU  de  a 

partagé  en  11  parties.  (Foirn'lC3.) 
Si  donc  on  demandait  la  rencontre  des  aiguilles  aprËs  qu'elles 

marquent  9  heures,  on  prendrait  la  formule  «  =  ^  en  oonsidd- 

rant  l'espace  a  entre  9  et  10  heures. 

Et  comme  (ous  les  énoncés  peuvent  être  ramenés  à  supposa"  les  ai- 
guilles marquant  une  heure  quelconque  exacte,  les  formules  d-des- 
sus  résolvent  très-vite  la  question  pour  n'importe  quelle  heure. 


et  les  aifniUes  se  rencoDtreraïent  à  9  benres  iff  et  —  de  minute. 


On  trouverait  donc  x  =  —  = 


9a  _  9X5 
11  ~  il 
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Il  va  sans  dire  que  l'oo  ajoute  les  minutes  marquées  sur  le  ca- 
drao  BvaDl  l'heure  indiquée  par  le  coefficient  de  a  daoa  le  numé- 
lafenrj  c^est-à-dire  les  minutes  comprises  entre  midi  et  cetti 

OB^TATIONS  SOB  ^  ET  g. 

I7S.  Les  expressions  ^  ^  >  ^'^'^^  '^""^  avons  dit  quelques 
moU  n°  170,  méritent  un  plus  long  examen. 

Il  résulte  implicitement  de  ce  qui  est  exposé  dans  les  trmtéi 
d'algâbr^  qae  pour  l'interprétation  de  l'expression  ^,  il  faut 

mettre  de  cftté  la  théorie  des  quantités  négatives  envisagées  comme 
plus  petites  que  zéro.  Ce  n'est  pas  tout  i  fut  notre  opinion,  roaid 
pour  nous  conformer  à  ce  qui  est  généralement  admis,  nous  pré- 
f  enterons  d'abord  les  mêmes  con^dérations,  puis  nous  ferons  nos 
réflexions.     {Voira*  18^.} 

On  regardera  donc  proiiuotrenenf  les  quantités  négatives  comme 
des  quantités  positives  à  touttraire  ou  précédées  du  ngne — ,  sans 
autre  considération. 

Maintenant  prenons  une  expression  (elle  que  —  dans  laqudle 
met  a  sont  des  quantités  positives  différentes  de  zéro. 

Si  l'on  suppose,  ainsi  que  nous  l'avons  dit,  que  l'on  donne  à  m 
invariable  un  diviseur  de  plus  petit  en  plus  petit,  mais  toujours 
positif,  la  quantité  a  devenant  ainsi  de  plus  petite  en  plus  petite, 
on  comprend  que  les  quotients  iront  toujours  en  augmentant  de 
plus  en  fîm,  de  telle  sorte  qn'on  no  conctrit  anmne  quantité,  si 
grande  qu'elle  soit,  qu'on  ne  puisse  surpasser  en  prenant  un  divi- 
seur assez  petit  pour  a. 

Ces  diviseurs,  qui  vont  ainsi  en  diminuant  de  plus  en  plus,  teri' 
dent  donc  vers  zéro  sans  pouvoir  l'atteindre,  quoiqu'ils  en  diffèrent 
de  moins  en  moins,  et  Sa  même  temps  la  valeur  de  la  fraction 
considérée  tend  vers  la  valeur  qni  correspond  an  divisenr  téro^ 
sans  pouvoir  dans  ses  stigmentations  successives  atteindra  la  valeur 

~ ,  pas  plus  qt^il  ne  loi  est  posùUe  tfarotr  an  dénombiafeor  nul 
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OU  égnl  à  zéro;  ainsi  —  est  la  limite  des  accroissseinents  de  la 
fraclion  en  valeur  finie. 

D'après  cela.  ^  indiquant  1  état  d  une  frantifin  ayant  un  dé- 
nominateur plus  petil  qu'on  no  peut  hr  en  donner,  si  petit  qu'il 
soit,  pourra  Être  considérée  comnn!  le  dernier  etal  de  grandeur 
d'une  quantité  qui  croît  au  delà  de  toute  grandeur  assignable  ea 

nombres  finis,  et  alors  ^  swa  la  symbole  d«  l'A^' 00  Atyfaunntf 

grand. 

Pbt  réciproque,  quelque  grand  que  l'on  suppose  le  dénomina- 
teur de  la  fraction  ^,  elle  ne  pourra  Jam^  s'évanonir,  t^est^- 

dire  devenir  nulle  ou  égale  à  zéro.  Toutefois,  pur  des  considéra- 
tions analogues  aux  précédentes,  on  peut  concevoir  que  le  déno- 
minateur devenant  plus  grand  que  loule  quantité  finie,  si  grande 
q[i'ellû  suit,  on  pourra  regarder  le  quotient  comme  égal  à  zéro,  et 
c'est  ce  qui  a  fait  dire  qu'une  quantité  finie  dioiiée  par  vrtequantité 
infinie  dunmiil  un  résvttat  égal  à  zéro.  Cependant,  il  faut  observer 
que  cela  n'a  lieu  que  par  pure  convention;  car,  théoriquement^  il 
existe  une  différence  inappréciable  entre  téro  et  une  fraction  inA- 
niment  petite. 

En  résumé,  si  0  peut  être  considéré  comme  lo  dernier  état 

d'une  grandeur  qui  décroît  autant  que  l'on  veut,  il  Tant  songer  que 
nous  ne  pouvons  faire  premire  celte  valeur  à  aucune  quantité, 
puisque  pour  cela  il  faudiait  l'niplujer  un  div  iffUiiiiliiii,  et  d'ailleurs 
0  étant  une  liiiiile  des  décroi.-semenls  finis  qut;  peut  recevoir  le 
dénominateur  a,  il  en  résulte  (n*  321)  que  ^  est  une  valeur 
que  ne  peut  atteindre  aucune  quantité  exprimée  par  des  nombres 
fiuiSf  et  alors  ^  représenta  l'inlini. 

Ce  principe  exige,  selon  nous,  qu'il  soit  fait  une  dielinctioa 
eufre  la  valeur  ordinaire  de  ;eVo  et  celle  que  nous  lui  attribuons  id. 

i'n  l'liVt,  ,si  0  peut  être  regardé  comme  plus  petit  que  toute 
quantité  donnée  finie,  on  ne  peut  cependant  pas  dire  qu'il  soit  nul, 
car  alors  il  ne  serait  pas  possible  de  dire  que  lé  quotient  d'fme 
quantité  finie  divisée  par  térù  est  infini. 
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Il  est  facile  de  le  prouver. 

L'inHui,  ou  infiniment  grand,  étant  représenté  par  ce  ^(^e  oo, 
il  résulte  que  nous  avons    ^  =  00. 

iM  ee«e  oh  tire  ni!t=0>c«>}  or  «i  0  étaH  itul  ia 
pradoil  OX«â  oenrait  pas  égatfe  m,  car  «juel  questril  oïl 
hctenr,  l'antr»  fkeleiir  qnl  tmHqm  eombiea  de  fols  on  doit 
prendre  le  premier  est  nul,  le  lésnllatsera  nul;  une  quantité  qu'on 
ne  prrad  pas  ne  donnant  rien. 

Donc  on  doit  eoiuidérer  0  comme  nul  et  gailgmf où  comme  in- 
finiment petit;  la  différence  est  iaappréciiîile,  mais  elle  existe. 
[K.n*  466.} 

Del'égalifé   m=tlXos>  llvlent    ^— f,  Mqulconfirtne 

ce  qiin  nous  avons  dit  plus  haut. 

Si  le  produit  Oxmï  pouvait  être  regardé  comme  nul,  il  fau- 
drait que  m  fût  toujours  égal  à  léro,  ce  qui  est  contre  les  hjrpo- 

tbftmquiBoiuoiiisetviiétalditla valeur  de  ^. 

Enfin  si  de  OXc«>  on  pouvait  firar  0  pour  protfittt,  1»  m 
serait  jamais  que  dans  Une  hypotbësd  partictlHère;  ftiaift  delà  ne 
peut  avoir  lieu  simultantimenl  dans  one  qaestidn  06  I9  pfodifit 
OX'»  est  rëgnrdë  comme  indéterminé  ou  résultant  de  m  divisé 

par  zéro  (m  élant  d'ailleurs  différent  de  0). 

Nouâ  iijïi^toiis  Ih-dessKS  parce  qiic  dans  cf^rlains  CSS  embarras' 
sanfs,  des  alyi'bvisli's  ont  voulu  su  tirer  d'affaire  en  employant  cette 
eublililé  qui  ne  pouvait  avoir  de  valeur  qu'à  l'égard  de  personnes 
élrangÈres  à  l'al^Èbrc. 

Quand  on  considère    0   comme  nul,  lo  principe  ordinaire 

—  =0  s'applique  &  l'infini,  c'est^à'dtce  que  l'on  a  —  as  0 
on  OssooxO. 

Scoin.  On  obsuvera  qae  l'exc^on  mentionnéo  n*  1S6  ne 
l^ai^ique  qu'aux  équations  et  non  aux  égalilési  c'esl^-éGre  quâ 
l'on  peut  muUiplier  ou  diviser  par  0  ou  par  ca  les  deux 
membres  d'unt  égalité. 

476»  te*  qnntilii  înOoiM  ptvvmt  qnelqM&w  éti*  regardé» 
einnw  patààm  et  due  d'autre»  cas  coniD»  Bég«tiv«h 


klëmbnts  o'iisau. 


Soitla  badUm  j^— —  dans  laquelle  m  et  a  sont  des  quantités 

postUvesetinvaiiables  différentes  dezéro,  x  élantpoBUirelTariable. 

Si  l'on  Mt  croître  «  à  partir  de  zéro,  tant  que  sa  valeur  sera 
nKÛndreqne  a,  la  fraction  aura  une  valeur  positive  qui  deviendra 
de  plus  en  plus  grande  b  mesnrâ  que  «  anginentera  en  s'appro- 
diant  de  la  valeur  a',  car  la  fractitm  approduia  de  plus  en  plus 

de  ^  ou  de  llnBni,  de  sorte  que  si  l'on  fait  x=a,  on  obtient 


ffi  dans  l'expresnon  — on  suppose  m  négatif,  on  pourra 
considérer  que  l'on  a       "*  =  ,  et  alors  en  faisast 

croître  j:  dezérob  a,  onaura  alors  - — —  ^  =  — 

expression  que  l'on  pourra  regarder  comme  signifiant  qu'elle  doit 
être  soustraite  dans  toute  combinaison  dequantités  où  elle  entrerait. 

NoTt.  Ce  n'est  pas  ainsi  que  les  explications  sont  données  dans 
les  traités  d'algèbre;  on  y  expose  en  outra  que  le  rémtltot  de  m 
divisi  par  0  peut  être  précédé  du  double  àgtte  =b.  Les  dé- 
monstrations nous  ont  paru  trop  fragiles  et  nous  conduisaient  en 
outre  k  considérer  spécialement,  soit  le  quotient  d'une  quantité  né- 
gative par  zéro,  soit  le  quotient  d'une  quantité  positive  par  une 
négative;  question  qui,  lorsque  l'on  regarde  les  quantités  néga- 
tives comme  plus  petites  que  zéro,  entraîne  dans  des  considéra- 
tions excessivement  longues,  c'est  pourquoi  nous  n'avons  pas 
admis  le  prindpe  ci-dessus  sans  observation. 

Voici  d'eilleurs  ce  que  l'on  expose:  Si  après  avoir  fait  x  =  a 
dans  la  prenùère  bypotbèse,  on  foit  croître  x  au  delà  de  a,  ou 
ce  qiâ  revient  an  même,  si  l'on  sui^ose  a  plus  grand  que  a  et 
que  l'on  diminue  successivement  x  jusqu'à  devenir  égal  à  «t, 
la  fraction  prendra  det  valeurs  croissantes  gui  seront  toutes  néga- 
tives. (Notons  bien  cette  manière  de  s'exprimer,  car  il  reste  à  savoir 
ce  que  sont  des  valeurs  négatives  croissantes,  et  d'après  la  défi- 
niliûi  ce  sont  des  valeurs  d&plus  en  [dus  petiteia  eu  valeur  absolue 
et  i^ta  petit»  que  léro.)  Il  résoUe  de  là  que  la  valeur  infinie  pro- 
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duîle  par  s  =  a  appartient  également  à  une  snite  de  quinlitéa 
positives  croissanteB  et  à  nne  siùle  de  quantités  négatives  oraii- 

santes,  par  conséquent  l'hypotiièse  s  sa  a  dans  '^j^-  doit 
donner  au  résultat  ao  le  signe  ib. 

V<^  muntenant  notre  objection  :  si  véritablement  le  diviseur 
devientde  plus  en  plus  petit  jusqu'à  zéro,  lorsque  x  croît  de  0  à  a, 
et,  si  l'on  peut  dire  qu'il  en  est  de'm&ne  aussi,  lorsque  x  plus 
grand  que  a  décroît  jusqu'à  a,  on  est  condnit  néanmoins  ft 
trouver  x  —  a  =  0. 

que  X  ail  été  plus  grand  ou  plus  petit  que  a  dans  l'origine,  la 
résultat  de  la  soustraction  sera  toujours  zéro,  et  DOOS  ne  voyons 
pas  que  ce  soit  uu  motif  suffisant  pool  en  conclure  que  le  résultat 

de         éqnivant  à  ±  «o;  car  s'il  est  indiflikent  de  soppow 

0 = d:  0,  les  mêmes  considérations  ne  peuvent  fitn  emplojées 
b  l'égard  d'une  quantité  qui  if  est  plus  nulle. 

177.  Si,  abstraction  fcàte  de  toute  démontlraiion  et  en  ayant 
égard  Kulemtnt  à  la  valeur  négative  de  la  fraction  avant  çue  son 
détumiinaletirse  réduise  à  0,  on  veut  regarder  le  dénominateur  0 
comme  égal  è  ±0  (n*  101],  noas  admettrons  que,  d'après  les 

règlesde  dîvidon,  on  aura   ^^  =  ±00,    et,  par  conséquent, 
-p^c=+0  et~^=— Oi  on  aurait  de  môme  — 
et  =^  =  —  0. 

178.  L'égalité  m  =  0  >c  os  peut  paraître  étrange,  car  m 
étant  une  quantité  quelconque,  il  en  résulte  que  OX<a  peut 
représenter  une  quantité  quelconque  finie. 

Mais,  puisque  le  quotient  co  a  été  obtenu  en  considérant  nne 
quantité  quelconque  divisée  par  une  quantité  infiniment  petite,  on 
ne  doit  pas  être  surpris  de  cette  conséquence. 

D'autre  part,  si  dans  les  éléments  d'algèbre  on  ne  considère  que 
l'infini  simplement,  il  eiiste  néanmoins  plusieurs  ordres  d'intinis, 
ce  qui  foit  que  l'infini  est  susceptible  .d'augmcnution;  mois  ceUo 
augmetiAlîon  ou  (tiSSr«noe  da  grandeor  n'a  lieu  qu'entre  quantités 
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itiBnîes,  de  sorte  que  l'on  admet  que  co  ±  d  =  <A  a  étaUt 
une  quanliU  finie. 

On  comprend  anssi  que  -r  donnant  pour  quotient  un  nombre  in- 


'  Ô'Ô' 

grandi  que  le  jirieniier,  et  c'est  ce  qne  nous  terrons  en  tédoisant 

ces  expressions  en  séries  (n*  1&4). 

170.  On  comprend  donc  que  le  symbole  g  (a*  170)|  n'est  pu 
le  seul  que  l'algèbre  puisse  employer. 

Soient,  en  effet,  \cs  expressions  ^  ^        y  ■  ^  ! 
(les  lettres  représentent  des  quautilés  algébriques  quelconques 
saits  dénominateur»). 

Si  par  des  suppositions  on  annule  les  quantités  B  et  C,  les  let- 
tres A  et  D,  totts&Utit  d'ailleurs  .des  Taleurs  finies  autres  qué 
réro,  les  expressions  données  se  changeront  en 

Pour  se  rendre  compte  de  oe  que  signifient  ces  demlërw  ai- 
pressions,  il  suflil  de  remplacer  les  expresMons  données  par  les 
raifantes,  qui  leur  sont  équivalentes 

•içî  «  (..«,1. 

B  BXD  *  ' 

Elles  se  réduisent  évidemment  &  ^  pour  les  hypothèses  qui  aonu- 
lent  B  et  C, 

0  X     et  —  sont  donc  équivalents  à  ^, 


«  gui  fait  deux  tiovveaux  signes  d'indélerminaiion  auïquflls  on 
pent  j(Àidre  l'expression  «o  —  co,  au  moyen  de  qnelqnes  Gon-> 
veottons. 

CoBOLutBK.  Od  peut  donc  poser  —  =  1  =  S  =  3  —  g)  etc. 
Supposons  qne  l'on  pose'  —  =     on  en  déduit  ooesSeo^ 
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qui  De  p<ira!t  pas  étré  une  égiiUlé;  mais  de  même  qiio  S  Tois  zéro 
Tait  zéro,  de  même  S  fois  l'ioflni  est  égal  à  une  UAS  I'idAdI  ea  envi- 
sageant que  l'inlini,  par  rapport  à  mt  quasUUi  finùy  nt  austi 
ÏDappréciuble  que  5  fois  l'inflnî. 

On  peut  regarder  le  quofletll  B  OtfmnJe  ré«lHnt  fle  \k  ûmÀm 
'de  S<»  par  1  x  ^,  tandis  que  le  quotient  1  résulterait  de  deni 

infinis  égaux  —  =  1, 

m  f 

On  a  génëralemeDt  —  =  o  et  l'on  a  ans^  ^  =  ^'  il  en  rë- 

sulle  que  l'on  peut  poser  —■=—;  celle  ^gali(é  est  vraie,  eu 

éparii  aux  quaDlilùs  finies,  m;iis  elle  SPi'iiit  fausse  onlre  quantités 
ifllintes,  car  le  rapport  de  l'infini  à  mcn  est  m  évidemment. 

Nous  verrous  cela  lors  de  la  thénrie  des  iagqrilhmes. 

180.  Il  nous  reste  une  remar^'  importante  )i  faire  sur  l'ex- 
pression ^,  qui  ne  doit  pas'toujoiirs  être  considérée  comme  tui 
signo  d'indeler  mi  nation. 

Si  des  suppositions  indépendantes  l'une  de  l'autre  pour  dtaqiib 
tenue  d'une  fraclion,  leur  font  prendre  successivement  des  va- 
leurs de  plus  en  plus  petites  èt  aussi  voisines  de  léro  que  Ton 
voudra,  le  rapport  de  ces  termes  ou  la  valeur  de  la  fraclion  consi- 
dérée pourra  sans  erreur  sensible,  être  considéré  comme  égal 
à  telle  quantité  qu'on  voudra,  et  à  la  limite  de  leur  décrois  sèment, 
c'est-à-dire  lorsque  les  termes  seront  réduits  presque  à  zéro,  par 
des  valeurs  assez  petites  qu'on  pourra  leur  supposer,  mais  non 
exprimer,  leur  rapport  sera  loiit  à  fait  indiilermioé. 

Mais  si  les  deux  termes  de  la  fraction  .sont  assnjellis  de  telle 
sorte  que  pour  une  valeur  trèf-petite  de  l'un,  il  corresponde  tou- 
jours une  valeur  Irës-petite  de  l'autre,  et  que  lorsqu'ils  tendent 
vers  zéro,  leur  rapport  C0Dv»ge  vers  une  limite  déterminée  qu'il 
n'atteint  qu'au  moment  où  les  deux  termes  deviennent  nuls,  la 

fraction  se  présente  sons  la  forme  ^ ,  quoique  la  valeur  de  la  frac- 
tion ne  sent  pas  toujours  indéterminée.  [  Voir  Sf .  BIàtiii  ;  Algibrt.) 
Cda  arrive  tontes  le* f(ûs  qu'un*  fracticu M  réduit  à  ^,  iem» 
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d'un  fiutonF  commun  «a  dan  lenaes  et  que  ce  bcteur  devient 
uni.  (f^oîr  n"  171.) 
Sent  pour  exemple  la  {iraotioa 

Si  l'on  suppose  m=a,   la  fraction  devient  ^;  mais  ai  l'on 

divise  d'abord  les  deux  termes  par  m— a   (n»  S3),  on  obtient 

l'expresdon  équiralanta   ^, +     +  "         gg         ^  ^ 
^  •  m+o  2n 

ou^ffl,  d  l'on  (Ut  m=a. 

Pour  noue  rendre  compte  de  ce  résaltat,  supposons  qu'au  lieu 
de  faire  de  suite  m  =  a,  on  donne  à  m  une  valeur  très-iappro- 
chée  de  celle  de  a;  si  petite  que  soit  la  différence  m  — a,  U 
seconde  fraction  aura  la  même  valeur  que  la  première,  puisqu'elle 
loi  est  équivalente,  et  comme  m  diffère  trës^iea  de  a,  laseconde 

fraction  diff&re  très-^wu  de  par  conséquent,  pour  des  va- 

leursde  m  déplus  en  plus  proches  de  a,  la  fraction  donnée  prend 
une  valeur  qui  s'approche  de  plus  on  plus  de  la  lintile  déterminée 

— ,  après  la  suppresàon  du  facteur  m  dacslesdcuxtermes,qui 

n'est  pas  le  facleui  qui  causait  l'in  détermina  lion. 

On  regarde  donc  cette  valeur    ~  m    comme  celle  qui  répond 

exactement  à  l'hypothèse  m=a,  mais  comme  l'indétermination 
produite  par  la  première  fraction  empêche  de  distinguer  cette 
valeur,  on  a  recours  ii  la  seconde  qui  est  débarrassée  du  facteur 
commun  m— a   qui  produisait  l'indétermination. 

La  sup[»sdon  du  facteur  commun  n'entraîne  pas  tonjouis  une 
valeor  déterminée.    [Voira'  194.) 

CoBOLuwB.  Les  expressions  Oxo  et  ^  ayant  même  signi- 
fication que  g,  on  peut  en  conclure  que  les  expressions  qui  se 

réduisent  b  ces  formes  ne  sont  pas  toujours  un  signe  de  leur  ïo- 
déterminaliou. 

Itll.  TeîoKÙn.  l.e  carré  de  a  —  b  donne  toujours  un  résultat 
positif,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  a  et  de  6. 
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Pour  le  prouver,  il  suffit  de  réfléchir  que  dans  le  cas  le  plus  dé- 
favorable, lorsque  b  est  plus  grand  que  a,  on  peut  remplacer 
a—b  par  sa  valear  négative  éqnivaleala  — m  par  exemple,' et 
que  le  carré  de  toute  quanlilé  négative  est  positif  {v  57). 

On  peut  le  démontrer  autrement  : 

Boit  a<Zb,   a        b  poritifs. 

Noos  avons  (a— A)*:sa* — iab  +  b*  (n*  57);  (out  constelB 
à  faire  voir  que  le  terme  SoA  est  plus  petit  que  la  eomnie  des 
deux  autres.  Faisons  b  =  a-\-m,  m  étant  û  différence  entre 
a  et  b. 

Alors  a — è  se  change  en  a — a — m  ou  — m;  or 
( —  m)'  =  -J-  m';  par  conséquent,  ce  rdsnilal  ne  peut  avoïr  lieu 
que  si  2n6  est  plus  petit  que  a'  -[-  b',  puisque  Ton  peut  rem- 
placer la  première  égalité  par  ni'=a'  —  'îal>-\-b'. 

ConouAiBB.  Dans  le  carré  de  la  différence  de  deux  quanlilés,  le 
double  produit  du  premier  terme  par  le  second  est  toiyours  plus 
petit  que  la  somme  des  carrés  des  deux  termes. 

ScouE.  Si  l'on  avut  ass=b,  il  faudrait  modifier  le  principe  et 
dire  que  le  double  produit  est  égal  à  la  somma  des  carrés; 
en  effet,  la  différence  m  étant  nulle,  on  aurait  m*  on 
0=a'  —  Sûâ-f^'i  ce  qui  exige qne  9ab  soitégalà  i^-^b*. 

182.  Le  quotient  de  zéro  dinsé  par  une  quantité  finie  quel- 
conque est  loitjours  zéro,  ce  que  Ton  exprime  généralement  en 
0 

posant        m  ~  *** 

Ce  prindpe  connu  revient  à  dire  que  toute  fraction  dont  le  nu- 
mérateur  est  nul  se  réduit  à  zéroï  mais  après  ce  que  nous  avons 
vn  (n*  17S),  il  résulte  qu'une  fraction  se  réduit  aussi  à  zéro  lors- 
que son  dénominateur  est  infini,  son  numérateur  conservant  noe 
valeur  finie;  cela  nous  conduit  à  examiner  la  vérification  dont 
nous  avons  parlé  n'  133. 

Nous  commencerons  par  faire  remarquer  que  la  règle  pour 
cliassf  r  les  dénominateurs  repose  sur  le  principe  n'  126,  qui  est 
sujet  à  exception,  lorsqu'on  multiplie  ou  divise  une  équation  par 
Vinconnue  ou  une  quantité  coutenant  l'inconnue.  L'cvanouisse- 
menl  des  dénominateurs  consiste  à  niuiliplier  toute  l'équation  par 
un  produit  divisible  par  le  dénominateur  de  chaque  terme;  par 
conséquent,  si  l'inconnue  entre  dans  les  dénominateurs,  il  &ut 


Digilizefl  By  Google 


238 


Eléments  d'ai^ëqbe. 


examiner  si  la  valeur  de  l'incooniie  ou  des  incoD nues  qui  satÎEfaitL 
l'équalion  avant  la  disparition  des  dénominateurs  y  salisrait  encore 
^rts  et  réciproquaisent, 

A  cet  effet,  considérons  l'éniialion  j- 1  =  ~ — 

'  i—x  '        i +x 

L'inconnue  entrant  dims  les  dénomiiialenrs,  il  est  clair  que  la 

transposition  des  t.Tmes,  la  R'diirlion  H  l.i  division  du  sei^ond 

membre  parle  cocdicientde  l'inconnue  ne  snilisent  plus  ici  comme 

dans  le  a'  iW,  car  l'iacoiinue  ne  peut  s'obtenir  seule  dans  un 

des  membres;  il  nous  faut  donc  nécessairement  avoii  recours  k  U 

réduction  au  même  dénominateur,  puis  à  leur  éyanouissementf  cela 

faisant  toujours  apparaître  l'inconnue  dans  le  numér^ur,  si  eil« 

n'y  est  pas  déjà.  Par  ce  moyen,  nous  arrivons  &  opérer  sur  uns 

autre  équation  que  la  proposée,  el  il  reste  il  voir  tà  la  valeur  de 

l'inconnue  sera  la  mSme  cjue  celle  qui  convenait  à  l'équalion  pri- 

11  est  important  de  bien  se  figurer  que  généralement  uns  opé- 
raiion  algébrique  doit  être  comidérée  comme  ayant  pour  but  de  tratu- 
foTBur  une  exprtnim  m  tme  mitre  équivalente,  iranformatioa 
dont  le  but  est  de  faciliter  el  de  Amplifier  les  résultats  cherchés, 
et  il  est  clair  que  l'exactitude  de  ces  résultais  ne  peut  avoir  lieu 
qu'autant  que  la  nouvelle  expression  est  cquivaleuto  de  la  pre- 
mière. 

Deux  expressions  sont  dites  équivalentes  lorsque  l'on  obtient  le 
mëcne  résulLat,  quelles  que  soient  les  valeurs  iiiiiuériques  altri- 
buces  aux  lettres,  et  nous  savons  [n°  123)  ce  que  sont  des  équations 
équivalentes. 

Or,  quand  on  multiplie  par  l'inconnue  on  augmi'nle  le  degré  de 
l'équation  si  celte  inconnue  n'entre  pas  en  dénniïiiniilcui',  fi  ilius 
Ions  les  cas  si  on  multiplie  ou  divise  pur  l'incdnrino,  on  pont  ,uig- 
menter  on  diminuer  le  nombre  des  valeurs  de  l'inconnue.  Ce  sont 
ces  divers  résultats  qu'il  s'agit  de  vériOer. 

Le  procédé  de  résolution  (d*  134]  est  toujours  exact  peur  les 

équations  du  premier  d^fré,  sauf  nos  observations  sur  3:=^f 

et  pour  les  équaliuns  d'un  degré  supérieur,  on  trouva  toujours ua* 
valeur  convenable  parmi  celles  que  peut  donner  l'équalfi^o  ftnal^, 
(  Vàr  n»  ÎW  VExee^ion.) 
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Revenons  à  notre  équalion  - — ~  +1  =  ^ 

Pourla  résoudre,  noiisfaisons  donc  disparaître  les  dénominateurs 
en  mullipliant  tous  les  Icnnes  par  ou  par  1 — 

et  r^»@«fit(0'  133),  çeqiti  ionae  après  transposition  et  réductiuïo 
«B— 8. 

n  est  évident  par  la  ttAttitutim  qus  cette  valeur  de  x  vdrifle 
l'équalfon,  et  cela  pourrait  suffire,  mais  void  un  autre  nii^en  dç 
vérification,  sans  substitution' 

Afln  de  n'effectuer  que  des  changements  qui  ne  puissent  alléref 
Hnconnue,  on  transportera  le  second  membre  dans  le  premier, 
«t  ¥oa  réduira  an  même  dénominateur,  ob  qui  amèfietB  luu  éqaar 

Ibndalafonne  ^=>>0- 

fE9  4&t,  la  tniuposittoa  doww 

et  la  réduction  au  même  dénominateur  amène  après  la  réduction 

des  termes  semblables  ^ — 

On  observera  que  si  l'on  a  rme  éi/nlilé  ou  éqmtion,  et  que  l'on 
fasse  passer  un  des  mcmùres  dans  i'mdrc,  suivant  la  règle  n°  i29, 
iV  ne  re>le  que  ;eVo  dans  l'un,  ce  qui  /(dVsc  si^li^i^lcr  l'c/jaUtc  ou 
i'éqaaiim- 

On  remarquera  ans»i  que  s'il  peut  y  avoir  trouble  dans  une  éqiia- 
tioQ  que  l'on  multiplie  par  un  dénominateur  contenant  l'iijcon- 
ine,  il  n'en  résulte  aucun,  à  on  laisse  subsislér  les  dénominateurs 
uns  faite  les  réductions  qui  les  annulent,  c'est-à-dire  qua  l'on 

peut  sans  chiinger  la  valeur  d'une  équation  multiplier  et  diviser 
en  même  temps  tous  ses  termes  par  une  quantité  contenant  l'in- 
connue. 

Nota.  Lorsqu'une  équation  est  ramenée  à  la  forme  A  =0,  A 
étant  une  quantité  polynôme  conlenant  des  dénoininiileuis,  la  ré- 
duction ail  mêmedénominatiHir  piiur  1rs  faire  évanouir  ensuilp,  est 
censée  effeciuéc  aussi  sur  K:  membre  qui  ne  renferme  que  zéro; 
mais  comme  ces  opérations  ne  donnent  jamais  que  zéro,  on  aa 
s'occupe  pas  de  ce  membre  qui  ne  varie  pas.  [  Voir  q*  19S.  ) 

Waialeomti  povr  que  l'égalité  f^^=Q  existe,  il  fqut  évi^ 


SiO  Ét^nan  d'algIebrb. 

demment  qoB  le  nnmératenr  «-{-3  soit  sol,  car  il  n'y  a  qm 

^  qui  donne  0  pour  quotient,  et  lorsqi^un  membre  contient  une 

fraction,  Paittre  peut  être  regardé  comme  le  guolient  du  premier, 
après  que  les  valeurs  d'x  convenables  sont  trouvées,  bien  entendu. 

La  condition  que  a;+3  soit  nul,  donne  1  +  3  =  0,  d'où  l'on 
tire  x= — 3  valeur  trouvée  plus  haut,  et  l'on  en  conclut  que 
c'est  la  valeur  qui  convient,  et  qu'il  n'y  en  a  pas  d'autre,  puisque 
tonte  autre  valeur  de  z  ne  rendrait  pas  nul  le  numérateur  «+3; 
on  n'a  pas  besoin  de  s'occuper  du  dénominateur,  en  faisant 
foutefuns  attotion  que  cette  valeni  de  s  ne  tend  pas  nul  le  déno- 

nmiatear;  car,  sll  en  él^t  sinA,  nous  aarions  ans  fracfioa  ^ 

dans  le  premier  membre,  et  dont  la  viaïe  valenr  pourrait  bien  ne 
pas  être  zéro;  alors  si  elle  était  indélerminée  comme  sa  forme 
l'indique  (n*  170),  la  valeur  trouvée  pour  l'inconnue  ne  vérifierait 
plus  l'équalton,  puisque  l'on  aurait  une  tout  autre  quantité  que  0 
dans  le  premier  membre.  (  Voir  n°  180.) 

Une  Ecaction  pouvant  devenir  zéro  lorsque  son  dénomina- 
teur devient  infini,  son  nnmérateor  conservant  nne  valeur  finie, 

on  pent,  lorsque  réqnatioQ  est  ramenée  à  la  forme  ^=0>  cher- 
cher aussi  les  valeurs  de  le  pour  lesquelles  on  aurait  B  =  oo; 
mais  aI(HS  on  n'aura  plus  un  numérateur  fini,  comme  le  veut  l'by- 

polhise  n*  17S,  qui  a  fidttroaver  ^  =  0.  Pour  tden  com- 

prendre  cela,  il  faut  réfléchir  que  la  réduction  d'une  équation  à  la 

forme  — =  0  introduit  toiùonrs  l'inconnue  ea  numérateur,  ou 

bifii)  il  faudrait  considérer  le  caî  particulier  où  l'équation  contien- 
drait tous  termes  avec  des  dénominateurs  égaux  cootcnant  l'in- 
connue, et  l'on  aurait  une  identité  évidente  dans  laquelle  x  serait 
indéterminée. 

Or,  si  X  entre  dans  les  numérateurs,  ou  que  les  dénominateurs 
ne  soient  pas  égaux,  on  aura  x  dans  le  numérateur,  et  pour  l'hy- 
pothèse de  x^'X',  on  aura  toujours  une  expression  delà  fwnie 

la  quantité  infinie  pouvant  être  onillipliée  par  une  qaan- 
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tité  finie  ou  infinie,  ce  qui  ne  rentre  plus  dans  l'hypothèse  ^  =  0, 

et  alors  il  n'y  aurdt  point  lieu  d'examiner  lea  Girconstancet  qui 
résultent  de  «=co  dans  le  dânombiaieur. 

Tonlefois,  voici  &  peu  près  ce  que  itit  M".  Lefebvre  dans  ses  lo- 
fons d'algèbre  :  lorsque  l'équation  oontidérée  s  été  ramenée  à  la 

forme  ~        =  0,  la  valeur  x= — 3  rendant  nul  le  numérateur, 

ans  annuler  le  dénominateur,  on  a  pu  conclure  que  la  valeur  x 
satis&isaît  à  l'équation. 

Uaintenmt,  n  l'on  suppose  x  infini,  le  dénonùnatenr  1  — 
devient  infini  aioai  que  le  numérateur,  et  l'on  tombe  dans  une  in- 

détemùaation  apparente  ^  (expression  considérée  par  cet  au- 

leurcommeégaleà  soit  qu'il  y  ait  des  quantités  finies  de 
jointes  à  chaque  terme  ou  qu'il  n'y  en  ait  pas)  ;  pour  la  faire  dis- 
paraître, on  met  la  fraction  sous  une  Torme  où  le  numérateur  ne 
devienne  plus  inrml,  ce  que  l'on  obtiendra  en  divisant  par  x  les 
deox  termes  de  la  fraction,  car  on  aura 


Pois  on  remarquera  qoe  la  valeur  xsco.rendiuils  leileimea 

I  et  ^  et  qu'il  ne  reste  que        on  —  ^  qui  équivaut  alors  k 

—  0,  par  conséqimit  la  valear  x=st*>  satïsfitit  ausri  It  l'équation, 
car  on  a  — 0=0  Ou  0=0,  lodgnedevant  0  étant  insi- 
gnifiant. 

iNoos  avons  modifié  nn  peu  les  eiptioalions  de  l'anteur. 
afin  de  les  rendre  pins  daires,  maïs  personnellement  nous 
regardons  sa  théorie  comme  trop  subtile,  car  elle  conduit  à  trouver 

=  — — — , ,  etlroisvaleurspour  uneéquaUon  du  premier  degié< 

Généralement  quand  on  fait  évanouir  les  dénominateurs,  on  n'a 
pas  égard  aux  valeurs  infinies  qui  siHit  peu  considérées  dans  l'al- 
gèbra  élémentaiTe.  (Poirn'SU.} 


ÉLÉMEMS  D'ALGtBRt. 


RÉrLBXIOH  SUR  L'EIFOSAHT  ZËRO  ET  SUR  »*. 

183.  On  a  m  <n*  104}  que  toute  quantité  &etie  k  U  pnift 
sance  zéro  était  égale  h  VarAié,  on  peut  le  voir  encore  d'une  autre 

manière. 

Soit  a  (ino  qunniité  qui^lconque,  ses  puissances  successives  ft 
paifir  (le  la  premiÈre  snnt  o',  a',  o%  ,  que  l'on  obtient  en  mul- 
tipliant le  proiluit  précédent  pai  a,  ou  en  augmentant  d'une 
nnité  l'exposant  de  a  dans  le  terme  qui  préoàde  oelni  que  l'on 
veut  obtenir,  la  puissance  a'  étant  prise  pour  point  de  départ 

Par  conséquent,  pour  revenir  d'un  terme  à  droite  à  ealni  qdMe 
précède  k  gauche,  il  faudra  diviser  par  a  le  terme  que  l'on  oond- 
dëre,  ou  bien  diminttcr  son  exposant  d'une  nnilé,  OBlaest  fadleà 
comprendre. 

Si  maintenant  de  a  ou  a'  l'on  veut  passer  au  terme  qui  devrait 
immédiatement  précéder  a*,  et  qui  se  comporterait  à  son  égard, 
comme  a'  par  rapport  à  a',  on  doit,  par  analogie,  diviser  a' 
par  a  ou  retrancher  une  unité  de  son  exposant  1,  ce  qui  donne  a* 

qnidtHlâlre  équivalentde  1  onde-,  et  ce  qui  est,  en  vertu  dea 
règles  de  la  division,  donc  a"  =  1. 
On  trouverait  de  môme  que    û''  =  — etc. 

Puisque  a  est  une  quantité  quelconque,  on  peut  la  supposer 
égale  à  zéro  et  l'on  aura  0°=  1,  résultat  singulier  quand  on 
s'attache  à  la  définition  de  puissance  qtii  implique  généralement 
la  multiplication  par  elle-même  de  la  quantité  considérée;  mais 
stiivant  cé  que  nous  âvôns  dit  n'  104,  on  peut  dire  que  dans  l'ex- 
prestjpu  0*  ou  lXO°t  l'expoGanl  zéro  indique  que  0  n'entre 

ppinl  comme  Tacteur  dans  t'expression  I>c0x0x0  

qui  contient  0  comme  fadeur  autant  de  fois  que  l'indique  l'expo- 
sant; par  conséquent,  pour  l'exposant  0  il  faut  supprimer  tousces 
facteurs  0,  et  il  ne  reste  que  4,  donc  0"  =  !  [contrairemeiU  à 
r opinion  d'un  auleur). 

D'ailleurs,  0°  peui  être  considéré  comme  résultant  de  la  division 
de  0*  par  0"»  m  étant  une  quantité  quelconque  et  comme  toute 
quantité  jUnisée  par  elle-même  donne  1  pour  quotient,  on  a 
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D'un  autre  côté,  toute  puissance  de  0  autre  que  la  puissance 

léro,  ne  donnant  que  zéro,  on  a  ^  =  ^  =  0%  ctnlorsl'cxpres- 

ûoa  0*  est  un  nouveau  signe  d'indétermination.     (  Voir  n°  i  70.) 

Si  l'oo  admettait  la  principe  n>  103  pour  a=0,  on  pourrait 
tbw  d'autres  oonséqueDces ;  maïs  ad  remontante  l'origine  dec 
formules  on  trouverait  que  0-"  ne  vaut  que  zéro. 

IHTERPRÉTATIONDES  QUOTIENTS  D  UXE  QCAÎ-'TITÉ  P0SIT1T« 
PAR  UNE  NÉGATIVE.  VALEUR  DE 

184.  LesTÈeles  que  l'on  a  vurs  pour  l^i  division  û'i:do  qniintité 
positive  pour  une  négalive  et  réi-iproqupinpnt,  ont  été  di^duiles 
da  la  eompositioa  d'un  produit,  abstraction  faite  des  valeurs  par- 
(ievlières  des  quantités,  o'eEt-Mire  que  l'an  a  divisé  les  qttantktfa 
positires  et  négatives  comme  des  quantités  positives  en  se  con* 
formant  à  la  rËgie  des  signes;  de  cette  mnni^re  nn  a  éludé  les  con- 
sidérations qui  pouvaient  résiillrr  di;  crilc  divisinn,  lorsque  FoB 
attribue  aux  quantités  ni'galivrs  drs  vakiirs  plus  petites  que  zéro. 

Dans  la  pratique  cela  siifTil  p^irco  que  les  quiintilés  négatives 
sont  généralement  regardées  comme  des  quantités  poaitivrs  prises 
n^ativement;  mais,  en  théorie,  il  n'en  est  plus  de  même)  les 
difficultés  que  cette  question  présente  n'ont  pas,  k  notre  connais- 
sance été  résolues,  et  tout  ce  que  nous  avons  reconnu,  ce  sont 
les  subtîtités  el  les  arguments  captieux  des  algébtistes  dans  cette 
drcoDStance. 

Dans  une  science  exacte  comme  l'nlg^tire,  on  ne  dnit  point  f;iire 
de  suppositions  contraires  aux  premiiirLS  liypolliéses  dans  le  coups 
delà  ni<}ine  discussion. 

Notre  but  n'est  pas  de  faire  prévaloir  un  système,  mais  bien 
d'éclairer  une  question  embrouillée. 

A  cet  effet,  nous  citerons  les  raisonnements  ou  démonstration^ 
des  algébristes,  nous  ferons  voir  par  oii  ils  pèchent,  et  l'on  sera  à 
même  d'apprécier. 

Lorsque  dans  un  traité  d'aigèhre  on  trouve  que  l'on  peut  arri- 
Ter  à  l'infini,  soit  par  des  quanlités  posllives,  décruissan  tes  jusqu'à 
léro,  soit  par  des  quantités  négatives  réellemenl  croissantes  Jus^ 
<pA  zéro,  et  qu'alors  l'infini  peut  être  supposé  positif  on  négatif 


(ce  que  nous  n'avons  pas  admis),  il  est  possible  au  premier  abord 
qu'on  ne  trouve  dans  cet  nvancé  rien  qui  soit  en  opposition  avec 
les  principes  précédents,  parce  que  l'on  regardera  zéro  comme 
une  expression  qui  a  lu  propriété  d'élre  en  môme  temps  la  plus 
pelitc  des  quiintilùs  positives  el  la  plus  grande  des  négatives,  con- 
sidération qui  toutefois  repose  plutôt  sur  une  construction  gra- 
phique que  sur  le  raisonnement. 

Mais  lorsque  l'on  se  rappelle  que  les  quantités  négatives  sont 
plus  petites  que  zéro,  et  que  l'infini  n't  été  obtenu  qu'en  considé- 
rant des  diviseurs  de  plus  ec  plus  petits,  on  peut  supposer  alors 

que  si  l'infini  petit  £tre  produit  par  fl  peut  l'âtze  aussi  à  foT' 
Hai  par  a  étant  une  quantité  positive  qudconque. 

Or  cette  bypoLhèse  est  confirmée  par  l'algèbre  lorsque  l'on  di- 
vise une  quantité  posilive  par  une  négative,  et  les  algébrisles  se 
sont  évertués  à  lâcher  de  prouver  que  cela  n'avait  pas  lieu. 

Soit  donc  à  diviser  1  par  1  —  x. 

En  opérant  (n'  S9)  suivant  les  règles  de  la  <Uviuoa,  on  trouve 
jl~=:l+x  +  ai'  +  x'  +  âl'ù^ni. 

Si  nous  supposons  «  posilir,  la  série  représentée  par  le  second 
membre  sera  poùtive  et  donnera  la  valeur  du  premier  membre. 

Cette  formule  doit  être  vraie,  quelle  que  soit  la  valeur  de  x  ou 
bien  ce  ne  serait  plus  une  formule  ou  un  résultat  exact. 

Tant  que  l'on  suppose  x  plus  petit  qu6  1.  elle  n'est  pas  con- 
teslée,  si  même  l'on  fait  x  =  if  le  résultat  infini  qui  résulte  de 

i  —  i    est  encore  admis  par  les  algébrîstes;  mais  si  l'on  fait 

œ  >  1,  il  n'en  est  plus  de  mûme. 

Une  des  propriétés  essentielles  de  l'algèbre,  c'est  la  généralité, 
et  voidoir  sans  motif  spécieux,  dans  une  circonstance  particulière, 
restreindre  sa  généralité,  c'est  l'amoindrir,  c'est  pour  ainsi  dire  la 
détruire. 

Examinons  ces  raisons  et  commençons  par  Lucnon,  en  considé- 
rant comme  lui  l'expression  particulière  1  qu'il  s'agît  de  diviser 
par  1 — I  ou  0. 

Onaura       j~J  =  5  =  *  +  *  +  *  +  àTinfiiii, 
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Ce  résultat  1  +  '  +1  +        conlintié  h  l'inBai  donne  bien,  dit 

cet  auteur,  une  quantité  infinie  (notons  cela)  comme  le  demanda 

ta  nalure  de  l'eipression  ~, 

Mais  se  ravisant  aiissilôt  et  ersisnant  avec  raison  les  suites  de  sa 
conccssio;i,  cet  auknir  fljr.uto  :  si  l'on  ne.  Irnait  pas  compte  du  der- 
nier reste,  011  tomberait  diiiis  une  nbsurdili;;  car  le  diviseur  mulli- 
plié  par  le  quotient  devant  reproduire  le  dividende,  il  faut  que  l'on 

ail  l  =  (l-|-l-{-  }X0.  Or  le  second  membre  s'anéantit  ri^ou- 

reusemenl;  on  aurait  donc  one  absurdité  1  =0,  et  alors  il  Tant 
ajouter  au  produit  le  dernier  reste. 

Cette  manière  de  raisonner  est  hardie  et  paraît  sans  réplique, 
mais  il  est  aisé  de  voir  que  l'auteur  a  équivoqné  sur  les  principes; 
car  il  est  reçu  que  Oxcio=zn),  m  étant  une  quantité  quel- 
conque>  et  le  principe  Oxco=0  n'a  jamais  été  admis  en 
aIgM>re  on  ne  peut  l'être  qu'avec  les  restrictions  n*  175. 

D'ailleurs  en  admettant  ce  résultat  zdro,  l'auteur  tombe  dans  un 
dédale  inextricable,  car  alors  ~  ne  peut  être  considérée  comme 

équivalente  à'une  expression  infinie,  puisqu'il  est  impossible  de 
déduire  l'infini  de  la  division  de  1  par  zéro  absolument  nul,  mais 
seulement  par  zéro  plus  pelit  que  toute  quantité  finie  [n*  175).  Et 
en  outre  en  ajoulanl  lo  dernier  reste  divisé  par  le  diviseur  on  trou- 
vera, en  raisonnant  comme  Licaoïx,  que  1  + 1  -f-  *  +  J~ï 
quotient  complet  multiplié  par  le  diviseur  zéro  ne  donnera  que  0} 
et  il  en  résulterait  que  le  quotient  trouvé  et  complété  ne  serait  pas 
encore  exact. 

Le  plus  aisé  de  notre  besogne  est  fait,  car  les  raisons  de  cet 
auteur  étaient  bien  faciles  h  détruire,  et  il  est  é\  ident  que  le  quo- 
tient 1     1  -f  1          est  une  quantité  infinie,  donc  le  produit 

multiplié  par  0  peut  valoir  le  dividende  1.  Cela  est  admis  géné- 
ralemenL 

BfainteDant  nous  allons  plus  loin  et  nous  disons  que 


Cette  égalité  est  nnanimenwnt  reponssée  parce  que.  l'on  trouve 
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auE»  que  — j  =  —  1,  et  que  cela  casduit  &  établir  une  éga- 
lité entre  une  quantité  plus  petite  que  zéit)  et  l'ioBnii  iteiltat 
gênant  que  l'on  peut  expliquer  néanmoins. 

Les  iirpiimcnls  qui  nous  Gont  objectés  ne  sont  plus  comme  ceux 
do  Ltciio:!.  ils  s'appuient  sur  des  principes  inconteslables;  seule- 
ment on  y  joint  quelques  appréciations  que  nous  n'acceptODS  pas 
enllarpinont. 

Considérons  encore  la  fraction    ^  ^,  on  a  toujours  exaC' 

lement         =  +        quand  on  attribue  à  » 

des  valeurs  plus  petites  que  4;  mais,  dit  H.  IsF^Bina  de  mmct, 
-on  tombe  dans  une  erreur  assei  commune  quand  on  atltibue  k  x 
des  valeurs  plus  grandes  que  I. 

Celle  CT.crplion  à  la  généralité  de  l'algèbre  nous  surprend,  car 
les  formules  sont  toujours  exactes  indépendamment  des  valeurs 
parliculiëres  des  lettres,  mais  passons. 

L'égalité  d-deseus  peut  être  lemplocée  par  la  suivante  : 

qid  ne  peut  être  contestée,  on  par  cette  autre  : 

dans  laquelle  nous  supposons  n  infini. 

Or,  dans  le  second  membre,  toute  la  partio  entière  représente 
uo  nombre  infini  et  l'adjonction  de  la  fraction  ne  peut  va- 
lablement âire  regardée  comme  liùlruisanl  le  quotient  infini  ex- 
primé |)ur  les  lî  +  I  termes  entiers,  puisque  le  développement  de 
celle  fraction  dunne  lieu  aussi  à  une  suite  infinie  de  termes  posi- 
tifs, et  quant  à  alléguer  que  le  second  membre  reproduit  par  la 

réduction  la  fraction  algébrique  cela  ne  montrerait  nulle- 

ment qua  le  second  membre  éqaNnit  à  um  qaaAIité  bégftUVe, 
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car  B  mIcMit  totiJotiH  h  proorer  qoeUe  eit  la  ttùenr  vérlfabla 
de  ï~~2»  ™  1"'        point  contesté. 

Nous  avons  donné  encore  d'autres  explications  dans  nos  IM- 
fluions  SDH  lss  QUAnTiiss  NicATiTss,  et  alors  nous  croyons  pouvoir 

dire  que  la  valeur  de  ^-^^  peut  ôtro  regaidéa  cooum  }a&an$ 
lorsque  I'od  fait  a;  >  I, 
Par  conséquent  «  l'on  fait  x»S,  nonsanroiu 

j4:^  =  ^  =  *+2  +  *  +  8  +  ....  àPinfini,  etiesecond 
nraobre  sera  alors  la  valeur  du  premier,  donc  -^  =  00;  mais 

on  a  aussi  =  —  ^>  '''où  —  1  =  =0,  égalité  absurde  quand 
on  suppose  —  1  <  0. 

On  peut  cependiiiit  faire  disparaître  l'absurdifé  apparPnle;  en 
effet,  si  lesquuntités négatives  ont  été  considérées  comme  provenant 
de  ia  soustraction  impossible  ariltimétiquemenl  d'une  quantilé  plus 
grande  sur  une  plus  petite,  elles  n'ont  jamais  été  envisagées 
dans  la  dtvidon  que  par  rapport  à  leur  signe  sans  s'inquiéter  du 
résultat  qui  pourrait  résulter  quant  li  leur  valeur  [n'  101];  or  s'il  est 
permis  (ce  qui  est  douteux]  de  contester  l'exociiluded'unn  formule 
dans  une  hypothèse  particulière,  il  doit  être  aussi  pnrmis,  avec 
plus  de  raison,  de  considérer  une  quantité  par  rapport  aux  diverses 
valeurs  dunt  elle  est  susceptible,  et  le^  raisonnements  qui  neuf 

ont  tml  à  déduira  l'iufloi  da  ^  doub  «uduimt   is  didtùM 

SI  l'algèbre  donnait  des  résultats  dppobés  &  CAS  considérations, 
ce  serait  un  motif  de  les  rejeterj  mais  puisqu'an  conirairé  elle  les 
confirme,  il  nous  est  permis  tbéortquemeat  de  ngarder  le  quotient 
d'une  quantité  positive  pa;  une  négative  comtne  pooTant  ètra 

infini. 

Le  fait  étant  expliqué  pnrropporl  à  la  théorie,  il  ne  pent  en  ré- 
sulter aucun  trouble  dans  le  calcul  ordinaire,  car  rien  n'empCche 
dans  la  pratique  d'exclure  lessèdes  divergentes  comme  impropres 
à  donner  les  solutions  cherchées,  et  pour  la  division  oti  bonlioueM 
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d'eDvisager  les  quotients  iiégatirs  corome  par  Is  passé  ;  autrement, 
lorsqu'il  s'agira  de  diviser  une  quantité  positive  par  une  négative. 


difficulté  et  toute  considération  particulière. 

Scolu.  Cette  msDiëre  d'envisager  la  division  conddt  à  troavar 
des  infinis  de  diverses  grandeuiSi  et  des  tésultats  analogues  sont 
obtenus  quand  on  divise  une  quantité  plus  grande  par  0. 


Ce  qui  noDS  fiùt  vtnr  qu'un  nombre  quiriqne  ïnfinïineDt  grand 
peut  devenir  encore  plus  grand. 

BËFLEUOH  SDR  LA.  BËSOLUXIOK  DES  ËQDATIONS. 

VtS.  Si  pour  les  résultats  que  l'on  se  propose  d'obtenir  géné- 
ralement enalgèbreau  moyen  des  équations,  il  est  suHîsBDt  de  bien 
connaître  les  règles  établies  j  pour  celui  qui  veut  approfondir  cette 
science,  il  lui  faut  non  plus  seulement  des  formules,  mais  la  con- 
naissance intime  des  procédés  pour  y  parvenir,  de  telle  sorte  qu'il 
puisse  fiùsir  les  maSih  qui  ont  dirigé  dans  cette  recherche  amù 
que  la  liaison  qui  existe  entre  les  diverses  iséUiodes, 

En  réfléchissant  sur  le  procédé  à'élimùuUim  par  réduction,  on 
peut  voir  qu'il  se  réduit  à  une  eombinaiton  après  qu'on  a  réduit 
les  équations  à  contenir  au  moins  une  inconnue  mee  vn  mêm» 
coeffident,  ce  qui  conduit  à  une  équation  contenant  une  inconnue 
de  moins. 

Toute  combinaison  d'équations  ne  peut  Mra  ntSe  que  û  elle 
amène  ce  résultat,  maïi  alors  elle  donne  un  moyen  prompt  de  rô- 

Eolulion. 

Celte  méthode  repose  sur  le  prindpe  énoncé  n*  ISS,  ri  il  en 
résulte  i\a'étant  données  pltaieurs  éguattont,  tune  Ailles  petit  être 
remplacée  par  l'équation  rétulUmt  de  faddition  m  de  ta  mtotrac- 
tion  membre  à  membre  de  toutes  les  équations  prapotéet. 

Nous  ne  donnerons  point  la  démonsUation  qui  at  fadle,  noos 
ferons  observer  que  le  résultat  fournit  une  équation  équivalente 
qui  peut  remplacw  l'une  d'elles. 


on  aura  recours 


principe  —  —  qui  fera  éranouirfouts 


Ârinfini, 


fiBApma  nL 


On  fen  attention  :  I*  qoe  si  l'on  a,  je  suppose,  deax  équations, 

féquatioD  résultant  de  leur  combinaison  ue  peut  remplacé'  qu'une 
des  équations  données,  c'est-ù-dire  qu'on  no  peut,  dans  ie  système 
considéré,  la  sobsliluci-  qu'à  une  des  équutions  qui  le  composent; 
3°  que  l'on  peut  (a'  12ti)  préalablement  multiplier  ou  diviser  les 
deux  membres  de  chaque  équation  par  un  mâme  nombre,  et  3°  que 
les  diverses  méthodes  consistent  à  transformer  les  équations  don- 
nées eu  équations  équivalentes  jusqu'à  ce  que  l'on  en  obtienne 
une  da  la  Ecume  « = a  qui  donne  la  valeur  d'une  des  inconnues 
(n*  IM). 

JUnsi  dans  le  problème  IV  (n*  1S6)  on  pouvait  avoir  plus  nte  la 
solution  en  combinant  les  deux  équations  x-f-y=o  et  x~y=6 
paraddtlionou  par  soustraction,  car  on  oblenaitde  suite  ^=a+6 
on  iy  =  a  —  b  selon  le  moyen  employé. 

Soit  encore  cetle  question  :  Une  personne  ayant  des  chevaux 
dans  deux  écuries,  en  fait  passertm  de  la  première  data  lateconde, 
et  alors  il  se  trouve  auiant  de  chevaux  dam  fum  que  dan»  Paalre. 

Si  elle  eût  fait  passer  deux  chevaux  de  h  seconde  dans  ta  pre- 
mière écurie,  cette  dernière  en  aurait  contenu  le  double  de  Paatre. 
On  demande  le  nombre  de  chevaux  de  chaque  écurie?  .  ■ 

Soit  X  le  ntmbre  de  chevaux  de  la  première  écurie, 
y  id.  de  la  deuxième  écurie, 

OnaoraleséqBaUoni       a:  — l=i/  +  l 
et  s  +  2  =  2[y-î). 

Conlnnant  par  soustraction,  on  se  débarrasse  de  «  et  il  vient 

d'ob  3y4— y-— 1=3  ou  ys=8,  etpar«onsâqnait  asslO. 

Auini  PKOBLkiif.  Troueer  trots  nombres  dont  on  eotm&ît  Itt  tomme 
ieaxAdeux. 

Soient  «,  ^  et  s  ces  trois  nombres  et  a,  è  et  e  leur  somme 
denx  &  dem. 

Onaura        x  +  y=a;  x  +  s  =  b  et  y-\-s  =  c. 
En  combinant  ces  équations  par  addition,  il  vient 

a  +  b+e 

3x  +  iy  +  'ii=a  +  b+c,   d'où   x  +  y+i  =  -^-~-, 
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Ce  qui  donne  Ift  nmme  des  inconnues  ; 
90  retranchant  de  cette  équation  chacune  des  équations  données 
par  l'énoncé,  on  obtient  successivement 

des  exemples  font  voir  l'avantage  de  ce  procédé. 

186.  Obseitatioh.  Si  nn  problème  qui,  au  premier  aperçu, 
parait  eilger  plmleora  inconnora,  peut  cependant  (n*  141]  se  ré- 
soudre quelquefois  au  moyen  d'une  seule,  parce  que  le  nomtm 
des  inconnues  ne  dépend  pas  des  questions  particulières  da 
l'éndncé,  mais  de  la  liaison  qui  existe  entre  tes  conditions  du  pro- 
blème, il  fant  toDldlois  recherdier  les  solutions  les  j^us  simples. 
(row-n'273.) 

atisoLonoN  dbs  équations  câiânALBs 
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18T.  Honi  avons  parlé  (n°  143)  d  équation  générale;  pour  Ater 
tonte  incertitude  à  ce  sujrl,  nous  dirons  que  l'on  apuclle  ejua- 
tiotu  générale»  celles  liuns  le^quolli  s  cocflieii'nts  lia  l'inconnue 
ou  des  inconnues  sont  reprt;::eiités  par  des  lettres  ainsi  que  les 
quantités  connues  ;  ce  qui  n'exclut  pas  les  nombres. 

Soit  donc  d'abord  l'équation  ax^b 
qui  peut  représenter  toutes  les  équations  du  premier  degré  à  uns 
inconnue,  et  dans  laquelle  a  et  6  seront  des  entiers,  le  terme  ax 
étant  toujours  positif,  si  l'on  vent;  car,  d'après  ce  qui  a  été  <Ut 
n*  11%,  on  pourra  toujours  faire  disparaître  les  dénominateurs, 
s'il  y  en  a,  et  dans  lo  cas  où  ax  serait  négatif,  il  sudirait  de 
changer  les  slgnns  de  tons  Ir s  termes  ;  il  est  clair  anssi  que  toii/e 
équation  de  l'espèce  t'unii'i/t'm'  iiourt  u  tonjiiurs  ùtre  rumenêe  à  ne 
contenir  que  deux  lerinca  tels  que  ax  et  b,  dans  lesquels  a  re- 
présente la  somme  algébnque  et  entière  des  quantités  monAmes 
ou  polynômes  qui  peuvent  mnltiplier  l'inconnue,  et  la  somjJH 
algébrique  et  entière  de$  quantités  connues. 

a  et  i  peuvent  être  supposées  entre  parentbëses  (n*  16), 

En  Bppliquantles règles  de  la  résolution,  on  tira  de  cette  équation 
b 


tutunu  m.  au 
Os  qiit  fut  «trir  qa'w»  équation  du  prmitr  étgré  w  domuqi^tm 
valew  pour  riKomme,  ou  que  l'équatioB  n'a  qu'une  racine;  la 
nleur  que  fou  IrauTe  pour  l'înconaue^  eLgdDéralBment  les  raleun 
que  l'on  tromre  pour  tue  inconnue  étonl  appelées  fa  ou  tet  raetna 
dt  l'équation. 

En  effel,  dans  ax  =  6  nous  voyons  que  la  quantité  b  est  égale 
au  produit  de  a  multiplié  par  x  ou  que  b  est  le  produit  de 
ces  deux  quantités;  or  connaissant  un  produit  b  et  l'un  des  fac- 
twrs  a,  oa  ditieut  l'autre  eu  divisant  la  produit  par  oe  fwttbur 

connu,  donc  x=-,  et  x  ne  peut  avoir  d'autre  valeur;  car  si 

nous  le  supposons  i'gal  h  toute  autre  quanlilé  queiconqne  ^, 

i!  en  résulterait  cx  =  b,  et  comme  on  a  aussi  01  =  6,  il  fau- 
drait en  conclure  (u-  U6)  que  cx  =  ax,  égalité  qui  eiige  que 
l'on  ait  e=:a;  donc  x  n'a  qu'une  valsur. 

On  doit  observer  toute  fuis  que  lorsque  l'équation  se  réduit  à  0=^0 
(n*  i6i},  on  peut  donner  à  a;  un  nombre  illimité  de  valeurs. 

Une  équation  du  premier  degré  n'a  qu'une  racine,  mais  d'un 
Outre  eilé  ellt  en  a  toujmirs  me, 

Lorsqn^ine  équation  particulière  ne  donne  pas  dé  valeurs  ponr 
l'inGonnue,  c'est  parce  que  celte  équation  n'en  est  pas  une,  elle  ne 
Fest  que  de  nom  et  de  forme,  et  dans  ce  eu  l'inconnue  disparaît 
de  l'équation  {b*  163);  mais  toute  équation,  dans  laquelle  x  peut 

exister,  se  présentant  sous  ta  forme  finale  zex-,  il  est  clair  que 

quels  que  soient  a  et  6  on  trouvera  toujours  pour  x  une  va- 
leur quelconque  qui,  substituée  à  la  plaça  de  cette  incoimue,  véri- 
fiera l'équation.  (Foirn*W3.) 
188.  Passons  aux  formules  générales  pour  deux  équations 

deux  inconnues. 

ax  +  b'j  =  c 
û'x  4"  6'y  =  c". 


Ces  équations  seront 


Pour  éviter  la  confusion  qui  pourrait  résulter  de  l'emploi  d'un 
trop  grand  nombre  de  lettres  différentes  iet  en  Aiême  temps  pom 
se  rappeler  plus  facilement  la  signification  ellapiacedecesMlfCS, 
on  se  sert  de  létlres  pareilles  accentuées  (n*  4) . 

îybfrii  ce  ijui  i  «lé  dit  tl^  lU,  la  ptemiM  d«  cet  équaUoitt 
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peut  représenter  toute  équation  à  deux  ÎDcounueSt  et  el,  b'  et  c' 
étant  deK  quantités  différentes  de  a,  b  et  c,  la  eeconde  équation 
sera  une  antre  équaUon  générale  à  dtux  mêmes  inconnues,  c'est-à- 
dire  que  cesdcux  équations  formeol  un  système  à  deux  inconnues. 

Les  obser^'ations  du  numéro  précédent  sur  les  quantités  con- 
nues s'appliquent  ici,  c'est^-dîre  que  toutes  ces  quantités  sont 
supposées  entières  et  que  d  et  o'  peuvent  être  regûdées  comme 
poGîtîTes. 

Ponr  résoudre  ces  deux  équations,  nous  pouvons  par  exemple, 
en  employant  la  méthode  de  réduction,  multipliw  la  première  par 
ta  seconde  par  h,  puis  soustraire  l'une  de  l'autre,  ce  qui 
donne 

(oft'— W)ic=c6'— fa', 

cff  —  he  „„ , 

doa  — [i"  formule.) 

Parlemémeprocédéonolilicndiait  y,  mais  en  substituant  cette 
valeur  de  x  dans  l'une  des  équations,  il  vient  successivement 


ci'  —  bif  cnb'~~cba'  —  a{cb'~(H^] 

ab'  —  Èa'  ah'  —  60' 

»=:  s  .   1  

cay  — cfa' — fflc6'-)-o6c' 
^(ttf  — 

et  enfin,  par  la  réduction  et  eo  faisant  attention  que  h  est  alors 
focteur  dans  les  deux  termes»  on  itonva 


(2*  fvmelt.) 


Les  valeurs  de  x  et  de  y  que  nous  venons  d'obtenir  sont 
les  formules  générales  au  moyen  desquelles  on  peut,  résoudre  de 
suite,  sans  aucune  des  opérons  cécessitées  par  des  équations 
particulitoes,  un  système  quelconque  de  deux  éqoations  à  deux 
inconnues  du  premia  degré. 

J>/un'e»n  «ÀmviOxim  taat  à  foin;  d'abord  en  employant  d'au- 
tres métiiodes  de  résolution,  on  aurait  pu  obtenir  U  valeur  de 


CHAPITBB  III. 
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telle  que  nous  l'avons  eue  et  celle  de  y  comme  il  suit  : 


Or  qadtes  que  soient  tes  méthodes,  les  résaltats  doivent  «Ire 
les  méoies,  il  faut  donc  que  cette  valeur  de  y  soit  égaie  à  celle 
tioavëe  plus  haut^  et  en  effet  il  suffit  de  changer  les  signes  des  deux 
termes  de  la  fraction  (n*  91). 

Ensuite  on  peut  vériBer  ces  valeurs  de  x  et  de  y  en  tes  substi- 
tuant dans  les  équations,  et  l'on  devra  trouver 


189.  L'emploi  des  Icltris  acccntiici^s  a  fiicililiirohscrvationd'uDe 
loi  d'après  laquelle  on  peut  obtenir  les  formules  précédentes  sans 
■voir  recours  à  l'élimination;  mais,  indépendamment  de  cela,  il 
suffit  de  comparer  les  àeox.  formules  pour  voir  que  Ton  pouvait 
passer  de  l'une  à  l'autre,  en  remplaçant  a  par  b,  d  par  b',  et  ré- 
ciproquement, en  se  rappelant  noire  observation  sur  le  change- 
ment de  »gne  dans  les  deux  termes  de  la  fraclton. 

Arrivons  à  la  règle  que  l'on  peut  déduire  des  deux  fonnules 
pour  trouver  leur  composition;  car  toute  formule  peulCtre  traduite 
en  langage  ordinaire  et  donner  lieu  à  un  principe. 

BfccLB.  Le  dénominateur  étant  le  même  pour  les  deux  foimules, 
on  voit  qu'il  se  compose  des  coefficients  des  inconnues,  multipliés 
ea  CHHXi  mais  ce  n'est  pas  ainsi  qu'on  le  considère,  et  vwd  ce 
que  l'on  ensogne:  avec  les  lettres  a  et  fi,  qui  représentent  ks 
coeffidents  de  z  et  de  y  dans  la  première  équation,  formes  les 
anangement»  ab  et  ba,  interposez  le  signe  —  et  accentuei  la 
dendbr»  lettre  de  chaque  tenue,  voua  aurez  le  dénomhiateur 
ctHnouin. 

Pour  ohlenir  le  numérateur  de  la  valeur  de  chaque  inconnue, 
remplacez  dans  ce  dénominateur  la  lettre  qui  désigne  le  coeni- 
cient  de  cette  inconnue  par  la  lettre  qui  représente  la  quantité 
connue  qui  forme  le  second  membre  de  la  première  équation,  en 
laissant  toutefois  les  accents  à  la  môme  place,  et  alors  ab'—ba'  se 
changera  en  ci' — bd,  qui  sera  le  numérateur  de  la  première 
inconnue  z;  de  même  oi' — ba'  se  changera  en  ad—ed  qui 
sera  le  numérateur  de  y. 


et  e'^c*. 
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190.  n  est  hHIb  de  remarquer  que  l'on  peut  passer  d'uM  fttt- 
mule  à  l'autre  en  comparant,  non  plus  ce:;  formules,  mais  les 
équations  qui  les  ont  données;  cnr  il  existe  entre  elles,  quant  aux 
inconnues,  vne  symétrie  qui  pornipt  de  déduire  la  valeur  de  l'autre 
ioconnue  quand  on  connaît  celle  de  la  première. 

En  effet,  le  système  donné  resterait  le  même  si  Fon mettais  ponr 
te^  A  tsiel  les  quanliiés  y,  b  et  b',  et  réciproquemeat, 

car  il  devient  alors       1  f^'  "j"  "f  ~  ^, 

I  iy+  ax=Q, 

donc  si  l'on  fait  les  mêmes  changements  dans  la  formule  qui  a 
doDué  .1:,  c'est'à-dire  si  l'on  permute  les  lettres  qui  représentent 
les  coeliicients,  puisque  y  a  pris  la  place  de  x,  on  dsvra  avoir  la 
valeur  de  y,  et  en  eSèt>  la  première  formule  (n*  188)  ee  oliaoge 
alors  en 

 en'  —  <i<f  ac'  —  ca'  _ 

'■'  ^  ba—ab'  ~  ab'~ba" 

Les  formules  générales  (n*  188)  peuvent  servir  évidemment  à  ré- 
soudre un  système  d'équalioas  à  deux  inconnues.  [Voiro'  19S.) 

ScouB.  On  voit  aisément,  par  la  manière  dodt  on  cblient  les 
fiormuleS)  que  pour  un  nombre  quelconque  d'équations  renrermant 
pareil  nombre  d'inconnues  s,  y,  s,  etc.,  {Voir  n*  153  an  sujet 
du  nombre  d'inconnues),  il  ne  peut  en  général  exister  qu'ira  tetd 
tytihne  de  valeurs  x.  y,  z,  etc.,  propre  à  vérifier  les  équations. 

Nous  l'avons  Tait  voir  pour  l'éqnalion  à  une  inconnue. 

Prenons  miiintenant  deux  cqu.itions  h  deux  inconnues;  le  ré- 
sultat auquel  on  parvient,  lorsque,  pour  résoudre  ce  eyslènie,  oti 
emploie  une  des  raéiliodes  connues,  Toumit  une  équation  qui  ne 
contient  qu'une  inconnue  et  qui  peut  être  snbstHuie  oonnM 
équivalente  (n>  IBS]  k  l'une  ou  l'autre  des  équations  données;  or 
ce  résultat  ne  contenant  qu'une  inconnue  n'admet  qu'une  seule 
valeur  [n?  187),  qui,  reportée  dans  l'une  des  équations^  ne  don- 
nera qu'une  valeur  pour  l'autre  inconnue. 

11  en  serait  de  même  ponr  na  système  d'équations  à  pins  de 
deux  inconnues. 

191.  Conùdérons  encore  les  trois  équations 


GsufuxE  iu.  au 

SatA.  tfoxtt  eommenoeronB  par  faire  obserrer  qus  l'on  pourrait 

résoudre  ce  système  au  moyen  des  formules  générales  pour  dtux 
éguatioTis  à  deux  incormues,  ce  que  l'un  ne  voit  pas  de  suite.  Pour 
employer  ce  procédé  on  prcndrail  les  deux  premières  équation* 
qui  peuveot  s'écrire  de  la  manière  suivante  : 

■  ox-\-l>y^d  —  cs  et  a'x-^lfy  =  d' — <fz. 

Alors,  en  considérant  z  comme  une  quanlité  connue,  il  suffl- 
raît  pour  avoir  x  et  ^  de  remplacer  dans  les  formules  (n*  188} 
e  et  par  d  —  cz  et  d^—ils,  puis  de  substituer  les  valeun 
obtenues  dans  la  troisième  équation  donnée  b  la  place  de  et 
de  y.  [Voirn-m.) 

Nous  allons  opérer  d'une  autre  in;iE)i:re  comme  précédemment 
et  éliminer  z  en  mullipliimt  la  j)rciLiirrf!  équation  par  la 
seconde  par  c  et  soustrayant  ensuite  la  seconde  de  la  première, 
ce  qui  donne 

[ad  —  ca']x  +  (ic'  —  cl/]ij  =  âc'—cd'  A. 

£□  combinant  de  même  la  Seconde  équation  avec  la  troisième,  on  a 

[dd' — c'a")x  +  [b'c-  —  tfb"]y  =  d'd'  —  c'd"  B. 

HainleDanl,  pour  chasser  g,  nous  mtilli plierons  l'équation  A 
par  bV'-^db"  et  l'équation  B  par  6c' — eb'  (n*  147),  puis  nous 
retnnclierons  l'une  de  l'uulre,  ce  qui  donnera 

[  {ad  -  ca-]  [b-c'  -  db')  -  [a'd-  -  da")  [bd  -  cb')  \x  = 
{dd—cd')  [bV  —  db-]  —  [d'd'  —  dd")  [bd  —  cb'). 

En  efitctuant  les  calculs  indiqués,  réduisant,  divisant  les  deui 
membres  par  </,  et  enSn  divisant  de  nouveau  les  membres  par  le 
coefficient  polynôme  de  x,  il  vient 

_  db'c"  —  ddb"  +  cd'b'  —  bd'd'  +  bc'd"  —  c6'd' 
*  ~  ab'd'  —  ac'è"  +  ca'b-  —  bdif  +  bc'd'  —  cb'a"  ' 
Par  In  subMitutioR  on  des  opérations  analogoea,  on  obUont  y 
et  z,  dont  voici  les  vtdeurs 

_  ad'c-  —  odd"  +  cdd"  —  da'd'  +  dda"  —  cd'a" 
^  ~~  aiid'  —  adb"  +  ca'b"  —  ba'd'  +  bda"  —  cb'a"' 
«6'd' — ajft"  +  ddb" — ba'd"  +  bd'd'  —  db't^' 
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Les  caloub,  pour  arriver  k  ces  Tonnules,  sont  aseet  longs;  mais 
ai  considérant  que  le  système  donné  ne  changerait  pas  si  l'on 
remplaçait  x,  a,  d,  a"  par  les  quanlifés  y,  b,  U,  b",  et  récipro- 
quement; qu'il  en  serait  de  même  si  l'on  rcmplnçait  x,  a,  d,  «" 
par  3,  c,  c*,  c",  et  rdciproqncmcnl  ('],  on  olilirndrail  les  valeurs 
do  y  et  de  s  en  effccluant  ci's  cliangcmcnts  dans  la  formule  qui 
donne  la  valeur  de  x. 

En  faisant  attention  à  ce  que  représentent  les  lettres  dans  les 
équations  et  à  leur  position  dans  les  fbrmnles>  on  peut  en  déduire 
k  règle  suivante  : 

Bio».  Pour  avoir  le  dénominateur  commun,  0  faut  prendre  le 
dénominateur  ab — fia  des  formules  pour  deux  inconnues,  en  fai- 
sant al)stTacUon  des  accents,  et  introduire  k  lettre  c  dans  chacun 
des  termes  ab  et  ba  h  toutes  les  places,  savoir  â  droite,  au  mi- 
lieu et  à  gauche,  en  eifectuant  cette  triple  introduction  d'abord 
dans  le  premier  terme  ab\  puis,  sans  s'inquiéter  du  signe  — 
qui  sépare  ab  de  ba,  on  regardera  le  premier  résultat  abe 
comme  positif,  et  ensuite  on  séparera  tous  les  termes  de  telle 
sorte  qu'ils  soient  slteroativement  positifs  ou  négatifs;  quant  àl'ac- 
oentuBtion,  on  mettra  l'accent  '  sur  !a  seconde  lettre  et  les  accents* 
snr  la  troiuëme. 

Pour  avoir  le  numérateur  de  chaque  inconnue,  on  remplacera 
dans  le  dénominateur  la  lettre  qui  designs  le  coc^icient  de  celte 
inconnoe,  pir  la  lettre  qui  désigne  la  quantité  connue  dana  le  BSr 
cond  membre,  en  laissant  les  accents  à  la  même  place. 

Cette  règle,  légèremmt  modifiée,  peut  s'appliquer  à  un  Di»iibre 
quelconque  d'équations  etd'après  laconrid^àtioas^a  des  éqoa* 
tiens  données,  sans  avoir  besoin  dii  dénominateur  des  fbmiulea 
pour  deux  inconnues;  elle  s'appuie  sur  la  théorie  des  permutations 
et  la  ilémonstralioD  qui  est  nécessaire  pour  pouvoir  rap(dîqner  à 
un  système  plus  considérable,  sans  en  tirer  préalablement  les  for- 
mules de  la  valeur  des  ipconnues,  a  été  donnée  larLArLics;  on  la 
trouve  dans  les  Leçons  d'algèbre  de  M.  Lefébubk  et  ailleurs. 

Nous  ferons  seulument  remarquer  que  le  nombre  diis  termes  dU 
numérateur  et  du  dénominateur  est  déterminé  par  la  formule  des 
permutations  du  nombre  d'inconnues  qui  entrent  tlana  le  syst&me 
donné. 
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Cette  formule  donne  1  pour  une  inconnue 

  ix3  ponrdeia  

  4X2X3  ponrttols   

Par  conséquent,  deuï  équations  à  deux  inconnues  exigent 
deux  termes  au  Duniérateur  et  au  dénominateur  ;  pour  trois  incon- 
nues, le  dénominateur  et  le  numérateur  contiennent  six  termes 
chacun;  pour  nn  sjstème  de  quatre  équations  à  quatre  inconnues, 
la  Talenr  de  diaqne  inconnue  aurait  1x2X3x4  on  24 
tenues  au  numérateur  et  au  dénominateur. 

192.  Dans  les  appIicaUons  de  ces  formules  à  des  cas  particu- 
liers, Il  peut  arriver  que  les  équations  ne  se  présentent  pas  avec 
tous  leurs  termes  positifs  comme  celles  considérées;  cela  n'offre 
pas  de  difficulté,  puisque  dans  cea  cas-là  on  peut  supposer  des  va- 
leurs négatives  aux  lettres.  Nos  formules  ayant  une  fbrme  posi- 
tive, nous  compléterons  ce  que  noos  avons  vu  dans  le  n>  173 
en  disant  que 

Généralement,  pour  passer  d'un  s}/ttème  d'éqti^wiupoiitivei  â 
tm  système  négatif  ou  à  un  système  pOlitif  «f  négatif,  it  mgtl  de 

changer  les  signes  des  coefficients  des  n 


f  ax-\-by=c 
[  €lx-irl/y  =  c' 


Ainsi,  ayant  les  équat 

Pour  passer  des  formules  que  donne  ce  sjFstÔme  à  celles  qni 

conviendraient  aux  équations    |  ^-j-i^=*c' 

il  &*y  aurait  qa'à  changer  b  en  — b  dans  les  formules  du 
nM88. 

Maïs  cette  modification  peut  être  évitée  dans  les  applications, 
car  si,  par  exemple,  on  avait  le  systÈme 

5^:  — 8;/  =  5i    et    3j;— rij/  =  30, 
oD  obtiendrait  la  solution  en  faisant  dans  les  formules  du  n°  18S 
a==B,   *=— 8,  c=61 

d'oi,        »X-8-(-8x30)  ^  -2Stt+M0  ^  ri»  ^  ,g 
5X-S— (— 8X3)         —8B+24  —1 
I  17 


25S  tLËMK.vrs  u'auiëbbë. 

_  ?>X3Q— 5iX3  _  150  — 153  _— 3_ 
^~  5X-5— (— 8X3)  ~*  — 23+2t  ~  —1  ~ 

ffi  l'on  avait  un  système  tel  que 

3x  — 7y  =  71   et  2ii;-)-5y=— 1, 
il  est  clair  que,  dans  les  équations  générales,  pour  en  déduire 
les  formules  pour  ce  cas  parUculier,  il  fsudr^t  Rùre  (=—6  et 

c'=— e'. 

Mais  en  opérant  comme  ci-dessus,  il  suffirait  de  remplacer  cUni 
lesTormulcs  du  n*  188  ipar3,  £  par — 7,  cparTl,  puis  eC 
par  2,  ^  par  5  et    par  —  1,  ce  qui  donnerait 

7iXB-(-TX-4)  _.+3W_ 
3X8  — (—ÏX«)    ~  +Ï9  — 
-1— 7<? 
Ifi  +  M 


BUcnasKH*  im  forhclbs  dohnébs  pu  lbs  tiQQànoKs 

etoÉRALES  DD  PBKHIER  OBCRË. 

193.  Cette  discussioQ  a  pour  but  d'examiner  les  différents  cas 
qui  peuvent  se  présenter  pour  diverses  hypothèses. 

Quand  on  a  opéré  sur  dps  équations  numériques,  on  a  vu  que 
fan  était  conduit  k  trouver  poiu'  l'incormue  ou  tes  inconnues  des 
valeurs,  8oit  positives,  soit  négatives,  nullf^s,  inGnics  ou  indéter- 
minées, ou  bien  que  l'on  trouvait  uu  résultat  absurde,  et  lorsque 
nous  avons  considéré  plus  d'une  équation,  nous  avons  rencontré 
des  valeurs  qui  étaient  contradictoires. 

Ce  que  nous  allons  considérer  spécialement,  ce  sont  les  hypo- 
thèses qui  peuvent  faire  apparaître  les  symboles  ^  et  ^. 

Si  des  suppoiiUoiu  que  l'on  introduirait  dans  les  formules  gé- 
nérales, et  qui  amèneraient  ces  signes  d'impossibilité  et  d'indéter- 
mination,  on  pouvait  toujours  tlri^r  les  mêmes  conclusions  que 
dans  le  cas  des  équations  numériques,  cette  discussion  ne  serait 
ni  difficile  ni  bien  utile;  mais  comme  l'impossibilité  et  l'indéter- 
mination ne  se  nuaîiestenl  et  ne  peuvent  se  manifester  de  la  même 
manière  dans  leséquations  générales,  û  l'on  réfléchit  que  dans  les 
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équalioiis  numériques  cette  circonstiince  s'annonçait  par  Téva- 
nouissemeot  de  l'inconnue  x  dans,  l'équation  finale  remplacée 
par  0=m  ou  0—0,  selon  que  x  était  indéterminée  ou 
qu'aucune  valeur  ne  lui  convenait,  tandis  que  dans  les  équations 
gjuÉraieg  x  ne  s'évanouit  paSi  cette  circonstance  n'ayant  lieu 
dans  les  équaUons  particulières  que  par  la  rédticliaa  effectuée  sur 
les  coefficients  numériques  de  x,  il  faut  alors  chercher  la  vraie 
signiHcatios  des  formules  dans  les  hypothèses  qui  amènent  l'im- 
possibilité ou  l'indétermination;  et  lorsque  l'on  cousidèie  un  sys- 
tème d'équations,  on  doit  examiner  aussi  s'il  est  indifférentdc  faire 
des  suppositions  dans  les  formules  ou  dans  les  équations  qui  les 
ont  données,  puis  de  les  résoudre  directement. 

Nous  allons  éclaircir  tout  cela. 

Soit  d'abord  l'équation  du  premier  degré 
as=s  b,       composée  comme  cela  a  été  dit  n*  187. 

On  en  tire  x  =~.  [Formate.) 

Tant  que  la  quantité  a  n'est  pas  nulle,  la  valeur  de  x  est 
déterminée  et  convient  toujours  à  l'équation  dont  elle  a  été  tirée, 
qui  n'admet  pas  d'autre  valeur  (n°  187). 

Si  Ton  suppose  a  nul,  b  étant  différent  de  zéroj  la  fonnule 

donne  x=:g=oo,  et  dans  ce  cas  l'équation  devient  Oxx=i, 

ce  qui  indique  une  impossibilité,  c'est-à-dire  que  l'on  ne  peut 
doimer  à  X  aucons  nombres  &us  qui  piùssent  vérifier  l'équa- 
Uon  (n°  162). 

Maie  quand  on  se  reporte  h  l'origine  de  l'infini,  on  voit  que  l'al- 
gèbre donne  une  réponse  exacle  aussi;  car  elle  nous  dit  que 
réquation  sera  vériGée,  si  l'on  attribue  à  x  une  valeur  inlinie. 

Lorsque  l'on  suppose  on  mCmo  temps    n  —  O  et  fi  =  0,  la 

formule  donne  c'cst-à-dirr;  une  v^iluiir  indéterminée 

poni'  X,  et  en  eft'ot,  si  Ton  fait  la  même  hypothèse  dans  l'équa- 
tion, on  trouve  OXx  =0,  ce  qui  indique  bieo  qu'elle  est  indé- 
terminée, poisqoe  tout  nombre  mis  pour  x  la  vériliera. 

D'oïl  il  résolle  que  les  hypothèses  faites  sur  la  formule  ou  dans 
l'équation  conduisent  aux  mêmes  conclusions. 

194.  Avant  de  passer  à  d'antres  cas>  rappelons-nous  que  nous 
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avons  dit  (n' 180]  que  l'expression  ~  n'indiquait  pas  toujours 

l'indétermination  ;  à  cet  effet,  conudérons  quelqnes  applicatioiis. 

1°  Soit      X  =   ^,     qui  se  réduit  k  quand 

on  Ibit  y  =  1  ;  cependant  sa  vraie  valeur  n'est  pas  l'indétermina- 
tion, car  si  l'on  fait  attentlnn  que  le  numérateur  équivaut  à 
2[y  +  *)(y  —  *)  en  se  basant  sur  ce  que  y' — i  =  (.'/-fl)(y — 
le  dénominateur  pouvant  aussi  être  remplacé  par  5(!/—  i),  on 

aura  1  expression  x=-^~^ — — -  qui,  après  la  suppres- 
sion du  facteur  commun  y — 1,  se  réduit  il  x  =  ^  ^  ^\  et 
pour  l'hypothèse  .'/=!,  on  a  ^=*. 

î»  Soil  y=~ — J^.    Cette  égalité  prend  la  forme  y=s 
4(œ  —  1)  U 

quand  on  fait  x  =  i;   mais  le  dénominateur  étant  égal  à 

{x—i){x~—i),  si  l'on  supimme  alors  le  fiicteur  commun  x—i 

dans  les  deux  termes  de  la  fracUon,  ïl  reste 

qui,  pour   x  =  i,    donne  1/;=.^^^ 

3'  Soit  x  =  ''  ^rjl"^^-  Si  l'on  fait  y  =  l,  on  a 
x=-;  mais,  si  avant  cette  hypothèse  on  supprime  le  facteur 
commun  y  —  1  que  l'on  aperçoit  en  mettant  le  second  membre 

«"""»'™  3(y+^|y'-.)'  """^  m^r 

ponr  !f=i,   seréduità  ^  =  0,  d'où  x^O. 

^  Suit   ilvient  qnandonfait  m=at 

a* — m*  0  ' 

toutefc^,  comme  il  y  a  un  facteur  commun  m  4-  o  qui  se  voit 
quand  OD  remplace  (n*  BS)  le  numérateur  par  {m+a)(m — a)  et 
ledénonûnateorpar  (a-^iR)[a — m),  nous  supprimerons  ce  fac- 
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facleur  commun  et  qui  se  réduit  encore  à  x  =~  pour  l'hypo- 
thèse m  =  a,  d'où  l'on  conclut  que  la  valeur  de  l'équation  est 
véritablement  indéterminée  pour  celte  hypothèse. 

Et  en  résumé,  nous  dirons  que  le  symit^e'^  eit  quelquefois  le 

.'igné  de  l'existence  d'un  facteur  commun  entre  les  deux  ferme)  de 
la  fraclion  qui  jirvnd  cette  forme  et  par  la  suppression  duquel  on 
s'assiiri^  de  Ut  vraie,  viileiir  de  la  fraclion  qui  peut  se  présenter  en- 

.      r  A  A  0    ,  0  .  .  _,. 

suite  sous  lune  des  formes  yi^i^  ^' ce  qui  mdiquc 

qui!  la  fraction  a  une  valeur  déterminée,  infinie,  nulle  ou  indéter- 
niinéc,  e(  par  conséquent  l'équation  à  une  inconnue  considérée 
peul  élrc  déterminée,  impossible  en  nombre  Tini,  satisfaite 
par  X  =  0    ou  être  indéterminée. 

Lors  donc  que  celte  dernière  solution  se  présente,  il  faut  voir  si 
elle  n'est  pas  produite  par  la  présence  d'un  facteur  commun  que 
l'on  doit  supprimer  pour  apprécier  la  valeur  trouvée.  Cette  ta- 
dierche  est  quelquefiûs  assez  compliquée;  nous  en  verrons  des 
exemples  lors  de  la  discussion  des  équations  du  second  degré.  En 
tout  cas,  ce  que  l'on  a  de  mieux  à  faire,  c'est  de  rechercher  directe- 
ment les  valeitTs  des  inconnues  au  moyen  des  équations  sans  avoir  re- 
cijurs  aux  formules. 

19S,  Revenons  à  notre  discussion  et  considérons  maintenant 


Nous  avons  à  examiner  si  les  suppositiuiis  quu  nous  pouvons 
faire  sur  les  quantités  connues  dans  les  formules,  seront  telles  que 
si  l'on  attribudt  les  mêmes  valeurs  aux  quantités  connues  dans  les 
équations,  on  pourrait  ensuite  exécuter  dans  ces  équations  les 
calculs  néceuairas  pour  parvenir  aux  formules  quand  on  considère 
des  équations  générales. 

Or,  les  opérations  exécutées  alors  pour  obtenir  ces  formules 


les  deux  équations 


'^ax  -\-by  =  c 
\a-x+b'y=c^ 


A 
B 


on  en  déduit  (s*  188)  les  formules 
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nous  font  voir  qae,  pour  toute  supposiKon  fiJte  sur  les  quantités 
qui  ne  réduira  pas  le  dénominateur  06' — ôa*  à  zéro,  il  sera  tou- 
joun  posBible  d'eSeotuer  les  mâmes  oalouls  dans  les  équations  où 
ces  hypothèses  auront  été  introduites  ;  d'où  il  résulte  que  les  for- 
mules donnent  alors  les  mêmes  voleurs  que  celles  que  l'on  tirerait 
des  équations  elles-mêmes  sans  avoir  recoure  aux  formules. 

2*  BnppoEoàs  que  le  dénominateur  commun  ab'  —  bd  soit 
nul  sans  que  les  numérateurs  le  soient  ;  les  formules  prendront 

évidemment  la  forme  x—  ^    1^1    ,'/  — 

Ce  qui  indique  l'impossibilité  ou  du  moins  T incompatibilité  du 
système,  et  en  ^et,  puisque  l'on  a  aH —bd  =  0,    U  en  résolte 

=-g-;    et  si  l'on  EUbsdtue  cette  valeur  de  a'   dans  l'équa- 
tîon       OQ  a    —x  +  b'3=if;    puis  mettant  le  &cteur  en 
évidenm  et  mnltipliant  toute  Téquation  par  b,  il  vient 
i/[ax  +  by)  =  bif. 

^  voit  alors  que  le  premier  membre  est  le  même  que  celui  de 
l'équation  A  multiplié  par  fi',  et  il  faudrait  que  les  seconds 
membres  indiquassent  lu  milmc  rf  lation  pour  que  les  valeurs  de  x 
et  de  y  pussent  vcrificr  à  la  fois  les  équations  données  A 

on  devrait  donc  avoir  lie' =  lie  évidemment;  mais  si  cela 
avait  lieu  le  nnnu^raluur  dt;  la  valeur  do  x  serait  zéro,  co  qui 
est  contre  l'hypotliijse.  Donc  il  est  impossible,  comme  le  disBii:iit 
les  formules,  "de  trouver  une  valeur  de  x  ou  de  y  qui  satis- 
fasse à  la  fois  aux  <lcii\  équations,  car  on  le  ferait  vwr  égalranent 
pour  y;  ainsi  l'on  ne  pc\it  point snpposWjflftOs les fbnnulBS,i< 
dénominateur  égal  à  zéro  lorsqu'un  des  nnioéraleura  est  différent 

■le  zéro.  Le  symbole  ^  inffiquait  bien  cette  impMsibilité,  qni 

pourrait  d'ailleurs  être  envisagée  oemme  monttsnt  que  les  valeuH 
des  inconnues  sont  Xtof  gieodes  pour  être  assignées  en  nombres 
finis. 

3*  Supposons  qne  le  dénominateur  commun  soit  uni  tànA 
le  numérateur  d'upe  des  inconnues,  soit  alors  ««s* 
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valeur  provient  de  l'hjpothÉse   cb' — èc'=0  et  aV — 6a'=0; 
de  celle  dernière  égaillé  on  lire    a'  =  ~. 
On  peut  mettre  les  deux  équations  A  et  B  sous  la  forme 

y 

Car  la  seconde  équation  B  devient  ^x-\-i)i=é,  puU 

iii{j:-]-bb'y=.bc',   et  finalement  en  dïviïBat  par  b'  on  a  Is  se- 
conde équation  considérée. 
Or,  ces  deux  équations  rratrent  l'une  dans  l'autre  on  sont  les 
hé 

mêmes,  car  c=y  s'nn  lue  cela  résulte  de  cV —  hé=:0, 

A  ainsi  n^ayant  en  réalité  qu'une  senle  équation  entre  deux  in- 
coimnes,  le  problème  est  indâtcrminé,  on  peut  donner  à  x  toutes 
les  valeurs  possibles,  et  il  est  permis  de  faire  les  hypothèses 
qoe  nous  avons  faites  dans  la  formule,  en  observant  q^il  faut 
alors  nécessairemenl  que  le  uuméraleur  de  la  seconde  formule  soit 
nul  aussi. 

En  effet,  de  ab'—ba'  =  0  et  do  ci'— ic'  =  0,  on  déduit 
ali  =  ba',    cb'  =  bc,    d'où   ^  =  ^ 

Donc  ^  =  p  (''°  t46],  et  par  conséquent  ac'  =  cn',  puis 
aif—  ca'  =  0,    el  il  est  clair  alors  que  l'on  a   y  =  ^■ 

NoïA.  Les  formules  donnent  avec  raison  des  valeurs  indétermi- 
nées, mail  1/  faut  faire  attention  que  si  l'on  peut  prendre  pour  x 
ou  y  lelle  valeur  que  l'un  voudra,  ou  ne  peut  les  prendre  à  la 
fût!,  c'eSt-K-dire  que  la  valeur  arbitraire  de  x  déterminera  dans 
l'équation  la  valeur  correspondante  de  y  et  réciproquement. 

De  ce  qui  précède  on  peut  conclure  que  si  x  se  présente  sous 

la  forme     =  ^,   il  en  sera  de  même  généralement  pour  la  va- 

leurde  y  etréaproquemeot;  cependant  11  pourrait  y  avar  excep- 
tion, car  si  l'on  avut  elt  m&ne  temps  b  =  0  et  b'=Of  il  en 

raterait  pour  x  nne  valeor  ^  sans  que  l'on  pitt  en  con- 
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dure,™  a.'-»'  «' '  ■^'''ZZ'ZZ'^'^ 

so»  1.  tonn.       «  »  "  M™  »'«™'  """^ 
,  ,  =  2,  4=0,  et  y=0,  te»Je«ii«  »  «ep'totesous 

«— 0  et  rf=0,  Uva- 
rédproqoemeiitUirEqiiel'oD'  !l  =  5.  «— "  " 

leor  d.  .  «  prévint,  so».  1.  forme  2,  ain»  l'M.  fe»  rtlenU«. 

que  fmco,„p.libiUté  »«  »diq*  ^ '''"^f/^^ 
2aidl>  que  rtodél«»iMtio»       f  peu  prè.  cerf.»  que  l»»q«e 


S*  Quand  on  suppose  b=  . ^ 


inconnues  ont  pool  valeur  1=^  et  y  g. 
résultat  trè».iuale  quant  i  s,  car  celle  inconnue 
S  danVSIïlS,  mai.  «  '  ,T       lè°lS  "r 

^iné;  .„  eiIel,loit  que  fou  supprime  dans  1. ^ 
commun  ^,  Luquefon  remonl.  anxéquationa,  on  trouvaégsla- 

^eut  une  vrfeur  déterminée  «=°^  *^ 
é<I»al»n.  k  une  inoommo  qna  Von  a,  car  la  «condo  éqasftM  est 

«ne  conséquence  delà  première i  iai»  ce  eu.  fc  «y-aiol»  5  «»■ 

0 

ifUluiuit  m  crc«r  quoique  la  seconde  formule  donoU  aussi  5. 
6-  On  ani.li  encore  1  =  5  et  v  =  5  dans  l'hjpoUiise 
o»_W  =  0,     c=0    et  c'=0, 
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et  il  y  aunït  Téritablemeat  indétermination,  car  si  l'on  fut  W 
mbne  suppœitioiiB  dans  les  équations,  on  trouve 

-{-  by  =  0     et  a'x-\-b'i/=0, 
la  première  donne  y  =  —        et  la  seconde     =  — ^,  a;;  or 

de  ai' —  do' =  0  il  vient  |  =  ^t  donc  les  deux  valeurs  de  y 

(ont  éfflea  pour  n'importe  quelle  valeur  de  et  alors  il  y  a 
indétennination,  ce  qui  est  viûble  puisque  les  deux  équatioDS 

n'en  font  règlement  qu'une  &  cause  de  |=^> 

//  fmtl  oèierver  que  d  l'on  prend  le  rapport  de  y  à  x  il  est 

déterminé,  car  on  a  d'une  part  ^=  —  ^  etrieTautre  ^= — g 

qui  revient  à  la  première  égalité  à  cause  de  ^  =  ^  ^  ^O'B  ^ 
rapport  est  égal  à  une  quantité  coiut(aiie  et  déterminée  —  g, 

186.  Il  nous  resterait  à  établir  une  discussion  analogue  pour 
les  formules  des  équations  à  plus  de  deux  inconnues,  atàa  cela 
n'étant  point  indispensnble  pour  le  but  que  nous  nous  sommes 
proposé,  nous  Terons  seulement  quelques  observations. 

D'abord,  quand  il  s'agit  de  plus  de  deux  équations,  tant  qne  le 
dénominateur  Commun  n'est  pas  nul  par  les  suppositions  que  l'on 

fait,  les  formules  donnent  un  résultat  de  la  forme  g  indiquant 

que  les  équations  seront  satisfaites  par  des  valeurs  finies  et  déter- 
minées. 

Mais  si  les  hypothèses  font  apparaître  toutes  ou  plusieurs  seule- 
ment des  formules  sous  la  forme  ^,  on  ne  peut  en  conclure 
l'indétermination  du  système,  car  si  l'une  des  inconnues  se  pré- 
sente sous  ia  forme  il  y  a  assurément  incompatibilité  dans 
le  système,  et  lors  même  qu'elles  sont  toutes  de  ta  forme  ^, 
cette  inoonqiatiUUté  peut  exister.  Pour  sav<HT  h  qw»  s'en  tenir,  il 


ausjslèma  ,^,j+6«  =  16 

Îi  +  3J  +  Î!=  7 

on  Irouvo  —  ô  " 

tommée,,  car  en  ré.oW.nt  J«« """L ^.rimt  en- 
en  mulUplianl  1.  troisième  équallOO  p»  3  el  en 
■uite  U  première  de  ce  produit, 

e.  en  .ub.,i.„.n.  oe>U  vleur  ^  '^'■^  " 

•pria  linipMatioii         3j^.4,  =  8 

3l(+«"  =  ' 

3l)  +  aî  =  S- 

,   j„  ,  est  déterminée  et  égale  ii  1, 

Ce  iini  fait  voh  qi»  1»  «d»»'»''  •  ™  " 
etqu.  s  et  .  "«i-"»"?;  ™e  te  éqnalioM  donnée,  «ont  les 
On  pent  .'.»»rer  m        r"£2es,  or  lenrs  coefficients 

„êm.»p»™pportk  "'^=2j;r^».'e»p»*ri^ 

sont,  dans  la  première  el  U  ««"TJ^  dans  U  teoi- 

triple  el  le  donHo  de  ceux  de"  . 

«  M  /aeiie  i'oSttmV  »«  P»""  de  trois  équations 

On  pose  arbitrairementle.  P'T»!'"  "Ï^TjeoSeienU  de  y 
aoloBues i. celles ei-dessus,  en obœrvanl ^"'"iSérées denx 

»  <l»ni,p«i«»»l  former  des  prodmls  ee.»  • 'f»  f  ^  ^  ^ 
5a  denx  d.  ce,  équation»  7' ta  n  S™^"^ 

sont  «pie  ce  soient  ceux  des  deux  P"»''"''"'"  de 
e*™d  nanlOT  d.  la  tK>i«toe  par  »  eonsdtouone  (W^ 

r«™en  du  ajstlime  et  qne  niM.  ailoM  eipliq»«-  . 
na-'^tnu.at.UMm'r^  .Xl=axe.  «xe-ex., 
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PreDODB  le  système  donné  ;  d'après  co  que  nous  Avons  dit,  les 
Irais  équations  sont  des  conséqueoofli  les  ntiBB  dei  sntna  pw 
rapport  aux  deux  inconnueE  y  et      c'flSt<4-din  qb'on  peut  les 
□leUre  sous  la  forme  suîvBDta 

,     ï«+3j  +  S«=  7. 
Or  ce  sjslime  ne  peut  exister  si  f  on  n*!  pas 

iO     4       J3     a       .   16     1       _  ■  . 

T-5'=s— 5'  «  y-â'"'-"' 

œ  qui  nous  fait  vmr  qu'il  y  b  une  relation  entre  les  seconds 
membres;  maÎB,  pour  plus  d'exactitude,  r^résentons  les  éqna- 
tknii  donndei  sons  U  fbrme  géDéial* 

a"*  4- *y +«='*'■ 

Ce  système  pour  exister  doit  donner,  comme  nous  l'sTons  vu 
tout  à  l'heure,  d  —  ax  =  d' — a'x  et  d  —  ax  =  d'-—i^ic 
j.  ■  -.  à'~d     .  d"— d 

Q  ou  i  on  déduit    ^  — ^; — -   et   x  =  —i; — ~, 

Mais  X  ayaut  une  même  valeur,  il  en  résulte  que  l'on  a  l'é- 
galité égalité  qui  exprime  les  relations  entre 

las  quantités  oounnes}  psr  eonsâqaeoti  il  but  que  le  Hcosd  mem- 
bre ou  7  puisse  satisfidra  à  wtte  âgalUé;  «e  seoond  manlwe 
i'  qui  n'a  pas  été  pris  arbilnjrement  est  alcm  regardâ  comme 
une  inconnue  que  l'on  ilétannide  au  moyen  des  autres  qnintilés 

„    (i"if— fl*d— «f4-(^d 
connues,  ce  qui  donne  cr=  -,  ~  ,  et  c'est  amsi 

que  \'aa  a  déteatttné  le  second  membre  7  de  la  troisième  équa- 

fon,  car  on  andt    0=1;    o'  =  |;    a"sa3;  ^ 
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Puis  on  a  donné  une  forme  entière  aux  deux  premières  équa- 
tions en  mulUpliant  la  premië»  par  3  et  la  seconde  par  2. 

Quand  on  considère  un  anlie  système  de  tn^  équations  et  que 
l'on  veut  le  résoudre  aa  moyen  des  formules,  on  peut  encore 

trouver  des  valeurs  telles  que   ^  =  ^>  ^' 

Pour  snvoif  à  quoi  s'en  tenir  du  sujet  de  x,  on  résont  alors  le 
système  pur  une  des  oiélbodes  connues  et  l'on  peut  trouver  une 
valeur  déterminée  pour  x;  les  valeuK  des  deux  autres  incon- 
nues restant  toujours  infinies.  Dans  celta  «drconstance  la  relation 

d'-d     d"-d     ,  ,  ,. 
exigée  par  — — ~^~'p'' — ~    n»Mt  pas  remplie. 

Nous  rap|)clltrons  que  dans  les  équations  particulières,  Itt  vé- 
ritables siijnes  d'indétermination  et  d'impossibilité  sont 
0^0    et    0  =  m. 

197.  Il  est  avantageux  d'avoir  un  résumé  des  principes,  et  l'on 
pourra  alors  faire  une  récapitulalion  de  tout  ce  que  nous  avons  dit 
dans  le  cours  de  ce  chapitre  sur  les  diverses  solutions  que  l'on 
peut  Irouver  dans  la  résolution  des  équations.  On  notera  cepen- 
dant que  toute  valeur  posiii\e  d'une  inconnue  est  une  i-éponse  di- 
recte à  l'équation  et  aussi  à  l'énoncé  du  problËme,  pourvu  toute- 
fois, dans  ce  dernier  cas,  que  cet  énoncé  ne  renferme  point  nne 
condition  qui  n'aurait  pu  Être  exprimée  algébriquement,  telle,  par 
exemple,  que  l'inconnue  fi^t  un  enUer. 

On  doit  aussi  s'accoutumer  à  obtenir  les  résultats  cherchés  par 
d'autres  moyens  que  ceux  qui  sont  indiqués,  afin  de  ne  pas  s'en 
tenir  au  mécanisme  du  calcul. 

Les  diverses  transformationsque  l'on  peut  fidresoblr  aux  quan- 
tités, l'examen  des  procédés  employés,  etc.,  sont  des  moyens  d'sN 
river  au  but  proposé. 

19S,  Lonp^une  iquatiim  at  ramenée  à  ne  confemV  çtu  xéro 
dam  le  tecond  membre,  la  moltiplioatîon  oa  division  qu'il  est  per- 
mis d'effectuer  sur  les  deux  membres  se  réduit  à  faire  l'opération 
sur  le  premier  membre  [n'  lS2j;  car  zéro  multiplié  ou  divisé  pur 
une  quantité  quelconque  ne  donne  que  ^éi  o;  m  outre  on  peut 
considérer  qu'en  opérant  seulement  sur  le  premier  membre,  on  ne 
peut  troubler  l'égalité,  puisque  ce  premier  membre  ne  vaut  lui 
m&ne  que  zéro. 
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Proposons-Dous  alors  de  résoudre  le  système  de  deux  équa- 
tions à  trois  inconnues 

o«  +  6y  +  ci=0 
o'a:-}-&'S-i-c'«=0 

est  alors  indéterminé,  et  dans  lequel  on  peut  supposer  les 
quantités  connues  porithres  ou  négatives. 

On  pourrait  obtenir  les  Talaura  de  deux  inconnues  en  fonction 
de  le  troisième  aa  moyen  des  procédés  ordinaires,  mais  on  peut 
7  arriver  aussi  en  divisant  les  deux  équations  par  l'une  des  incon- 
Does.  Soit  s  ce  diviseur,  on  aura 

.î  +  sf  +  c=o, . 

Par  ce  moyen,  qui  a  du  rapport  avec  ce  que  nous  avons  noté 
n'  191,  m  consirférani  —  et  ;  comme  une  seule  inconnue  cha- 
cune, on  peut  dire  que  l'on  a  deux  équations  a  deux  inconnues 
dont  il  est  possible  d'avoir  la  solution,  soit  directement,  soil  par 
les  formules  générales,  en  faisant  alors  attention  que  Uè  quantitét 
ceti/  doiMttt  passer  dans  le  second  membre  et  changer  de  tigne avmt 
l'application  de  ces  formules.  On  obtient  donc 

X  —  cè*       y  e</ -—ae'  ^ 

s'~ay~ba'       3     aV  —  ba' 

Les  quantités  connus  a,tf,b,!/,e  et  if  étant  constantes, 
pour  avoir  les  valeurs  des  ioconnues  qui  vérifieront  les  deux 
équations  données,  nous  supposerons  une  valeur  quelconque  à  i, 
ce  qui  déterminera  les  valeurs  de  x  et  de  ^  qui  devront  être 
associées  ii  z. 

Il  est  entendu  d'ailleurs  que  les  quantités  connues  ont  des  va- 
leurs numériques  propres  à  satisfaire  une  hypothèse  particuUère 
pour  des  valeurs  de  x,  y  et  x. 

On  remarquera  que  les  valeurs  de  -  et  de  ^  trouvées  ci- 
dessus  nous  donnent  les  rapports  des  deux  inconnues  x  ei  y 
avec  la  troisième,  et  que  ces  rapports  étant  constants,  ne  peuvent 
changer  pour  nimporle  quelles  valeurs  de  ces  încinmnes. 
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ei  dons  oa  d(»M  une  v^ur  k  s,  il  en  rénlten  une  nlenr 

Gonespondanle  pour  x  et  y,  mais  ces  valeurs  leront  telles  que 
l'on  aura  toujours  le  mâme  rapport. 

Au  moyen  de  cette  observation,  nous  remarquerons  que  si  ttoat 
conTtaiisioTts  le  rapport  de  \  à  y,  nota  aurions  un  autre  moyen  de 
résoudre  tes  équations  données;  car  il  suffirsît  de  donner  nno  valeur 
quelconque  à  une  des  inconnues  et  de  déterminer  les  deux  autres 
au  moyen  des  rapports  inconnus. 

Cbercbons  donc  le  rapport  de  z  à  y  au  moyen  des  fln- 

mules  A.  On  en  tire  facilement  3r=-r, — n"  e(  — rs*' 

or  deux  qnantitda  sont  entre  elles  comme  leurs  valeurs  évidem- 
ment, et  l'on  a  la  proportion 

.etf— ce' 

On  pent  rimpUBer  le  second  npport  en  divisant  par  i  et  en  le 
moU^iantpar  oC— fia*;  ilnstealna 

.  ,     „    ,      ,        X  h€—df' 
iciy ;:«— c*;ca— aC  on  -'^jyzTS?' 

Ainsi,  quand  on  connaît  les  rapports  de  deux  inconnues  avec  U 
troltiënte,  on  connaît  réellement  celui  des  deux  premières,  puis- 
que suffit  pour  cela  de  diviser  Tus  par  l'autre  les  numérateurs  des 
premiers  rapports. 

SidoMona  et  ilenrésoUe  ^  = 

Ubulftire  ^tentioa  que  les  formules  ont  le  mfime  dénominateur; 

par  conséquent  ^  peut  filre  remplacé  par  -,   et  Pon  en  condnt 

aisément  que  x  est  six  Tois  plus  petit  que  y  et  quatre  fois 
petit  que  a;  donc,  des  nombres  tels  que  1 ,  6^4ou3t  1*** 
1^  etc.  j  vérifieront  lec  équations  dont  tesqnaotités  cuutues  auRHit 

dlét^quel'on^eu  —r-^.^-,         „   V5  =  V 

Pour  application,  on  peut  prendre  le  système  suivant  q>" 
donne  -  =  -  et  2  =  - . 

ft5  +  6y—  8<=0 
to-l-Ty— i2x=o. 
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Sœut  I.  Les  éqiutiau  pourraient  renfannoTtouilMmespa^Ufs, 
mais  alors  i  aurait  une  valeur  négative. 

ScoLiK  II.  On  aurait  pu  trouver  une  proportion  telle  que 
x:y:: — a:— le  rapport  de  x  i  y  serait  également  ex- 
primé, mais  pour  é*i(eF  toute  conâdétation  dt  «alnirs  négatives, 
on  pounrait  multiplier  par  —  1  las  termes  du  second  rapport. 

Ce  second  rapport  négatir  aurût  pu  d'ailleurs  6\xe  introiâuit  par 
la  suppression  d'un  diviseur  négatif. 

Avant  de  passer  aux  équations  du  second  degré,  proposons- 
nous,  comme  exercice,  celte  question  : 

Trouva  trois  nombres  x,  y  e(  i  tels  gu'm  diiitsant  trais  autres 
nombres  connus  a,b  eie  par  m  incmmi  de  b  maniàre  qu'on  .le 
voit  ci-dessous,  on  trouve  pour  résultats  de  ces  eombiaaïtoM  la 
mnére»  a,  b  c. 

U  but  donc  que  l'on  ait 


le  problème  est  Uélermioé  comme  ou  voit. 

Si,  pour  résoudre  ces  équations,  on  faisait  disparaître  let  dé- 
nominateurs, on  serait  conduit  à  des  équations  du  second  d^ré 
1  plu^euia  inconnues  qne  nous  ne  savons  pas  Tésoudre  en  ce 
moment;  maïs,  par  un  artitlee  de  calcul,  on  élite  cette  Afflculté 

en  considérant  les  quantiléa  -.  -,  ^,  eio<i  oomme  Iw  iaeon- 

^         z'  s  a: 
nues,  ou  bien,  si  l'en  préfère,  on  dira  qne  les  Inconnues  sont 

j,  '  ,  p  en  observant  que,  par  exemple,  -est  égal  à  ''X'- 

On  voit  alors  que  l'on  pourrait  appliquer  la  mélliode  de  réduc- 
tion, si  dans  ces  équations  on  multipliait  la  première  par  a,  la 
seconde  par  6  et  la  troisième  par  c,  car  le  système  serait  rem- 
placé pat 

î^-(-îî=a',  ^  +  ^^b*  et 
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Soustrayant  alors  la  troisième  de  la  premiârei  il  vient 


ou  lx2o*=o*+6'— c*    d'où    2  =  ^  ^ 


-o»4.ii_c»' 

Pareillement  en  soustrayant  la  seconde  équation  de  la  premitre 
(A  ajoutant  ensuite  la  ln»mème,  on  a 

ÎM      ,,,,,,,  ,  2ac 

+      d,u    »  =  „-r+jrrT.- 

Enfin,  en  ajoutant  les  deux  dernières  et  soustrayant  la  première, 


Tout  se  réduisait  pour  avoir  la  solution  ii  laisser  les  iaconnues 
en  dénominateur  el  à  lâcber,  selon  l'usage,  d'éliminer  quelques 
tenues  afin  d'avoir  une  équation  ne  contenant  qu'une  inconnue  ; 
ce  résultat  obtenu,  la  valeur  de  celte  inconnue  ét«t  déterminé^ 

puisque  de  toute  «pression  telle  que  — =in,  ontire  a=nz 


On  aurait  pu  trouver  Ug  valeurt  de$  iwotmuti  par  m  tutn 
procédé  qui  repose  sur  des  considérations  de  symétrie  semblable! 
à  celles  mentionnées  n'  490. 

En  effet,  si,  dans  les  équations  données,  on  remplace  y  psr  i, 
b  par  c,  cl  réciproquement,  la  seconde  équation  devient  la  troi- 
sième et  celle-ci  la  seconde,  la  première  ne  changeant  pas;  par 
conséquent,  en  faisant  les  mêmes  opâations  que  nous  avons  ôé- 
outéea  pour  avoir  2,  nous  aurions  en  p  et  nous  en  conclwKU 
qu'en  faisant  les  mSmes  changements  dans  la  valeur  trouvée  pour 
i  on  aurait  celle  de  y,  ce  que  l'on  peut  vérifier. 

De  même  en  remplaçant  x  par  s,  a  par  c  dans  les  équations, 
la  première  devient  la  troisième  et  celle-ci  la  première,  la  secoude 
ne  changeant  pas,et  il  est  dair  qu'en  opérant  comme  nous  l'avons 
bit  pour  avtur  3,  nous  anrtons  se;  par  conséquent,  en  Autant 


CHAPITRE  lY. 


273 


les  niémes  changcnieots  dans  la  valeur  trouvée  pour  i,  on  tron- 

ïeMit  celle  (le  x.  ' 
Il  faut  observer  que  l'on  ne  change  que  les  lettres  mais  non  les 

signes  qui  sont  devaul. 

Eusuile,  que  les  mômes  cliangemenls  que  nous  supposons  pou- 
voir être  fails  dans  les  équalions  entraînent  rn  muim;  U'mfis 
comme  conscquenco  le  changement  demultiplicateui';  ainsi,  :\\>rès 
avoir  changé  x  en  «  en  c  et  réciproquement,  la  pre- 
mière équation  devient  --|--  =  c;   mais  alors,  si  l'on  voulait 

«nployer  la  réduction  comme  nous  l'avons  fait,  on  ne  multiplie- 
rait plus  cette  équation  par  a,  mais  par  le  Acteur  e  qui  rem- 
place a  dans  la  première  équation  primitive. 

Pour  faire  des  tqi^icatioDS  on  choisit  trois  nombre»  arlntraires 
pour  a,  &  et  c  et  l'on  en  déduit  les  valeurs  de  a:,  y  et  z  qui 
Térifient  les  équaUons. 


CHAPITRE  IV. 


DU  CARRÉ  ET  DE  LK  RACINE  CARRÉE  DES  QUANTITÉS 
ALGÉBRIQUES,  ETC. 

Les  questions  que  l'on  peut  avoir  à  résoudre  conduisent  souvent 
à  des  équations  du  second  degré  qui,  pour  être  résolues,  uécessi- 
lenl  généralement  la  connaissaoce  d'autres  principes  que  cent 
Établis  dans  les  chapitres  précédents. 

L'extraction  de  la  racine  carrée  sera  une  opération  qui  se  pré- 
sentera fréquemment  et  dont  nous  allons  nous  occuper. 

198.  Nous  savons  (n°"  9  et  iO)  que  le  signe  ^  ou  simplement 
\/  placé  à  gauche  d'une  quantité,  indique  que  l'on  doit  prendre 
la  racine  carrée  de  cette  quantité  ;  ainsi  i/a-^b  signifie  que  l'on 
doit  prendre  la  radne  carrée  de  ia  tomme  a-\-b;  de  même 
-  ^rf— .Soft-f-ô*  exprime  qu'il  faut  extraire  la  racine  carrée  de 
I  18 
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toute  la  quantité  a*— 3<iA+^;  il  hal  avoir  soin  d'étendre  le 
trait  horizontal  du  radical  sur  tontes  les  quantités  dont  oa  vent 
pceulre  la  raoîne. 

Ainsi  — fixe  indique  que  i'oa  doit  prendra  la  radne 
carrée  de  la  quantité  a,  diminuée  de  fi  multipliée  par  c, 
tandis  que  ^a—bxc  signifierait  qu'il  ùut  prendre  laraùne 
carrée  de  la  différence  a — fi,  puis^  cette  radne  obtenue,  1b  nul* 
tiplier  par  e,  en  un  mot 

^a—b  xcj=c  i/a — fi. 

Liagne  radical  atnme  lt$  pamalùsa  change  le  polynAme  qi^il 
couvre  en  un  moaôme, 

Ind^wndanunent  deoetlamitationt  on  empliue  les  parenthèses 
qui  ont  l'annUge  d'empêcher  toute  erreur;  alors  sj^-^bxc) 
signifie  que  l'on  doit  prendre  la  racine  carrée  de  tout  ce  qui  est 
entre  parenthèses,  et  ne  peut  se  confondre  avec  ^ïâ-\-b]x.e  ou 
c  ^{a4-fi)j  le  signe  radical  n'aSeclantque  la  quantité  qu'il  couvre 
et  ne  pouvante  affecter  mdns  d'une;  or  {a-\-b]  doit  étiecon- 
«déré  comme  un  seul  faoieur  (a*  11^.  (  Voir  n*  367.) 

Quand  on  doit  prendre  la  radne  d'une  expression  fractionnaire, 
CD  fait  descendre  le  signe  radical  au-dessous  du  trait  qui  sépare  le 
numéralenr  dn  dénominateur. 


Ainsi 


indique  l'cxtraclion  de  la  racine  de  la  valeur 


représentée  par    ^,    tandisque         exprime  qu'il  faut  di' 

viser  par  m  la  mine  oanée  de  a  après  qu'on  Fa  obtenue. 
(roir  B>367.) 

FOIOUTUN  va  CUtRË  DK  «ONOHES  ^  RlCINB. 

200.  Le  produit  d'une  quantité  par  «Ue-«Béne  donniBl  le  - 

carré  ou  la  seconde  puissance  de  cette  quantité  {d°14],  la  lorm»- 
tioQ  du  carré  dus  monômes  no  présente  aucune  difliculté,  puis- 
qu'elle consiste  dans  une  simple  multiplication;  ainsi  en  obser- 
vant les  règles  de  cette  opération,  on  trouvera  que  a*  est  te  carré 
de  a  «adfl  -«a,  c'ert-è-din-que  (^a/es^^-fi*. 
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Za  racme  carrée  d'uaa  quantité  étant  (a°  16)  la  quantité  qui, 
.  mnltipliée  par  clle-nii^mc,  reproduit  cette  première  quantité,  il 
résulte  de  ce  que  nous  venons  de  voir  qii'ujK?  qunniité  /lositive  a 
deux  racines  carrées,  l'une  positive  et  l'autre  niigativc,  dont  la 
valeur  absolue  est  la  même;  il  est  clair  par  exemple  que  36  a 
pour  racines  carrées  +6  ou  — 6,  et  comme  tout  nombre  plus 
grand  ou  plos  petit  que  6  donne  un  carré  plus  grand  ou  plus 
petit  que  36  et  qu'il  en  est  de  même  dans  toute  autre  drcon- 
stance,  on  a  conclu  que  généralement  toute  quantité  avait  deux 
racines  carrées  et  n'en  pouvait  avoir  d'autres;  dOBC  a  a  pour' 
racine  carrée  ±  )/a.  (PoiV  n"  390-) 

9Q1.  Si  nous  considérons  une  quantité  négative  quelconque 
— a,  comme  elle  n'a  purjcsulte^  de  la  multiplication  d'aucun^ 
quantité  réelle  par  eile-mCmc,  on  dit  alors  que  la  racine  carrée  de 
cette  quantité  est  imaijinnire,  et  alors  lout  radical  du  second  degré 
qui  contient  une  expression  dont  la  valeur  est  négative,  s'appplle 
un  radical  imaginaire  ;  liiitii.  \l — a  quiestJesjgnejl'wBeradne 
carrée  impossible  à  trouver.  0^  pourrait  donc  dire  que  ces  quantités 
n'existent  pas,  mais  comme  on  leur  applique  le  calcul  algébrique, 
on  les  regarde  comme  ayant  une  valeur  en  les  qaeliSant  de  fuon- 
titi$  imagiticàrm,  UukHs  que  toutes  les  autres  quantités  positives 
ou  'Bégttives  portait  le  Bom  de  quaioitis  réellea. 

RzHuigiis.  Nous  apercevons  encore  une  différence  entre  l'al- 
gèbre et  l'arithmétique;  dans  cette  dernière,  qui  ne  contient  pas 
de  quantités  négatives  et  où  l'on  ne  considère  que  In  valeur  abso- 
lue des  nombres,  Il  ne  peut  y  avoir  qu'une  seule  valeur  pour  une 
racine  carrée,  mais  dans  l'algèbre  qui  admet  les  quantités  néga- 
tives, il  n'en  est  plus  de  même,  et  nous  sommes  conduits  par  les 
opérations  qui  peuvent  se  présenter,  à  trouver  deux  espèces  de 
valeurs,  les  unes  ^pelées  uritlwMiquet,  parce  qu'dlcs  sont  de  la 
iBAme  nataire  qiie  otflee  que  ¥im  oonndère  «a  uitiunéliqiie,  cTeet 
à-dise  .iiasflBBeMomeat  petUwes  et  xMiet,  fit  les  autres  app^ea 
algébriques,  parce  qu'elles  renfenaent  Jes  valeun  négaiivei  et  les 
imaginaires  qui  en  découlât,  xi  ne  devant  tontes  les  deux  leur 
existence  qu'à  l'algÈbre.  [Voirn'  371.) 

202.  Après  les  explications  précédentes  la  foi^nation  du  carré 
des  moDâmes  c'aurait  pas  besoin  d'être  expliquée,  puisqu'il  suffit 
de  connaître  les  règles  de  la  multiplication  (n*  49);  proposons- 
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nous  néanmoins  d'élever  au  carré  la  quantité  Sa'A'c,  on  aura 
(Sa'6'c)'  =  5a'6'c  X  ba'ft'e  =  aSa'&'e'. 
On  trouve  de  même   (  —  3i'c')'  = 

Ce  qui  fait  voir  que  le  ciirré  d'un  monûine  s'obtient  en  élevant  im 
carré  ton  eoefflcient,  ainsi  t/uc  cliacimc  des  lettres  gui  entrent  dans 
ce  monôme,  ce  gui,  pur  ks  rcijles  ordinaires,  se  réduit  pour  ces 
dcnuèret  à  doubler  chacun  des  exposants  de  chaque  lettre,  et  en 
outre  d  donner  à  tout  le  résultat  te  signe  -}-• 

Par  conséquent,  pour  avoir  la  racine  atrrie^m  mmàm,  autre- 
ment,/wtir  revenir  d'un  monôme  à  sa  racine,  il  faut  :  1°  extraire  la 
racine  carrée  du  coefficient  numérique  d'après  les  règles  de  l'arith- 
mélique;  2°  diviser  par  3  chacun  des  exposants  de  cliaque  lettre 
conformément  à  ce  qui  a  été  dit  n°  d05,  ce  qui  est  évidemment 
la  manière  de  prendre  la  racine  carrée  des  quantités  litléralesj 
3"  mettre  le  signe  ±  devant  le  résultat  ou  généralement  supposer 
qu'il  y  est.   

Hous  aurons  alors       ^Sôo'èV  =  ±  6a*6c' 
ou  \/3&>*6V  =  6a'6c*. 

Les  lettres  qui  entrent  dans  un  monfime  étant  facteurs  (n*  6)t 
les  racines  de  ces  facteurs  entrent  elles-mêmes  comme  facteurs 
daus  le  résultat  qui  représente  la  racine  de  ce  monôme,  par  con- 
séquent ou  peut  dire  que  la  racine  de  ce  monôme  se  compose  du 
produit  des  racines  de  tous  les  facteurs  qu'il  contient,  et  alors 

\/36a*bV  =  \/W.  \f^.  /ùV 
généralement  on  a   \^mnp  =\Jm\fn  vÇ.   (  Voir  n'  210.) 

303.  Quant  aux  fractions»  le  produit  de  deux  fractions  étant 
égal  au  produit  des  numérateur^  divisé  par  celui  des  dénomina- 
teurs, il  en  résulte  que  pow  aonr  le  «tari  d'une  fraction,  il  faut 
Uever  chaque  terme  au  carré  et  alon  par  réciprocité  pour  obtenir 
la  radne  carrée  d'une  fraetiaa,  il  font  extraire  la  raeine  carrée  du 
numéreUettr  ef  du  dénominateur, 

toc    (=)■=!;;  my=^:^. 

/io^c^  _  </iâ*c''  _  2n'c  /w_  >/m 

V    "     ~  ' 
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RiEK«RODES.  Nous  ii'aTOiu  point  mis  te  double  signe  ±  devant 
les  radnes  obtenues,  comme  cela  devrait  être,  puisque  l'on  ignore 
û  le  monAme  est  provenu  du  carré  de  la  racine  positive  ou  du 
carré  de  la  racme  négative;  mais  nous  supposons  qu'il  y  est  (n°209) 
011  quf!  nous  considérons  seulement  la  racine  positive.  (  Voir  n'SO»,) 

Il  faut  observer  aussi  que  la  règle  du  numéro  précédent  ne 
s'applique  qu'aux  monômes, et  alors,  par  exemple,  si  l'on  dcmaa- 
tlait  la  racine  carrée  de  a'  +  c',  il  ue  faudrait  pas  écrire 
=  o  +  c,  ce  serait  une  grave  erreur;  tout  ce  que  l'on 
pouiTnit  faire  en  ce  moment  se  réduirait  à  indiquer  d'une  nutre 
mnnii^  cette  extraction  en  y  appliquant  la  régie  des  monâmes, 
c'est-ii-dire  que  l'on  changerait  le  binOme  a* -{-c*  en  un  monAme 
et  alors  considérant  ce  mon&me  comme  affecté  de  l'exposant  1 

(n- 12),  on  aurait  [n°2021  ^/(a'  +  c')'  =(a'  +  c')'. 

Le  second  membre  de  celte  égalité  n'est  qu'une  nouvelle  indi- 
cation de  calcul  qui  ne  peut  Être  effectué  que  par  les  règles  pour 
l'extraction  de  la  racine  carrée  des  polynAmes,  lorsque  cela  est 
possible. 

Mais  soit  qu'il  s'agisse  de  monômes  ou  de  polynAmes,  le  prin* 
cipe  du  double  signe  ±.  devant  le  signe  radical  subsiste  toujours; 
ùosi  ■  Vi*  —  *B»  +  m*  =  ±  (fl  —  m]  {w  B7),  car  on  sait  que 
a* — itm-i-m*  peut  résulter  du  carré  de  a  —  m  ou  de  — a-|-ffi, 
cette  dernière  quantité  revenant  à  — [a — m). 

204.  Nous  pouvons  maintenant  exposer  quelques  principes 
déduits  des  règles  pour  la  multiplication. 

Il  est  clair  que  loiite  puissance  de  degré  pair  d'une  quantité  posi- 
tive PU  né^'iitive  donne  un  résultat  positif;  par  conséquent  toule 
racine  de  dcj'r  pnir  d'une  ijimntîtr  pittilive  peut  être  affectée  du 
ligne  -\-  ou  du  signe  — .  (  Voir  toutefois  n°  408.) 

Mais  le  produit  d'un  nombre  impair  de  facteurs  négatifs  étant 
toujours  affecté  du  signe  — ,  et  le  produit  d'un  nombre  impair  de 
facteurs  positifs  étant  toujours  positif,  il  en  résulte  que  la  racine 
de  degré  impair  d'une  quantité  positive  ou  négative  doit  être  affectée 
seulement  du  signe  de  cette  quantité. 

Nous  dirons  encore  que  la  racine  de  degré  pair  d'une  quantité  né- 
gative ne  peut  ^exprimer  par  atumne  quantité  réelle,  positive  ou  né- 
gative, [n'  201}.  Cette  quantité  négative  a  néanmoins  deux  radoes 
carrées,  ûnfli  qu'on  le  verra  ;  de  sorte  que  toute  quantité  affectée 
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d'un  laàÊaà  ds  àeffé  pair  doit  dtre  confidérée  comme  ayant  denx 
valeurs  égslea,  l'une  positive  et  i'aatn  n^ative. 

Ekifin  comme  il  n'y  a  qd'un  rsdicdl  dlndia  pair  qnt  plriase  être 
fTdcMd  du  donble  aigae,  loraqne  l'indioe  ne  sera  pas  connu,  il 
Cudra  coflddém  la  tadne  aveo  un  seul  elpde  ou  sans  flûcun 
iisnefmit). 

TotfS  ces  principes  sont  résumés  dans  les  Tormules  suivantes. 

par  n  nous  désignons  un  nombrp  enlicr  tiurlco!ii[uc  posiiir; 
alors  3n  représente  tous  les  degrés  pairs,  et  2n  -|-  1  tous  les 
d^rés  impairs;  on  Eût  n=0,  n==l,  n=i,  etc. 
m  repréfieste  un  nombre  positif  ineonna  pwr  on  impair. 
Nota.  Dana  la  seconde  formule,  la  racine  exprimée  parle  second 
membre  sera  précédée  du  signe  -f  s'il  s'agit  de  la  racine 
2fi  -{.  de  4-  0)1  6'  conlraire  elle  aura  le  signe  —  s'il  s'a- 
git de  la  même  racine  de  —  a,  mais  jamais  les  deux  signes  i  la 
fois.    [  Voir  le  calcul  des  radicaux.] 

90i>.  DiFiNLTiOK.  Nons  savons  que  le  signe  ^  quel  que  soit 
son  indice  porte  le  nom  de  radical,  mais,  pour  abréger  le  dis- 
cours, on  dit  aussi  que  toute  quantité  affectée  d'un  signe  radical 
est  un  radical. 

On  les  distingue  par  radicaux  du  second  degré  quand  l'indice  du 
Ugne  radical  est  2;  ce  seraient  des  radicaux  du  Irolsiëme  degré  si 
'indice  étdt  3,  et  ainsi  suite. 

206,  11  faut  observer  qui:  si  )a  racine  ilc  de^vti  pair  d'nne 
quatilé  n^ative  est  inipossilile  à  obtenir  en  quantités  réeilrs,  il 
n'en  est  plus  de  infime,  si  le  degré  est  impair;  c.uht  nisulte  du  se- 
cond principe  (n'  20A). 

Ainsi  ^--27^— v'aT^^— 3,  mais  \/^^  ^st  une  ex- 
pression dont  on  ne  peut  avoir  la  valeur  et  alnr.s  les  i  xpressions 

de  la  forme   V""    ("  sy^l  uue  valeur  positive)  dénoteut  une 
impossibilité  que  présentent  les  problèmes  du  second  degré. 
90Ï,  U  compodtlon  àa  isarré  d'un  monteiB  noUB  fUI  wit 
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qu'un  monôme  ne  peut  Ure  te  carré  d'un  autre  monôme,  ti  son  coef- 
ficient n'ttt  pat  un  carré  parfait,  h  le»  expoianta  de  chaque  lettre 
ne  loalpat  det  ntanktt  peiri  et  tfil  n'etf  pas  paitif. 

LMsqu'nn  monAme  n«  remplit  pas  ces  trois  conditions,  on  ne 
peut  en  prendre  la  racine  carrée  exactemeiU,  car  si  le  coefficient 
n'est  pas  un  carré,  il  n'y  a  aucun  nombre  entier  ou  fractionnaire 
ou  Traction  qui  puisse  exprimer  exactement  cotte  racine;  et  quant 
aux  lettres,  on  est  conduit  alors  à  en  obtenir  une  ou  plusieurs  avec 
des  exposants  fractionnaires,  par  conséquent  elles  ne  lont  plus 
des  quantités  entières  ni  ralionneUes  {a"  17  et  lOS). 

Ainsi,  ^25afi*  est  une  quantité  irrationnelle,  parce  que  l'ex- 
posant i  de  a  n'est  pas  dhrinble  par  3,  et  nous  voyons  de 

nouveau  que     =  ^  est  une  quantité  irrationnelle. 

Kons  remarquerons  alors  que  toute  guantUé  est  racine,  parce  que 
ron  peut  toujours,  par  des  mtdtiplication»  successives,  former  te» 
divenes  pmsexitu,  mais  toute  gtumtilé  n'est  pas  puiisance  d'une 
quantité  réelle. 

Qa  se  r^pellera  aussi  que  la  radne  prenùëre  d'une  quantité 
est  cette  quantité  elle-mâme,  aÎQ^  ^^^=a;  \/—à= — a; 

Cela  résulte  résulte  de  ce  que  l'on  a  vu  (n~  li,  15  et  404). 

208.  Lorsque  la  racine  d'un  nombre  no  peut  être  exprimée 
pnr  aucune  fraction  oi  aucun  nombre  entier  ou  fractionnaire,  de 
telle  sorte  qu'elle  puisse  cependant  être  obtenue  par  approximation, 
un  dit  qu'e//e  est  irralimndle  parce  que  l'on  ne  peut  en  avoir  la 
valeur  exacle,  ou  bien  l'on  dit  que  celte  racine  eit  incommensurable, 
parce  qu'elle  n'a  pas  de  commune  mesure  avec  l'unité.  En  général 
les  nombres  irraliomelt  sont  ceux  qui  ne  peuvent  être  expiimés 
exaMment  par  on  nombre  entier  on  ftsctionnure,  ni  par  une 
fraotion  finie. 

Les  nombres  entiers  ou  fractionnaires  aInM  que  les  fraetions, 
sont  au  contraire  appelés  des  quantité  commensuraMet  ou  ration- 
nelles. (fWrn'330.) 

De  même  en  algèbre  tes  racines  des  quantités  littérales  qui  ne 
peuvent  filre  débarrassées  de  leur  radical,  sont  appelées  des  qiinn- 
tiléi  irrationnelles  ou  radicales.  Mais  les  autres  quantités  littérales 
qui  peuvent  être  exprimées  sans  le  secours  du  signo  radical  ou  de 
t^pMsnt  fractionnaiie,  en  un  mot  qui  ne  renllenneiit  que  de? 
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lellies  avec  des  exposants  entiers,  quel  gve  toit  d'mlletm  le  eoef- 
fideni,  sont  appelées  des  quantitét  ou  eTprettiota  ratiomietU». 

ScouB  I.  Quoique  l'on  appdle,  en  g&iéral,  guantith  radxealea 
toutes  celles  qui  sont  affectées  du  signe  radical  ;  il  y  en  a  beaucoup 
qui  ne  sont  radicciea  qiien  apparente,  ainsi  ^49,  ^ô*,  sont 
Vilement  des  quantités  rationnelles,  puisqu'elles  peuvent  se  ré- 
duEraà  7  M  à  Su*. 

ScouB  II.  Quand  à  ptff  exemple,  c'est  un  nombre  irra- 

tloimel,  une  vraie  quantité  radicàle,  parce  que  tovi  nombre  entier 
qui  n'a  point  pour  racine  carrée  un  entier  ne  peut  avoir  de  racine 
exacte. 

lin  rffpt  5  cilevii  au  carré  donne  Sri,  et  6  élevé  ati  carré 
donne  3C,  donc  26  qni  pst  compris  entre  2a  cl  36  ne  peut 
avoir  un  nombre  entier  pour  racine;  ce  que  nous  disops  pour  26 
aurait  lieu  évidemment  potii'  tout  autre  nombre  qui  ne  serait  pas 
le  carré  d'un  nombre  entier . 

Reste  à  faire  voir  qu'il  n'y  a  point  de  fracti(»i  ni  de  nombre  frac- 
tionnaire qui  puisse  être  la  raùno  de  26. 

Or,  nne  fraction  multipliée  par  elle-même  ne  donne  qu'une  frac- 
tion (n'  94). 

Et  nous  allons  faire  voir  ausrî  qu'un  nombre  entier  ne  peut  avoir 
pour  racine  uu  nombre  fractionnaire,  car  tout  nombre  fractionnaire 
éleoé  au  carré  contient  une  fraction,     (  Voir  n°  3S8.} 

En  effet  soit  ^  ce  nombre  fractionndre,  a  étant  st^iposé  plus 

grand  que  b  et  premier  avec  lui. 

Le  carré  sera  p,  expressiim  dans  laquelle  (f  ne  sera  pas 

divisible  par  car  dans  cette  hypothèse  le  sons-multiple  b 
diviserait  aussi  a*  évidemment,  mais  ln°324)  tout  nombre  pre- 
mier b  qui  divise  une  puissance  a'  divise  aussi  sa  racine,  et 
alors  b  diviserait  a,  ce  qui  est  contre  l'hypothtee  primitive; 

donc  |;  ne  peut  donner  de  quotient  exact  et  contient  alors  un 

entier  plus  une  fraction. 

309.  Dans  les  extractions  de  racine  précédentes,  nous  avons 
omis  presque  toujours  le  ^gne  ±  devant  la  racine,  parce  que 
l'on  luj^Kie  ordinairmient  que  lit  not»tioB  qui  indique 
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que  l'on  veut  obteDir  la  racine  carrée  de  A,  doit  être  envisagée, 
lorsqu'elle  n'est  précédée  d'aucun  ugne  (n*  S),  comme  exprimant 
que  l'on  oe  considère  qna  la  radne  carrée  pontive  de  A,  appelée 
la  valew  arithmétique  de  cette  racine. 

Tontef<Ms,  lorsque  Vno  se  sert  ainsi  du  tàgtte  radical  pour  expri- 
mer brièvement  que  l'on  dwt  prendre  la  radne  carrée  de  A,  on 
ne  dit  pas  s'il  faut  prendre  la  racine  positive  de  A  plutiH  que  la 
racine  négative,  donc  dans  toute  sa  généralité  l'expression  ^A 
doit  faire  supposer  qu'il  s'agit  des  deux  racines  r.arrées  de  A,  et 
alors  on  aura        ^iii  =  ±  \l  1  i-i  =  dr  12. 

NoT*.  Le  premier  memhfi  peiilèti'R  lonsidcri!  cnmmc  une  in- 
dicalion  de  racine  à  cxlrairc,  et  lo  spconil,  comme  repi'ésciihmt 
ajic  opération  effectuée,  c'est-à-dire  q ne  v''-**  <^st  une  indication 
et  ±t/iAi  est  la  réponse  qui  peut  quelquefois  se  ï^implifier 
comme  ici. 

D'après  cela  une  expression  lelle  que  u  +  pourra  Être  re- 
gardée comme  exprimant  que  l'on  doit  ajouter  à  a  la  racine 
carrée  positive  de  b,  tout  comme  s'il  y  avait  >/b-\-a. 

Par  réciproque  si  l'on  ne  veut  considérer  que  la  raùne  négative, 
on  mettra  le  signe  —  devant  le  radioal,  et  alors  a —  ^  équi- 
vaudrait &  <i  +  ( — ^)  et  reviendrait  à  — \/é-f-a. 

Mais  cela  est  purement  de  convention  et  susceptible  d'erreurs, 
parce  que  a  —  \/b  équivaut  rigoureusement  à  a  —  (±  </Si  ou 
à  a-^^i/b,  le  radical  '/b  étant  pris  en  dernier  lieu  avec  sa 
valeur  absolue. 

Une  expression  telle  que  a±ijb  doitélre envisagée  évidem- 
ment comme  indiquant  qu'il  faut  ajouter  &  a  on  retrancher  de 
a  la  valeur  du  radical  \/b;  or  en  considérant  ce  radical  abstrac- 
tion faite  de  tout  signe,  il  équivaut  à  ±  ^6  d'après  ce  que  nous 
avons  TU  plus  haut,  ce  qui  fait  que  l'on  a  une  combinaison  de 
quatre  valeurs  qui  se  réduisent  à  deux  comme  on  va  le  voir. 

Supposons  en  effet  que  R  soit  la  racine  arithmétique  de  b, 
on  aura  \/ï  =  ±  K,  et  alors  a  ±  se  changera  en  a  ±  (±  H j 
ou  a±R;  car  a-H (-f- R)  =  a4- R;  a  — (H-R)  — a— Ri 
û-l.{— R)  =  a— R  et  o— (— R)  =  a-|-R;  daic  les  quatre 
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valeuH  n'en  font  réellement  que  deux^  d'ob  il  râMdte  tpCan  majtïi 
de  cette  inVerprétatiOD  que  nous  donnoni  k  on  ndksal  précédé  du 
algae  d:,  (interprétalion  baiéeiur  les  rémltato],  nom  Wmmm 
besoin  que  de  eomidérer  la  valeur  abitdiu  da  la  quOttité  radktdt 
ou  dtt  guùtttilii  radicalts  gve  nota  mieoatnroia. 

Nous  répéterons  que  l'interprétetHm  da  double  dgne  ±l  demi 
un  radioil  n'eit  sujette  à  aucune  observation,  tendis  que  les  con* 
ventions  au  sujet  de  a-j-V^  ou  de  a~\fb  exposées  plui 
baut  sont  des  distinctions  très-délicates,  [f^oir  n°33L) 

Il  faut  observer  aussi  que  par  la  valeur  absolue  du  radical,  nous 
entendons  la  valeur  positive  dont  ce  radical  est  susceptible  en  son 
entier,  mais  que  nous  ne  parlons  pas  de  la  valeur  absolue  de  la 
quantité  sous  le  radical,  ce  qui  condoirait  à  ne  Cûn^dérer  que  des 
quantités  réelles. 

210.  Lorsque  les  radicaux  dn  seoo&d  degré,  que  l'on  appelle 
aussi  quantilés  ou  expressions  radicales  du  second  degré,  sont 
rationnels,  il  est  avantageux  d'exécuter  les  calculs  indiqués,  parce 
que  cela  anipliGe  Ceux  que  l'on  peut  avoir  à  faire  par  la  suile. 

Ainsi  l'on  cbangera     \J'~^  \         ("°  ^'^^l- 

Bi  les  expreesious  radioaloB  sont  irrationnellesi  on  les  Bhnplifte 
lorsque  cela  est  possible  en  se  fondant  sur  le  principe  suivapt  déji 
considéré  n'  S03. 

La  racine  carrée  du  produit  de  deux  ou  ji!i.sieurs  fadeurs  est 
égale  au  produit  des  racines  carréet  de  ces  facteurs  et  alors 

yjabei  =  >lâ.iijb.  \fc.  ^d. 
En  effet  d'ftpffts  la  définSUon  de  la  racine  il'une  quantité  [n- 15). 
il  réwHfl  que  la  neiHe  tarrée  ifttne  quantité  est  la  quantiti  qai 
éltoie  au  carré  rtprodtàt  Httê  gumiité,  dono  on  doit  avoir 

D'un  autre  o^té,  puisque  pour  élever  eu  carré  une  quantité,  il 
faut  élever  au  carré  chaque  facteur,  d'après  les  règles  de  la  muiti- 
liplicetion  et  lu  définilion  de  racine,  on  aura  en  considérant  la 
quantité  i/â'^'i/ci/d 
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OU  il  eit  clair  que  ^  élerée  au  carré  donne  a,  et  ainsi  paUr  les 
autres  facteurs  du  second  membre  (Jui  équivaut  par  conséquent 
à  abed.  On  voit  alon  que  les  carrés  des  quantités  sjahcd 
et  f/âf/b^i^  donnent  le  mSrae  résultat  ahed,  donc  ces 
quantités  sont  elles-méoies  ^es  m  146.  (  Voir  a"  SOI  et  321.) 
Appliquons  oes  prindpes  à  ta  aiUpliBcation  de  l'expression 

Le  oo^cient  n'eit  pas  un  carré,  miii  il  équivaut  à  2  X  36 
dont  un  des  footeors  est  un  carré  dont  nous  pourrons  prendre  la 
racine;  il  en  est  de  même  pour  a*,  et  comme  n°  40  on  a 
72(1*6  =  360*36,  on  aura  ^72a*6=v'3Ca*.v'26  en  vertu  du 
principe  démontré,  et  Snulement  il  vient 

VTÏû^  =  (iû' .  Vâi  [n-  202). 

Dp  même  <Jm'n  —  m\n 

On  sait  que  "îayfGiïh  équivaut  à  20  x  \lGab. 

11  est  sous  entendu  que  le  signe  ±l  pourrait  être  mis  devant 
les  valeurs  Eiœplifiéos,  mais  (n*  309)  on  peut  supposer  que  l'on 
De  demandait  que  la  valeur  positive  et  de  plua  oomnu  U  ratt  w> 
radical  dans  la  valeur  àmplt/îêe,  en  le  considérant  dans  toute  sa 
généralité,  on  a  ainsi  de  mime  les  deux  Valeur^  de  l'ekpressiou 
proposée. 

Les  quantités  6a',  met  —  soniUscoe^cients  rationnels  des  va- 
leurs simplifiée». 

Les  opérations  cfTectuécs  ont  pour  but  de  faire  lûrHr  de»  fae- 
teurs  de  destous  le  radical.  (Voir  n"2l7.) 

On  peut  obtenir  .wis  une  mitre  forme  la  aimpIlRration  tins  ex- 
pressions irrationnelles;  il  suIRt  U'nppliqiier  la  r^glc  n°  202,  et  de 
la  combiner  avec  ce  qui  est  enseigné  ici  dans  ce  numéro,  pt  con~ 
adérant  austi  les  facteur»  nvmiriçve»  comme  tuiteptiM»  de  la 
mAM  tMtttim  que  Ik  fetfrm;  ainti  pour  simplifier  l'expfettioQ 
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y^âa'm'c",  nous  la  considérons  comme  égale  ît  \Jin^mV  .'im 
fl  iMisuite  il  v/ÏVÎïîVx  \'2'in'. 

Le  premier  radical  coulient  alors  une  qujuitilé  ralionncllG  «t 
donne  'îahnc  pour  valeur  équivalente;  quant  ù  l'autre  facteur,  il 
conticnl  (Iffiix  facteurs  2'  et  m*  affectés  de  l'exposant  1,  el  alors 
[n"'  202  et  lOS)  on  pourra  remplacer  le  facteur  ^2'x»i'  par 

Par  conséquent     V^8o*m'c*  =  ia'mc  X  2'  m'. 

L'exposant  fractionnaire  remplaçant  le  radical,  on  ne  peut  re- 
garder lo  résultat  comme  rationnel  ou  débarrassé  du  radical. 

Par  des  considérations  analogues  et  qui  dépendent  d'ailleurs  de 
la  tbéoiie  des  radicaux  et  des  exposants  que  l'on  pourra  consulter 

auparavant,  on  trouvera  que  =  -t  =  ~T'  >   P"'^  '^^  """" 

plaçant  les  exposants  fractionnaires  par  le  radical  du  second  degré, 

la  denùtoe  expresàon  sera  remplacée  par  ou  par  a 

(n<>  203);  donc 

Autre  smpuFiCATion.  On  aurait  obtenu  plus  facilement  la  trans- 
formation ci-dessus  par  la  rfigle  n°  203  combinée  avec  les 
principes  du  n"  210,  mais  on  peut  parvenir  à  une  autre  en  multi- 
pliant les  deux  termes  do  la  fraction  —  par  ce  qui  est  per- 
mis (n°  88);  on  anra  alors  un  dénominateur  qui  seis  un  carré 
donnant  une  racine  exacte,  et  m  appliquant  les  principes  Iprécé- 
dents,  on  trouvera 

Cette  «impliâcatiim  fait  non-seulement  sortir  les  fadeurs  qui 
sont  des  carrés,  mais  encore  elle  rend  le  dénominateur  rationnel; 
aussi  on  f  emploie  souvent  pour  lupprimer  le  radical  daru  le  dêno- 
minaleur  d'une  quantité  irrationnelle. 

fin.  Les  mêmes  nnçlifications  peuvent  Rappliquer  anx  exprès- 
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sms  imaginaires  du  second  degré,  qui  d'ailleurs  n'ont  pas  de  ra- 
cine réelle  exacte  ni  approchée  [n"  201). 

Ainsi  V  —  *6  revient  (n"  210)  à  v'l6V—  1  >  en  conMdérant 
que  —16  équivaut  à  i6x  —  i   (n"  34  et  49).  • 

Ceci  compris,  on  trouve  facilement  que 

de  même  ^ — 4<^6=  \'ia'\/~  6  =  2a    — 6, 

et  à  cause  que  —  b=bx  —  1 , 

on  trouve  v'— "^"^  =  2a  vW —  '  > 

et  généralement        \/— m=  y  m^v'^.        (KotV  n°  222.) 

CALCUL  DES  RU>ICAUX  DU  SECOND  DEGRÉ. 

SIS.  DinnmoK.  Deux  quantités  radicales  du  second  degré 
sont  dites  smblobla,  lorsque  la  quantité  sous  le  radical  est  la 
mfime  dans  les  deux  quantités,  quels  que  soient  d'aillems  leurs 
eoeflIcieDta  rationnels  on  fiictems  rationnels  {n°  SIO). 

Ainsi    eVsôï,   V^^XU   et   |[ffl-|-n]V3^    sont  trois 

quantités  radicales  semblables. 

AnniTioH  ET  socsTnACîioN.  l'our  njoulcr  ou  soiislrnïre  des  gitan- 
Ulés  radicales  semblables,  on  cjoutem  soustrait  les  facteurt  ration- 
ne/s  et  l'on  multiplie  le  résultat  par  le  radical  commun. 

Ainù  Sab>/ë  +  m  <i/c  =  [iab  +  m)  \/c. 

Il  en  est  de  même  pour  les  quantités  imaginaires,  et  alors 
3inV—  ac  —  n       ïc  =  (3jb — n)  V— 2c. 

Si  les  radicaux  ne  sont  pas  semblables,  l'opération  ne  peut  être 
qu'indiquée. 

Ainsi  i^â  +  S^  exprime  l'addition  de  ces  deux  quantités. 
213.  Avant  de  se  prononcer  sur  la  compoùtion  ou  la  nature 
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d«pUi6ieurg  radicaux,  il  faut  s'assurer  s'ile  ne  sont  pas  suEceptiUeg 
de  simplification,  car  des  quantités  dissmblables  au  premier 
«bord  deviennent  quelquefois  semblables  après  siraplificfllion. 

Par  exemple  v^Tnô'  el  ic\  iHa  ne  puaissept  pas  pouvoir 
elre  reunis  en  un  seul  terme  radical;  cependaut,  si  l'oa eiiDplifie 
ces  deux  expressions  (n»  210),  elles  deviennent  3ft\/3â  et 
4icv'3n,    qui  ajoutées  font  ['.yj  +  ibc]\3â. 

De  même  2vÏ7  +  3  v  Ô8  =  4  viî»>  mais  en  faisantl'opposé 
Ue  ce  que  nous  avons  vu  jusqu'ici,  c'est  ù-dirc  que  si  pour  faire 
sortir  des  quantités  d'un  radical,  nous  en  avons  pris  la  racine 
^^ff^^tparréciiiroquepour  faire  entrer  des  f/tcmlités  rationnelles  iout 
un  radical  du  second  degré,  nous  devons  les  élever  au  carré;  et  il  est 
clair  que  2^^  =  ^4X17,  puisque  d'ailleurs  <i/^=i\/ïî. 

On  aorait  pu  parvenir  par  le  procédé  ordinaire  à  trouver  les 
deux  radicaux  semblables,  car  3(/68=3^Ï7><4=6\/Î7; 


donc      3^/l7-j-3V^=8/Ï7,   et  8/17=4»/^; 
iKM»  nvtoBdnms  nr-CMpiiaofpes  (d*21?]. 

La  muHiplieation  et  ta  division  n'exigent  pas  que  les 
quantité;»  ra^yuwles  wfeatiiwnU^btes. 

RÈoLB.  Pour  muUiplier  deux  radicaux  du  second  degré,  on  mul- 
tiplie enire  elles  les  qunntilés  qui  sont  sous  le  signe  radical  et 
l'on  affecte  le  produit  du  siyne  radient  commun;  s'il  y  a  des  coeffi- 
cients,on  les  multiplie  entre  eux,  et  le  produit  devient  le  coefficient 
du  produit  trouvé  pour  les  radicaux,  abstraction  faite  de  leur 
coefficient. 

Ainsi  ifâ>c^=ijÔb, 

3a  ^56ë  X — 9b  \^  =  —  48a6  ^SÔÂë*  =  —  iSa&c  \/êaÂ. 
La  règle  (n*  910]  serait  suffisante  à  la  rigueur  pour  faire  voir 
l'exactitude  de  ces  résultats,  car  de  ce  que  y  peut  se  changer 
en  yjâ  VÂ,  H  fésotte  que  ees  ^dx  expressions  sont  égales,  et 
comme  dans  le  cas  des  coeffidents  on  peut  les  faire  passer  sous  le 
iwtiea],  Jii  règle  «erait  fséutrale;  mais  bous  «Uoas  je  tUnonlrer  an 
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B<  l'OD  voulait  fiiire  le  carré  du  produit  ija.^i,  M  faudrait 
midttplieT  ce  produit  par  lui-même,  opération  qui,  n'impoi-te  de 
quelle  manière  elle  sera  exécutée  (n"  40  à  46),  donnera  pour  ré- 
saliat  x  (V^*,  car  on  obtiendra,  soit  ijâ.\'â.\1. 

soit  /â.V^-V'Â.^  qui  revient  [n* 40)  ftPexpressioa précédente, 
et  comme  le  produit  d'une  quanlité  par  elle-même  donne  son 
arré,  il  ert  clair  que  l'on  aura  [\a  \lf  =  (v"}' X  (v*)'  = 
d'aidés  la  déGmIion  d'une  racine  carrée. 

Donc  la  racine  carrée  de  {\  a  .  \  (/)  ou  y  a  •  \  Â  est  égale  à  la 
ran'nede  axb  ou  à  \/ab\  c  q.  f.  d. 

Maintenant  si  nous  supposons  des  cocflicienls,  puisque  pour 
multiplier  un  produit  par  un  produit,  on  peut  (n°  46}  multiplier 
an  des  produits  par  chacun  des  facteurs  de  l'aulre  en  opérant  »vr 
almporte  quel  facteur,  nous  serons  libres  de  multiplier,  dWf  le 
«cond  ezeAipTe»  le  fa<deur  2a  par  le  facteur  —  9&  et  Je  facteur 
par  le  facteur  l'aulre  quantité,  ce  qui  donnera 

panr  produit  —  IStAy/Sabc*  qui  se  réduit  à  —  iBabc\'5ab.  On 

VV  =  a 

On  remarquera  que  les  expressions  v'"'  et  (v'a  -f  peuvent 
être  mises  sous  une  autre  forme,  el  que  l'on  peut  écrire 

V^  =  M*  et  (vï+t}*  =  vKFôT'. 
En  effet,  V^=  «i     d^rès  la  définition  âe  kt  racine  carrée 
r'if^  préfsédoMneMl,  on  b  aa6si  (\^*«c<t.  ^nc  (a*  146) 

^=:(^â)*t  il  en  est  de  mCme  pour  l'autre  égal^. 

ScoLiB.  Les  égalités  ci-dtssus  iiuus  font  voir  une  chose  piu» 
in^ortante,  c'est  que  pour  obtenir  le  carré  d'une  tjuanlilé  radicale 
du  tecond  degré,  it  sufflt  de  tupprimer  le  sipne  radical;  donc  toiae 
qwmtiti-at  Sgate  tôt  produit  de  ta  racine  earrie  par  elte-nOme. 
[Yoirn'm.] 


Ironveraît  de  môme  \a*  +  b  X  \Œ  =s 
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S'il  y  avait  plus  de  deux  radicaux  à  mulUplier,  on  commence- 
ndt  par  en  multiplier  deux,  puis  on  multiplierait  ce  produit  par  le 
tr'oïuème  radical,  et  ainsi  de  suite. 

Si  les  radicaux  étaient  semblables  et  avaient  en  outre  les  mômes 
coefficients,  on  obtiendrait  aioà  leurs  diverses  puissances.  • 

SIS.  Dnisim.  Pour  diviser  deux  radicaux  du  ieeond  degré  tm 
par  l'autre,  on  fait  la  division  des  quantités  placées  sous  le  radical 
et  l'on  donne  au  quotient  le  signe  radical,  et  quant  aux  coeffi- 
dents  on  les  divise  l'un  par  l'autrn  aussi. 


D'après  cela 


(  Voir  a'  203.) 


Cette  égalité  est  justifiée  par  ce  qui  a  été  dit  n°  203  ;  mais  on  peut 
le  prouver  de  cette  autre  manière  : 

Si  l'on  élève  an  carré  chacune  de  ces  expressions  suivant  la 
règle  de  la  mulUpUcation  des  radicaux  et  la  règle  n°  92,  on  aura 

le  mâme  résultat  p  dono  ces  deux  quantités  sont  égales,  car 

il  n's  a  que  deux  qwaitUét  égales  qui,  élevée»  à  la  même  puiitance, 
prodtàient  la  mêmt  quantité. 

.       ,       Viï    1  .  /îî    1  .  /î  ^ 

ua  aura  donc         =  t  \/  ^  =  t  V/ 7:=  . 

4V33     *  V  33     4  V  3  4^* 

Pour  s'en  assurer,  il  suffit  de  mulUplier  par  le  diviseor  du  pre- 
mier membre  un  quelconque  des  quotients  représentés  par  les 
seconds  membres,  et  l'on  devra  retrouver  )e  numérateur  de  l'ex- 
pression considérée;  or 

Nota.  La  racine  de  1  étant  i,  nous  avons  pu  remplace 
1.  /ï  1 

Reubodk.  I.  Si  les  radicaux  sont  semblables  l'irrationalité  dis- 
paraît, car  cliaque  radical  est  alors  un  facteur  commun  que  l'on 
peut  supprimer. 
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i^jmn  i        ^7  ^ 

II.  Lors  même  que  les  quantités  radicales  ne  sont  pas 
tamblalilea,  U  division  peut  quelquefois  donner  une  quantité  ra- 
tionnellflf  à  les  radicaux  rentrent  dans  le  cas  n°  213. 

Ainsi    li.^i2S:iV3i=î|?Vi=2ï=^«  (rara-sn) 

en  observant  la  règle  pour  la  division  des  fractions  (n*  9S). 

Ceci  nous  conduit  h  parler  de  la  multiplication  et  de  la  dâtision 
des  quantités  radicales  fractionnaires. 

Les  règles  sont  les  mêmes,  sauf  à  se  conformer  aux  règles  ordl- 
Dures  pour  la  multiplication  et  la  division  des  fractions. 


On  atm  alors 


Qnant  aa  caiad  des  quaatilù  raliomella  tœec  des  radieala  il  n'a 
pas  besoin  d'expliçation,  il  est  clair  qoe 

i— ^=2— V^;  sx/ï=2/i  et  tt:)^=-~r. 

Sll  s'agisstdt  de  polynAmes,  il  suffirait  de  se  conformer  -aux 
rj^les  ordinaires  et  à  celles  pour  les  radicaux  lorsqu'il  faudrait  mul- 
tiplier ou  diviser  une  quantité  radicale  par  une  rationnelle  ou  une 
radicale. 

Ainsi  (9a  +  3s/ê}x (ô  —  V^}  =  *2a  +  iS)/ï-~^i/î~3)/îà. 

Pour  la  division,  cBe  ne  pourra  le  {dus  souvent  âtre  qulndt- 

quée. 

.  3116.  Les  règles  de  la  multiplication  des  radicaux  nous  font 
.  nàl  qoe  les  puissances  successives  d'un  radical  donnent  des  quan- 
tités rationnelles  quand  les  puissances  sont  de  degré  pair  et  eu- 
iiâe  que  les  puissances  impaires  proviennent  du  radical  donné, 
mnUiidié  par  des  quantités  rationndJes. 
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En  effel  soit  \Ja  ce  radical, 

la  seconde  puissance  sera  [i[â)  =  a, 

latroM^e   (^/^)' ={^}'xA=a  v'â, 

laqualriôme  sa^X^=<i^=7:o* 


et  ainsi  de  suite  en  multipliant  le  dernier  résultat  par  \/â, 

217.  En  rdQéchissant  sur  les  simplîRcations  du  n*  210,  oa 
voit  qu'elles  consistent  à  eKtrnire  du  l'iidica)  tous  les  facteurs  ra- 
tionnels; elles  reposent  d'ailleurs  sur  la  multiplication  des  rad- 
eaux, car  de  <^.'/b  =  yJ^  on  peut  déduire  que 

d'où  l'on  lire  cette  conséquence  utile  : 

Lorsqu'une  qualité  placée  iou*  un  radical  da  second  degré  con- 
tient des  fadeurs  qui  sont  des  carrés,  on  peut  frendre  les  racines 
de  ces  facteurs  et  les  écrire  hors  du  radical  comme  faeteurt. 

C'est  ce  qu'on  appelle  fawe  sortir  des  fmfmrt  d'un  radical. 

Parréciproqueel  en  considérant  d'aillearaPéftalité  a<ifb  =  yla*b, 
on  a  conclu  que,  lorsqu'un  radical  était  multiplié  par  des  quantités 
ralîonnelles,  on  pouvait  supprimer  ces  fUstcun  en  debon  du  ra- 
dical, mais  en  intrDdnîaaOt  leurt  earrh  inumie  fiictents  bous  1b 
radical. 

Ccatce  qu'on  appelle  faire  entrer  de»  fàeteun  ma  m  nufi»/. 

L'utilité  de  ces  transfannaticms  n'a  pa  échafiper,  pan»  qa'elles 
ftecmetlent  de  mapliSCT  ntee  idMiën  afntmtm,  «•  qalcai 
ua  grand  poitA  «i  algèfate;  bous  â)o«tBroni  :  1*  i|ob  Jm  ttimm 

trcauformaiioM  l'appligumt  meastA  le  facteur  est  m  ëmimar. 

Ainsi  ^=  )/Ô^ 
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2°  Au  sujet  des  (JH  a  lit  i  lés  radicales  qui  peuvent  devenir  sem- 
blables par  la  division  et  par  consRqiient  donner  un  quotient  la- 
lioQDel,  nous  dirons  que  la  division  do         par  v  ^  i  l^i  ^^OKie 

^\  **  ^=»|>  nous  fait  voir  qcW  qvan- 

titi  aimtét^Vt  gai  u'M pitita  ralim»^  «m  finvu,  Ptfiam 
mteaUn. 

n  Dous  reste  à  montrer  que  \/ÏS  et        peuvent  donner 
deux  radicaux  semblables,  or       ylS  =  v9x2  =  3v^2 
et  —  v'ïxî^Sv'S- 

ScouB  I.  Il  est  facile  de  voir  que  pour  faire  sortir  des  facteurs 
d'un  radical  4u  second  degré,  ij  fout  diviser  par  2  les  exposants 
de  ces  facteurs  en  écrivant  hors  le  radical  ceux  qui  donnent  un 
quotient  exact  ;  au  cofitraire  pour  faire  entrer  des  facteurs,  il  faut 
Vuiltiplier  par  2  les  exposants  de  «es  facteurs. 

Onfeiata^<wtfmrteatrvdafaàewt,mfà&o»rugwtfMtou^ 
jtuM  mftaretortir:  c'est  une  conséquence  (Jecequi  a  éié  ditn'SO). 

ScouB  II.  Lorsque  l'on  veut  supprimer  le  plus  grand  nombre 
possible  de  facteurs  numériques  ou  littéraux,  c'est-à-dire  les  faire 
sortir  du  radical,  il  faut  décomposer  1«  coeffident  de  la  quantité 
numérique  sous  le  radical  en  ses  facteurs  premiers  [Arith.  Bodikhi, 
D'  l-i8)  et  écrire  hors  du  radical  tous  les  bct«nrs  preattarse*  toutes 
les  lettres  avec  des  exposants  égaux  auK  quoUents  antîm  qua  l'oo 
peut  obtenir  en  divisant  par  9  les  uposanU  da  cas  aaimes  quan- 
tités  ami»  ndieal  ut  en  «oaser^nt  4mim  1«*  puissances  iin- 
paiies,  o'est-à-dire  la  première  puissance  de  ces&cteurs  premiers 
nmaériqnee  ou  littétaax.   

Pour  application  aoit  ^ObMk^ifi . 

En  déeompoaanl  tHA  en  ses  fodeurt  pcendBas,  il  vient 
i70i=ctf  .3.7*. 

UuaUBant  en  Avisant  pv  $  tootes  les  pitûssaiicaeqvî  sont  sus- 
ceptibles de  supporter  cette  divisioii  en  douMot  un  quotient  entier 
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avec  ou  sans  reste,  on  aura  les  quotients  entiers  2',  7,  a',  c  et  rf 
et  les  restes  ou  puissances  impaires  2,  3,  a,  b  ei  d  qiie  nous 
laisserons  sous  le  radical,  d'où  il  résulte  que 

^4704a'*eV'  =  2'.  ^a'ed  \Ji .  3abd  =28a'n/  ^ÔÔM. 

On  pouvait  d'aOleuMi  une  fois  le  coeffidoit  déccHuposé  en 
ses  focten»  [weniiers,  mritre  l'expression  donnée  sons  la  forme 
^2* .  4. 3 .  l*efab<^d*é   qui  montrait  les  foctenrs  &  faire  sortir. 

S18.  L'uUlité  de  foire  sortir  des  focteim  est  évidente,  puisque 
cela  Biai[diiîe  toujours  l'opération  assez  longue  de  l'extraction  d'une 
radne,  nous  allons  lavoir  celle  de  faire  entrer  des  facteurs. 

Soit,  par  exemple,;)ro/ii»^  d'imlucr  à  une  unité  prit  l'expression 

6v/U. 

Ccst'à-dire  trouver  une  expression  débarrassée  de  radical  qui 
no  diffère  point  d'une  unité  de  la  vraie  valeur  de    0  . 

Il  est  clair  que  s'il  n'y  avait  point  de  coefficient,  14  n'élant 
pas  un  rarrû  parfait,  il  suffirait  d'en  tirer  la  racine  à  une  unité 
près  et  l'on  serait  sur  de  ne  pas  se  tromper  li'iine  unité,  mais  l'in- 
fluence du  coefiicicnt  sur  la  fraclion  que  l'on  néglige  peut  pro- 
duire [dus  d'une  unité;  en  effet  ici  la  racine  de  14  est  3  àune 
unité  prèsat  3,74  en  allant  jusqu'aux  centièmes;  or,  si  l'on  mul- 
tiplie laracine  3  par  6j  on  ne  trouve  que  18  pour  valeur 
de  ^\f\i,  tandis  que  si  l'on  mnllipUe  3,74  par  6,  on  trouve 
32,44  pour  valeur  de  6^ïï,  ce  qui  fait  une  erreur  de  plus  de 
quatre  unités. 

Mais  quand  même  on  aurait  extrait  d'abord  la  ractne  de  14 
jusqu'aux  centièmes,  on  ne  serait  pas  toujours  certain  d'obtenir  un 
résultat  exaot  à  nœ  onUé  près,  cela  dépendant  surtout  du  coeffi- 
dent;  car  par  exemple  s'il  SB  fikt  agi  de  346^,  laraànede  14 
tirée  jusqu'eux  milUèmes  étant  3,743,  la  fraction  négligée 
produirait  bien  plus  d'une  unité. 

Alors,  pour  éviter  celte  incerUtode,  on  fait  entrer  le  facteur  6 
sous  le  radical,  ce  qui  donne  6^=^36><Ï4c=V6ÔÎ. 

La  racina  carrée  de  S04  étant  22  en  nmobre  entier  à  une 
unité  près,  on  en  conclut  que  6^14  ne  vaut  que  32  plus  une 
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fraction,  par  conséquent  la  valeur  est  obtenue  à  une  unité  près. 

219.  Transformation,  On  a  besoin  quplquerois  de  changer  une 
expression  fractionnaire  dont  le  dénominateur  est  irrationnel  en 
une  autre  dont  le  dénominateur  soit  rationnel.  [Voir  n"  2)0 
et  402.) 

1*  Soit   =  cette  expression  dans 

laquelle  a,ptXq  sont  des  nombres  entiers  quelconques. 

Pouf  obtenir  un  dénominateur  rationnel,  on  multipUera  les  deux 
termes  de  la  fraction  par  p — sfq,  et  l'on  aura 
a     _      a{p  —  \/gi 

et  en  se  rappelant  (n*  SS)  que  la  somme  de  deux  quantités  p  et 
\p  multipliée  par  leur  différence  donne  pour  produit  la  différence 
de  leurs  carrés,  le  second  membre  de  l'égalité  se  changera  en 

— ^  ou     — expressions  égales  à  la  quantité  donnée 

et  qui  ne  contiennent  plus  de  radical  dans  le  dénominateur. 

2"  Si  l'expression  donnée  avait  été  de  la  forme  — ^—p,  on 
p— Vî 

aur^t  au  contraire  œultjplié  les  deux  tennes  par  p  +  ^  et  rai- 
sonnant  comme  d-dessns,  on  aunît  eu 

a     _      a{p  +  >B  .  _<'P  +  -'/9 

Le  même  procédé  servirait  à  rendre  rationnel  m  mmérattwr  qui 

ne  te  serait  pas. 

3°  Soit  l'expression  — ^  —  ou  bien  cette  aulrc  —  . 

vp  +  \g  ip  —  '^ 

En  employant  un  procédé  analogue  aux  précédents,  on  aura 
"      _      "(t^— _  a'^—a<Jq__a\lp~~a\/q 

«  "(V^+V'g)  _ayfp+a>/q 

Vp-V5  (v?-Vï)(Vp+V?) 


2!>i  ËLËMENTS  D'ALGËDBE. 

A'  ani  y  avait  trois  tennes  au  déDominateur,  os  op^vrait 
h  pea  pfè*  de  méfflet  ulosi  supposé  que  ce  dénominateur 
^n^^P^y/ç,  onchaDferaiirexpressîondonnééenuneautreéqui- 
valente  dontle  dénominateur  serait  (vn+v'p+V9)(v'"+v';'— v'î)» 
parce  qiA  l'on  aurait  commencé  par  supposer  que  le  dénomina- 
teur primitif  ne  contenait  que  deux  termes  (v'"+\>)  et  V?  n°  16, 
ce  qui  conduit  à  un  dénominateur  ne  contamint  que  deux  ((?rmes 
irrationnels  sur  lesquels  on  opère  comme  dans  le  cas  précëilent  ;  il 
en  résulte  un  dénominateur  qui  ne  contient  plus  qu'un  seul  terme 
irrationnel  et  l'on  opère  sur  la  dernière  eipression  comme  dans 
le  premier  cas. 

hmiunaa.  Supposons  qoe  l'on  demande  la  valeur  à  une  unité 

près  de  — ^-^  ;  si  l'on  prend  la  radne  de  3,  elle  donne  2  à  une 

3— ve 

unité  près  fil  l'expression  donnée  reviait  à         =  ^  =  5j  «• 

cette  valeur  n'est  pas  à  one  unité  près  celle  de  — ^— -,  car  en 

3  — vB 

faisant  dispaiatlre  le  radical  du  dénominateur,  on  obtient 

g  5(3 j5+5s/5  ^  <B+V^  _  tS+H 

3— s/5"(3— vfi^ls+Vë)^   ®— ^    ™      i      ~     4  ' 

11  dans  lâ  demSëre  expression  représente  la  valeur  de  ^^25 

à  me  miti  prh;  par  conséquent,  en  pren&nt  ^  pour  valeur  de 

l^flxpressk»  donnée,  nous  ne  faisons  pas  erreur  d'une  nnïté  dans 
le  numérateur;  sï  donc  Stt  était  la  valeur  trouvée  de  la  Aractioil 
donnée,  non»  ne  feTi<Ris  pas  une  erreur  d'une  unité;  mail  comme 
en  outre  26  doit  être  divisé  par  i,  il  en  résulte  que  nous  avons  en 

réalité  dans  ^  la  valeur  de  — à  4  d'unité  près. 
*  3-V5  * 

Soit  mettre  demandée  la  valeur  de    * 


près. 
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Od  aura 


7v^ 


car  d'abord 


V3 


7\/5 


7v/s(v/ÎT  —  1/3)  Ty/sH 
U-3  " 


8 


Et  en  prananf,  à  un  cent prêt,  la  valeur  dea  lannef  dn  aamé- 
nteoF  dons  la  dernière  ezprewlon,  on  trouve 

<tV^»\S6M=aH,94    et  Tv^îSsiV^nVT.Il. 

L'approximation  est  plus  grande  qu'on  nfi  Pavait  danundâe, 

car  le  numérateur  étant  caloulé  à  ^  piAi,  ne  peut  valt^  34,61  ; 

mais  il  pourrait  ne  vabir  que  31,79,  h  cause  des  millièmes  né- 
gligés; on  se  tromperait  donc  d'une  unité  dans  les  ccnlièmes  du 
numérateur,  et  l'approximation  serait  fautive  de  1  centième-,  mais 
comme  le  numérateur  doit  être  divisé  par  8,  il  en  résulte  que  si 
i 

l'approximalion  n'est  pas  assurée  à  ou  elle  l'est 

toujours  à  moins  de         approximation  plus  grande  que  0,01. 

On  pourrait  bien,  dH  Booniion,  calcnler  ces  sortes  d'ezpresùoi» 
en  évaluant  approximativemrnl  chacun  des  radicaux;  ma»  comme 
on  n'aurait  pas  une  voleur  exacte  du  dénominateur,  ce  ut  le 
principal,  oa  ne  pourrait  pas,  comme  par  le  procédé  d-dessusi 
avoir  une  idée  bien  précise  du  degré  d'approximation. 

230,  Les  règles  pour  le  calcul  des  radicaux  monAmei  du  se- 
cond degré  s'appliquent  également,  quant  A  l'addition,  soustrac- 
tion, multiplicalion  et  division,  au  cas  où  ces  radicaux  contiennent 
des  polynômes,  sauf  à  sa.  conhtmtw  aux  règles  ordinaires  pour  le 
calcnl  des  quantités  algéijilqiios. 

Les  deux  premières  ne  méritent  aucune  attention;  pour  la  muN 
ti|^U0Pi  on  trouvera  que 
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Pour  la  division ,  on  trouve 

En  effet,  la  division  du  radical  par  la  quantilé  rationnelle 

1  ,    ,    ,    ,         8  v'a'— ^'  8v'o'~x' 
-[a  +  :r)   donne  -^-^  o. 

puis  changeant  a-\-x  en  (Vo+a;)',  quiestégalîi  \  !n°2U), 
on  pourra  remplacer  {n°  215)  l'une  ou  l'autre  des  expressions  ci- 
dessus  par  ^  \  / y — ; — ct  Ics  deux  termes  de  la  fi'aoïion  sous 
le  radical  étant  divisibles  par  a-\-x  [n°83},  on  trouvii  eniinpour 

Si  les  guantilét  radieatet  contenaient  des  fractions,  cela  ne  chan- 
gerait rien  aux  règles  ordinaires;  en  voici  deux  exemples  : 

»y/:TIx3^=«(.:5)  =  l^. 

9S1.  L'omisdon  da  donbte  tàg06  devant  les  radicaux,  àmt 
presque  tous  les  nnmérœ  précédents  qtd  en  cooten^ent,  nécestile 
qae  noua  revenions  sur  ce  que  nous  avons  déjà  à  G8  sujet 
a*  209.  Pour  édairof  cette  question  délicate,  nous  menUonneroiu 
d'abord  une  observation  extraite  des  Éléments  d'alg^re  de 
M.  Matkk: 

a  La  signification  restreinte  que  l'on  n  attribuée  aux  radicaux 
du  second  de^é  (n°  209),  en  supposant  qu'un  radical  qui  n'est  pas 
précédé  du  double  signe  ou  qui  est  précédé  seulement  du  »gne  + 
dent  être  considéré  comme  une  quantité  positive,  et  au  contraiie 
doit  être  regardé  comme  négatiT  ri  le  radical  est  |»écédé  du 


{')  On  annlt  trouvé  plus  ^ts  ca  Témltat  ta  btnnt  eoUn  le  dlviMar  a+m 
Hulendktl  (0*111). 
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signe  — ,  ne  s'applique  rigoureusement  qu'au  cas  où  la  quantité 
placée  sous  le  signe  radical  est  numérique;  quand  on  reste  dans  la 
généralité  de  l'algèbre,  il  n'est  pas  toqjours  posnble  de  se  con- 
former  à  cette  supposition.  Quelquefois  il  ne  faut  considérer  dans 
une  formule  que  la  valeur  d'un  radical  déterminée  par  des  condi- 
tions qui  exigent  tanidt  la  valeur  positive,  tantAt  la  valeur  néga- 
tive, selon  les  données  de  la  question.  Quelquefois  aussi  les  radi- 
caux doivent  être  pris  dans  toute  leur  généralité ,  quoiqu'ils  ne 
soient  pas  précédés  du  double  signe,  d 

Ces  réflexions,  assez  vagues,  ne  peuvent  pas  toujours  diriger 
convenablement,  même  lorsque  les  quantités  sous  le  radical  sont 
numériques  ;  ce  n'est  qu'en  examinant  les  dilTérenls  cas  qui  peu- 
vent se  présenter,  et  spiici aie  meut  ce  que  nous  exposerons  lors  du 
calcul  des  radicaux  de  tous  les  degrés,  qu'il  sera  possible  de  se 
Kndre  an  compte  plus  exact  de  la  question. 

En  attendant,  nons  «lions  considérer  quelques  cas  qni  fadlile- 
ront  cette  théorie. 

8oit  l'égalité  y/^  =  a\lb  obtenue  a'  817  ;  elle  ne  sera 
exacte  qu'autant  que  l'on  supposera  que  yja^b  est  provenu  de 
l'expression  a\ib,  dans  laquelle  a  serait  poùtif  ;  car  de — a\jh 
on  aurait  pn  obtrair  égalemoit  pnisqne  (— (i}'=â'i 

donc  représente  également  la  valeur  a\lb  ou  —a\jb  et 

non  la  seule  valeur  particulière  a\Ti.  Considérée  dans  toute  sa 
généralité,  l'égalité  ^a*b  =a\b  tstexacte,  quelquesoitle  signe 
deojcar  ^  valant  ±\'b,  il  en  résulte  que  ay'b  équivaut 
à  =h  a  ,  expresnon  dans  laquelle  il  n'y  a  plus  qu'à  considérer 
la  TElenr  absolue  de  ^  (n*  209). 

Soit  encore  =  yjab. 

Cette  égalité  ne  sna  encore  exactement  vraie  que  considérée 
dons  toute  sa  généralité,  car  le  produit  oft  peut  rétuiler  de 

—ax — b;  mais  prise  dans  son  sens  le  plus  étendu,  elle  est 
Juste,  car  soit  m  la  valeur  absolue  de  V  '>  <^<^"o  de  ^ 
onaara  Va  =±tn,  et  \b=±R;  or,  de  quelque  manière 
que  l'on  combine  par  la  multipticalioD  ces  valeurs  ±m  et  ±n, 
on  n'obtiendra  que  deux  produits  distincts  ±iin. 
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De  mtmc  \'ob  dans  toutn  sa  généralité  ne  pflut  donner  que  les 
deux  valeurs  dimn;  car,  d'après  nos  hypothèses,  a  équivaut 
'.t  (±m)'  ou  m',  et  ô  équivaut  h  [±n)'  ou  n';  donc 
Vab=  v'm'n'  =±mn;  ainsi,  dans  ce  cas,  il  y  a  parfaite  ^alitë 
entre  \/o. \6  et  \[cÂ. 

Le  numéro  suivant  éclaircït aussi  laques^  du  double aigne. 

22fi.  Sur  i.gs  ouAinrrfs  nAcmtniKS.  Les  quantités  ima^nairas 
ilu  second  degré  se  ealculent  au  moyen  dea  mêmes  règles  que  lea 
rjiianlités  réelles  et  irraiîonnellea  du  second  degré,  mais  il  sepré- 
sente  Uims  la  mullipticatïon  un  cas  qui  a  besoin  d'eicplicatioB. 

Soil  pm]u)=i>  île  iiiiiltiplier        \'  — a    par    \/  —  a. 

Ma  sr.  rcpniliitil  h  la  srolie  du  n'  214  et  ayant  égard  à  la  défini- 
tion de  In  raciu''  d'une  quantité,  nous  trouverons  que 

Alais  si  nous  appliquons  directement  la  règle  s*  iii,  nous 
aurons  *j'—à.y/ — a  =  ^( — a)X( — a)  =  \/?=  +  œ,  en  ne 
prenant  que  la  racine  positive  de  suirant  les  conventions 
n°  2011  ;  d'où  il  résulte  que  le  carré  de  \/— o  est  +  n  ;  or,  la  ra- 
cine carrée  d'une  quantité  étant  la  quantité  qui,  élevée  au  carré, 
reproduit  cotte  quantité,  la  racine  carrée  de  — a  élevée  au  carré 
doit  donner  —  ti  et  non  -^a,  et  d'ailleurs  la  radne  carrée  de 
4- a  n'est  pas  V — 

Cependant  le  principe  de  la  remarque  n*  214  est  exact. 

Pour  expliquer  cette  contradiction,  il  foui  remonter  à  l'origine 
du  radical  \'a'  et  l'on  voit  qu'étant  piovenn  de  la  mnltipllcatioa 
do  V— ^  P^f  V~i>  la  racine  carrée  de  la  quantité  a*  ob- 
tenue sous  le  radical  doit  ètn  —o,  conformément  à  ce  que 
nous  ivoni  dit  dans  le  puméro  précédent,  puîique  l'on  doit  in- 
terpréter les  valeurs  d'un  radical  d'après  les  doméa. 

Et  en  eSeX,  lorsque  l'on  dememde  généralement  la  valeur  de  , 
on  a  raison  de  dire  qu'elle  est  dia,  parce  que  rien  ne  dit  dans 
cette  question  à  a*  est  provenu  de  la  multiplication  de  a  par  a 
oude  — a  par  — a;  mais  quand  on  demandelA  valeur  dn 
produit  de  V — «  par  V— quoique  m  produit  imt 
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lorsque  l'on  vient  à  changer  ce  ladical  en  une  qiHDtili  ntion- 
nellr,  on  ne  doit  prendre  que  — a  pour  radne,  parce qoe  l'on 
s:iil  que  a'  est  provenu  de  — a  mtiHiptié  par  —a,  o'eat- 

;i-(lire  que  \/  ( —  a)*  =  —  a. 
Celte  vérité  s'établit  encore  de  cette  autre  mnnièrp. 
Soit  \/m. 

Cette  expression  peut  représenter  la  quantité  qui,  niullipiiée 
par  elle-même,  r^roduit  m;  or  si  l'on  suppose  m  =—a,  on 
■un  V>»  —  V — *»  fit  conséquent 

v' — a  .  ^—  'à  =      ■  V™=  ^*  =  in= — a. 
Par  les  mêmes  moGk,  on  tronvers  que 

\'—  a  X  v' — 1>~ — V"*  et  non  ±\'al>, 

parce  que  l'on  sait  que  06  est  provenu  de  — ax  —  à,  et  que 
l'on  ne  considère  que  la  valeur  positive  de  chaque  radical. 

Comme  cela  ne  parait  plu::  aussi  clair,  nous  allons  le  faire  voir 
d'Une  antre  manière  en  noua  appuyant  sur  ce  principe  que  touie 
^Boniitê  imaginaire  du  second  degré  de  la  forme  V — e»!  égale 
à  la  racine  carrée  de  la  guantité  tous  le  radical  prite  pcnHvanetil  et 
ndtipliie  iiuuite  par  yf^.  (Foi'r  n"911  et  390.) 
Cest^-dire  qna  ^ — m=x  y/m  .  ^ — 1. 

En  efTet,  parlesr^lean'SU,  on  a  \/m.  ^ — 1  =  VmX— 1 

et  VmX  — *  = 
Par  conséquent,  on  aura 

d'où  .         =  \/â  .      .  \Crï  .  vCTÏ     [n*  40). 

Mais  v'—  ^  ■  V— "  i  ~  V( — — —  '  d'après  ce  que  nous 
avonsvuplushaut;carlaracinede  — 1  élevé  au  carré  est  — i. 

Donc       V — "  ■  V —       V"*  X  —  <  =  —  V"*- 
Toutefois,  il  faut  se  rappeler  que  dans  toute  la  généralité  on  a 
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SS3.  La  quantité  imaginaire  v — présente  cette  particolft- 
rité  que  ses  diverses  puissances  successives  donnent  d'unn  part 
des  quantités  imaginaires,  tantôt  positives  et  ncgalivc;  allcmati- 
vement,  et  d'autre  part,  des  quanlitée  réelles,  tantôt  négativcset  po 
«tives  alternativement;  car  on  a 

i"  pmuaace     V — a;      1"  puissance  (y/ — a)  =— «; 
3" puissance  (y  —  a)'  =  —  a  V —  n; 

^"puissance  (y— ")  =  —  fl  V— a  -  V'— «=— OX— a=-j-0*; 
ï,"  puisiance    (v — «)  =  V — "i  ^'c. 

Pour  obtenir  ces  diverses  puissances,  nous  avons  (n*  S7)  consî- 
déré  que  chaque  puissance  saccesdve  était  égale  ï  ta  précédente 
multipliée  par  la  première» 

Prenons  maintenant  la  quantité  —  V — «• 

Ses  diverses  puissancea  successives  seront 

—  ^ — a;  — a;  ay]—a\  a';  — a*>j — a;  etc. 
En  effet,  la  seconde  puissance  est  égale  à 

_         X  -  v'^a  =  +  (\/^  X         =  -  a  ( 

car,  d'après  la  règle  des  signes  (r.°  48],  le  signe  -\-  doit  être  placé 
devant  le  produit  résultant  des  deux  facteurs  pris  sans  signe;  or 
ce  produit  est      — a      et      +(— (i}  =  — a. 

Pour  se  rendre  compte  plus  aisément  de  ces  résultats,  ii  n'y  a 
qu'à  supposer  Ips  radicaux  affectés  du  coefiicient  1,  car  alors  on 
aura  —  1  ■J —  aX.  —  1  y' —  a  qui  empêchera  d'oublier  la  régla 
des  signes  que  l'on  applique  alors  aux  coefficients. 

On  voit  ce  qu'il  y  a  à  foire  pour  les  autres  puissances. 

DES  CARBËS  ET  DE  L&  RACINE  CARRÉE  DES  POLYNOMES. 


3S4.  On  conçoit  que  si,  pour  élever  un  polynAme  à  une  puis- 
sance un  peu  élevée,  !1  blIaH  employer  le  pnx^âé  de  muIUplica- 
tion  en  multipliant  succesnvement  diaqtie  puissance  obtenue  par 
la  première,  cela  soait  excessivement  long;  on  a  alor»  cherché  la 
lai  Boivanl  laquelle  se  formût  le  carré  d'un  polynôme.  Ce  serait 


CEIAPITBE  IT. 


301 


(Jonc  ici  la  place  de  donner  la  composition  du  binôme  de  Newton  , 
d'où  découle  la  rormalion  des  puissiinces  plus  composées;  mais 
pour  ne  point  relarder  noire  arrivée  aux  équations  du  second 
degré,  nous  chercherons  seulement  des  formules  particulières  pour 
le  cas  qui  nous  occupe.  Cherchons  donc  ces  formules. 
Nous  avons  vu  [n°  57)  que  le  carré  d'un  binôme  a-{-li  était 

[a  +  fi)'  =  o'  +  2ai  +  i'.      (Formule  A.) 

D'où  l'on  a  coifdu  que  la  carré  de  tout  binftme  est  composé  de 
trois  termes,  dont  deux  sont  les  cairés  de  chaque  terme,  et  le  trai- 

siÈme  est  le  double  produit  du  premier  par  le  second.  (Voir 

n-  368.) 

Alors,  pour  obtenir  le  carré  d'un  trinômei  on  a  réfléchi  que  si 
l'on  ramenait  ce  trinôme  à  l'état  de  binâme  (n°  16),  la  formule  du 
binôme  servirait  poui'  ce  trinôme.  Soit  donc  +  c  à  élever 

autarré;  nous  réunirons  deux  des  termes  en  un  seul,  a  tA  b, 
par  exemple,  cl  alors  nous  aurons 

[a  +  b  +  cf  =  {{a  +  b)+cy  =  {a+bi-  +  ^4»  +  '')c  +  c\ 

U  ne  reste  plus  qu'à  effectuer  les  calculs  indiqués  dans  le  se- 
cond membre,  et  en  nous  servant  encore  pour  le  premier  terme 
[a+à]*  de  la  formule  qni  donne  la  valeur  dn  carré  d'un  tùnAme> 
nous  aurons 

(a-J-J+c)'=fl'+2ûfi+6'+S«c-|-2fie  +  c».  {Formules.) 

Ce  qui  nous  foit  voir  que  le  carré  d'un  rinôme  eil  composé  de  la 
«mme  des  carrés  des  trois  termes  qu'il  renferme  et  de  celle  des 
doubles  produits  de  ces  termes  multipliés  deux  à  deux. 

Cette  composition  serait  la  même  pour  le  cas  où  le  trinôme  con- 
tiendrait des  termes  négatifs  ou  tous  termes  négatifs,  car  le  carré  de 
ce  trinôme  se  composerait  toujours  (n°  43)  de  la  somme  algébrique 
lies  termes  tant  positifs  que  négatifs  qu'il  peut  contenir,  et  II  serait 
facile  de  connaître  les  termes  qui  prendraient  le  signe  — . 

Uuntenant,  pour  connaître  la  composition  du  carré  d'un  autre 
poljoAme  tel  que  a-^-b+e-^-d,  oa  usera  toujours  du  même 
moyen,  en  coondérant,  par  exemple,  a+i-^-c  comme  un  seul 
terme*  et  en  appliquant  la  formule  A ,  ou  aura  d'abord 
(a  +  b^c+tH*  =  [a+à+ey^id(a+b+c)+d'. 
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puîi,  efTectuBiit  1ns  calculs  indiqués  dans  le  Mcond  loeiobre  (en 
(^iservaat  que, dans  le  casoùnousnecODiutlriaiu  pis U fonnule B, 
nouB  pourrions,  iodépendamioeat  de  La  mutliplicalion,  obtenir  le 
développemoit  du  terme  (a-{-b+c)*  au  moyen  de  la  formule  A, 
enfaisant  a-^b^e=^[a-{-b)-i-c),  on  trouve  facilement 

(fl  +  *  +  C  -f  rf)'  =  o»  +  2a6  +  6'  +  2ac  +  26c  +  c'  +  W  + 


Cette  formnte  nou  donne  la  compoiition  <la  carrS  d'us  potyodnw 
de  quatre  tennes,  et  an  moyen  des  mêmes  raisonnements,  on  ob- 
tiendrait évidemment  la  valeur  du  carré  d'un  poIynAnie  de  cinq 
termes  et  ainsi  de  suite. 

Quoique  Vanalogie  ne  soit  pas  une  démonstration,  il  est  évident 
que  dans  cetle  circonstance  on  a  pu  s'en  servir  pour  tirer  les  con- 
clusions nécessaires  pour  la  loi  de  formation  du  carré  d'un  poty- 
ndme  quclconcjue,  car  les  résultats  du  carré  d'un  binùnie,  d'an 
trin&me  et  d'un  ;.olynAme  de  quatre  termes  nous  font  voir  que  a 
carré  te  compose  ifOwiiAlement  pour  chacun 

Delammmeâacarrhâe  tma  Ut  terme»  et  de  ta  somme  da 
bits  produitt  de  ces  termes  pris  deux  à  deux. 

En  nous  servant  de  cette  loi  de  composition,  on  trouve  sans 
aucunt:  peine 

(ab  +  cd)'  =  a'È'  +  2abcd  +  cV, 


(2fl  —  Se')'  =  .ta*  —  20oe>  +  T-k', 

(2a'  +  4c'  —  bc}'  =  4a'  +  IflaV  +  16a:'— 4a*ic  —  8&«»+6V. 

On  peut  énoncer  d'unu  uuUre  manière  la  composition  du  carré 
d'un  polynôme  en  disant; 

Le  carré  d'un  polynôtne  se  compose  du  carré  du  premier  terme, 
plus  deux  foi*  le  produit  du  premier  terme  par  le  teeond,  plus  le 
carré  du  second,  jÀua  deux  fois  le  produit  de  chacun  des  deux  pre- 
miers terme»  per  k  (iwjnéme,  plm  te  emri  du  fntitième,  plus  devs 
fois  teproduit  de  cAaem  de»  troit  premiers  terme»  par  kqvotrièmt, 
■plu»  te  carré  du  quatrième,    «fut  de  suite. 

S&5.  Nous  ponvons  tnainteBant  passer  à  fexbieUoD  de  la  »• 
cine  cwrie  des  polyiiftmei.   (  Kotr  a*  ^J.) 


ibd  +  fed  +  d'. 


[Formule  C.) 
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Si  tous  les  polyndmes  étaient  des  carrés  comme  ceux  que  nous 
faDOua  de  former,  U  suffirait  évîdcnmient  d'extiaire  la  racine  des 
tenues  carrés  «xacts;  mais  celle  circonstance  se  rencontre  rare- 
ui«il,etensmtfl  on  observera  que,  parla  réduction,  il  arrive  quel- 
quefois que  le  carré  du  second  lerme  est  cooibndn  avec  le  double 
produildu  premier  tenue  par  le  troisième,  ce  qui  eoipécherait  d'ob- 
tenir le  second  terme,  etvoid  alors  comment  on  pourra  raisonner. 

Soit  P  le  pc^ynAnte  dont  on  veut  extraire  la  racine  carrée  et 
soit  R  cette  racine  lopposée  h'ou\  ie. 

Si  ces  deux  pol^nfimes  P  el  u  élaicnt  oiilonvàs  parr.ipport  à  une 
des  lettres  qn'ils  contiennrnt  el  suivant  les  puissances  décrois- 
sanles  de  c*ltc  lettre  que  nous  supposerons  élre  a,  il  arriverait 
que  les  deux  premiers  termes  de  P  pourraient  donner  de  suite 
le  premier  et  le  second  lerme  de  la  racine  It;  en  ell'ol,  il  résulte 
des  remarques  sur  la  composition  d'un  produit  (n"35  et  71)  et  par- 
ticulièrement snr  celle  d*un  carré  :  1*  que  le  carré  du  premier 
terme  de  R  renferme  un  exposant  de  la  lettre  a  plus  grand  que 
dans  aucun  des  autres  termes  qui  tomposeul  le  carré  de  Bj 
2'  que  le  double  produit  lin  jirumiiT  lernic  de  H  par  le  second 
conlienl  aussi  un  exposant  (h\  ci  ile  kltre  pl\i.s  fori  que  dans  les 
autres  termes;  tiinsi.  ce  nirri'  cl  a:  ibiuhle  in-odint  soiil  nécessai- 
rement les  drux  tcrme.-i  de  P  'lui  sont  nllrc.lt'.s  l'un  du  plus  liant 
exposant  de  a  et  l'atilru  de  l'exposant  An  la  mèirii,'  l.'flvc  iufèrkur 
à  celui  conleuu  dans  ce  premier  terme,  mais  te  (dm  fvrl  par  rap- 
port i  tous  les  autres  termes,  quant  à  cette  même  lettre;  d'où  il 
résulte  1*  que  >i  Pat  un  carré  exact,  son  premier  terme  sera  lui- 
même  lin  carré,  et  sa  racine,  extraite  d'après  la  règle  n' 302,  don- 
nera le  premier  terme  de  R;  S' que  le  second  terme  de  P  doit 
fiire  divisible  aussi  par  le  double  du  premier  terme  de  R,  et  par 
conséquent,  en  cfTcclnant  cette  division,  on  aura  pour  quotient  le 
second  terme  de  R. 

Mainlenanl,  pourobtenir  1rs  termes  suivanls,  nous  remarquerons 
que  si  l'on  forme  le  carré  du  binOme  trouvé  à  la  racinf  el  qu'on  le 
retranche  de  P,  le  reste,  que  nous  appellerons  P',  renfermera  en- 
core les  doubles  produits  du  premier  terme  de  R  par  le  troisième 
el  du  second  terme  de  R  par  le  troisième,  plus  d'autres  termes 
qui  sont  inutiles  pour  le  moment 

Mais,  après  ces  opérations,  le  double  produit  du  premier  terme 
par  le  troisième  doit  eontenir  a  avec  un  exposant  plus  grand  que 
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dans  les  termes  suivants,  et  n'a  pu  se  confondre  par  la  réduction 
avec  ces  termes;  donc  ce  double  prodaitest  le  premier  termedeP' 
et  ce  premier  terme  dmt  être  divisible  par  le  double  du  pren^ 
terme  de  R. 

//  fma  bien  lAservtr  que  le  polynAme  P'  est  supposé  ordonné 
comme  le  polynôme  P  et  que  la  môme  bypotbëse  doit  toujours 
subsister  à  l'égard  des  antres  restes  que  l'on  peut  obtenir. 

Pour  avoir  de  nouveaux  termes^  on  voit  qu'en  raisonnaDt  comme 
ci-dflsiUB,  à  l'on  retrandiùt  du  p<dynâme  le  double  produit  do 
premi«  terme  par  le  troisième,  ainsi  que  le  double  produit  duse- 
Gond  terne  par  le  troisième  et  aussi  le  carré  du  troisième,  il  vien- 
drait un  reste  qui  entre  autres  parties  contiendrait  le  double  du 
premier  terme  de  R  par  le  quatrième  et  que  ce  terme  serait  celui 
qui  serait  affecté  du  plus  haut  exposant  de  la  lettre  principale;  par 
conséquent,  en  divisant  par  le  double  du  premier  terme  de  II  le 
premier  terme  de  ce  polynOmeP"  obtenu  au  moyen  de  ia  soustrac- 
tion indiquée,  on  aura  le  quatrième  terme  de  la  racine  R  et  ainsi 
de  suite.  (Voir  n*  220  one  application  et  n°  3(iB  la  2'  scolie.) 

Oboervahok.  La  BOnstraction  que  nous  venons  d'expliquer  et  se 
amiposant  du  carré  du  troisième  terme  de  Tt,  plus  des  doubles  pro- 
duits du  premier  terme  par  le  second,  puis  par  le  troisième,  à 
soustraire  de  P.  renient  a  faire  le  carré  des  termes  trouvés  à  la 
racine  et  è  le  retrancher  du  polvnôme  P. 

Nous  ajouterons  que.  apri/s  avoir  obtenu  les  deux  premiers 
t  m    d  1  ;  d  /    di  polynôme? 

le  carré  de  ces  deux  prcnuers  turmes,  car  souvent  îe  carré  du  se- 
cond terme  de  II  renrernie  la  lettre  principale  avec  le  niiîuie 
exposant  que  le  double  produit  du  premier  terme  par  le  troi- 
sième: par  conséquent  ce  carre  a  pu,  par  la  réduction,  être  com- 
pris dans  le  troisième  terme  du  polynôme  ei  il  faut  bien  alors 
effectuer  cette  soustraction  qiû  vous  rend  certain  que  le  troisième 
terme  do  polynôme  ne  ciHilient  plus  que  le  doidile  du  premier 
terme  de  R  par  le  troiùème  (supposé  que  le  polynôme  soit  un 
cané). 

Ce  que  nous  avons  dit,  par  rapport  aux  puissances  décrcussantes, 
s'appliquerait  au  cas  où  l'on  aurait  ordonné  en  (agissant,  et  alors 
on  peut  poser  cette  kbglb  : 

jpMtr  eirtraire  la  racine  carrée  d'un  polynàme  P,  il  fout  I'op- 
donner  par  rapport  aux  piùssances  cri^BBantes  on  décroissantes 
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d'une  même  leltr»,  puis  extraire  la  racine  carrée  du  premier  terme 
et  diviser  le  second  par  te  dooUe  de  cette  racine,  ce  qui  donnern 
les  deux  premiers  termes  de  la  racine.  Ceci  fait,  on  soustrairai  du 
poljoUme  P  le  carré  de  ces  deux  premiers  termes,  ce  qui  don- 
nera un  polynAme  F  {que  Yoa  ordonnera  comme  P),  et  dont  le 
premier  terme,  étant  divisé  par  te  double  dn  premier  terme  de  la 
racine,  fera  connaître  le  troi^ème  terme  de  la  radne. 

Poaravdr  le  quatrième  terme,  on  iera  le  carré  des  trois  ternies 
de  la  racine  et  on.  le  relranchera  du  polynAme  P,  ou  ri  ton  préfère, 
on  fera  les  doubles  produits  du  premier  et  du  second  terme  mut- 
lipliés  chacun  par  le  troisième,  plus  le  carré  du  troisiâine,  et  l'on 
retranchera  le  tout  du  polynôme  P',  cl  alors,  suivaxl  qvc  l'on  aura 
opéri^  on  divisera  le  premier  terme  du  reste  lii^  P  ou  le  premier 
terme  du  reste  de  V  par  le  double  du  premier  terme  de  la  racine, 
ce  qui  amènera  le  quatrième  terme  de  cette  racine,  et  ainsi  de  suite. 

On  peut  remarquer  que  cliaque  terme  de  la  racine  se  trouve  au 
moyen  du  premier  terme  de  cliaque  polynôme  P,  P',  P",  etc., 
que  l'on  obtient  (excepté  P  évidemment  qui  est  donné)  en  sous-, 
trayant  snecessivement  de  P  le  carré  du  premier  terme  de  la 
racine,  puis  le  carré  des  deux  premiers  tci  ciies  de  la  racine,  puis  le 
carré  des  trois  premiers,  et  ainsi  de  suite,  ce  qui  donne  les  restes 
P,  F',  etc.,  dont  les  premiers  termes,  divisés  par  le  double  du  pre- 
mier terme  de  la  racine  (obtenu  par  la  simple  extraction  de  la  racine 
dn  premier  terme  de  P),  donnent  les  autres  termes  de  cette  racine. 

Application.  Soit  proposé  d'extraire  la  racine  carrée  du  poly- 
nûme  P  éijtd  à  9i*  +  20a'i  — 2C«'i' +  25a'  — 12aÈ'. 

Nous  commencerons  par  ordonner  ce  polynôme  pur  rapport  à 
une  de  ses  lettres,  la  lettre  a,  par  exemple,  en  le  disposant 
comme  s'il  s'agissait  de  l'extraction  de  la  racine  carrée  numérique 
avec  laquelle  notre  opération  a  beaucoup  d'analogie,  et  alors  on 

—  SOa'ft—  ùa'6'  |  10a' 


—  aOfl'i'  — 12ofi»  +  96' 
+  .W6'  +  iaaé'— 96' 
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EmitUTicw.  Od  preoâ  d'abord  lancine  narrée  du  pramintsnne 

95a*,  a-  qui  doane  le  premier  larme  Sa*  de  la  racine;  OB  pour- 
rait alors  retrancher  du  polynôme  P  le  carré  de  ce  teBtne,  et  il  tA 
clair  q'"'  m:!''  s«  réiluiriiit  il  barrer  ou  Bup[H-itner  le  premier  terme 
de  ce  polyuftm,'  |>  e[  à  coiisiiîiir.T  un  second  polynôme  F  dont 
1«  pr^iiiÎT  tiTiii.-  .serait  -lOti^li  ;  c'est  jKmiqiioi  on  se  dis|iense  gé- 
néralenicul  île  eutle  suuslractioii  et  l'on  passe  de  suUf.  il  la  divi- 
sion du  second  tui'u»;  de  P  par  le  liouble  iOa'  du  premier 
terme  de  la  racine,  ce  qui  donne  lo  second  terme  -f  3a6  de  la  ra- 
cine; on  soustrait  alors  du  polynôme  P  le  carré  des  deux  ternies 
de  la  raciD^  [opérglion  qui  donne  le  même  résultat  que  si  l'eu  eût 
d'abord  soualnil  de  P  le  carré  du  premier  Iwne  de  la  lacii», 
puis  flosuits  aRrës  avoir  obteaa  le  fenoe  Soi,  que  Von  eût  t«- 
fMPbé  du  polynôniB  miva  le  double  puofluît  da  premier  temw 
par  le  necond  plus  le  carré  du  seoand  terane),  Cette  aoustradion 
doiu)e  Ip  ppjynâme  P'  ^ut  est  réelltm^  le  Hcimd  re$tf  et  dont 
le  ^mier  lenne  nioi'^  n'e»t  plu;  Wq'b,  niais  — SQa'b';  en  di- 
visant pp  Iprinp  par  iUi'  on  obtient  lo  lioisième  trrnio  —  3ii' 
de  la  racinfii  puis  on  soustrait  fie  I''  li'  iloubhi  pioduit  du  premier 
ternie  de  la  racine  par  )e  troisième,  le  doubliï  produit  du  second 
par  le  troisième,  phis  le  carré  du  troisième  et  comme  il  ne  reste 
que  zéro,  nous  en  poacluons  que  le  polynûoiQ  est  un  carré  exact, 
dont  )a  ractne  est  5a'+3a& — 3àV 

Cet  exemple  nous  fait  voir  qne,  de  même  que  dans  la  din*îoi) 
n'  76  on  ne  se  sert  que  du  prcp]ier  terme  du  diviseur,  de  p^éme 
aussi  pour  l'extraction  de  la  racine  carrée,  on  ne  se  sert  que  du 
double  du  premier  terme  de  la  racine. 

On  reconnaît  encore  l'ntililé  de  soustraire  dn  polynôme  donné  le 
carré  des  deux  premiers  termes  de  la  r.icine,  parce  que  sans  cela 
le  troisième  lercnc  —  26û'i'  ne  pourrait  ôfre  considéré  comme 
égal  au  double  produit  de  Sa'  par  le  troisième  terme  inconnu 
—  3^. 

SU)6.  En  généif)!  le  re^e  zéro  «uquel  on  parvient  est  an  signe 
que  le  potjnôme  est  un  carré  parfait  et  que  sa  racjn^  ^t  complète. 

En  Àet,  chaque  reste  obtenu  n'eat  autre  cliose  que  le  pcdynAme 
donné  duquel  on  a  retranché  successivement  toutes  les  parties  qui 
composent  le  carré  de  la  quantité  trouvée  pour  racine  au  moyen 
des  opérations  employées;  lors  donc  que  la  radne  sera  complète, 
la  dernière  sonstractioD  devra  amener  un  reste  uni,  et  réciproque- 
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ment  ce  reste  nul  indique  que  les  termes  trouvés  &  racine  com- 
poseot  la  nieine  exacte  du  pDljnAme  douné. 

Nous  répéltiTMis  enpore  que  si  l'on  retranche  iinmédialement 
le  cmé  du  {«emier  terme  U  r^ciae,  le  premier  terme  du  nou- 
<eui  poljwftine  aînù  obtenu  es^  le  aeeonil  di)  pDlsndme  Briaiîtjr 
ordonné;  par  conséquent,  wisî  que  nous  l'ayons  bit  v(Hr,  1^  d^nx 
premiers  termes  du  polynôme  donné  fournissent  de  suit^  le^  deux 
premiers  termes  de  la  racine. 

227,  Od8rh¥at[oii.  Si  le  polynôme  proposé  ren Armait  plusieurs 
U'rmes  conlen>i|>t  k  lelti'e  principaie  à  lu  iiiiïiiic  puissance,  il  Tau- 
drait  les  réimir  en  un  seul,  comme  on  Vu  vu  pour  Ui  diviBion  u"  80j 
Caja  ne  pont  présenter  de  dilllctillé  -,  ainsi  suit  it  extraire  la  racine 
carrée  de 

0(1  ovdonniitit  par  rajiport  à  0,  on  aura 

!t-(' -  30n'È' +  9iiV  I  n'  — ^Ooi'c+ieiV  1  3a<  —  Baé' + 
+  256'    I  |"ë? 
.■Î0a>6*  — -ISi'n' 

B   24o'i'e  — 40o&'c+  iqfiV 

^  0 


Le  racine  carrée  du  prcnii^r  U.iiui:  Su'  iluuuc  le  premier  terme 
delà  racine,  et  le  quotient  du  second  terme  — 30a'i'  par  le  double 
de  3a*  donne  le  second  tfrmo  de  la  racine;  puis  en  soustrayant 
!e  double  produit  —  30aV/  des  deux  termes  trouvés  à  la  racine 
plus  les  canvs  tU:  chacun  di.'  ces  li'rrnes,  il  reste  le  polynAme  R 
iliiut  le  iireniipr  tenue  iiu'b'c  divisé  par  6rj'  donne  le  trcdsième 
terme  Ab'e  et  linalemeiit  conduit  à  un  reste  nul. 

ScouB  I.  Il  n'est  pas  indispensable  de  réunir  en  un  seul  terme 
ceux  qm  contiennent  la  lettre  d'ordre  avec  le  même  exposant;  il 
suffit  de  laisser  ces  termes  dans  le  pi^nAme  donné  à  la  place 
qu'tb  doivent  occuper  à  on  les  ordonne  par  rapport  H  nne  autre 
lettre  ou  simplement  de  les  placer  h  la  suite  les  uns  des  autres. 

Pour  le  faire  voir^  reprenons  le  polynAme  donné  et  disposons^ 
comme  il  suit  : 

9tt'  — aOaW  +  Sia't'e+ÎÏSflV— «ta*»c+  IBtV. 
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Ce  polyDàme  (tsl  ordonné  en  décroissant  par  rapport  à  a;  mats 
nous  avons  placé  les  deux  termes  Sin'i'c  et  23(:'ft'  en  los  ordon- 
nant en  croissant  par  rapport  à  6  parce  que  nous  avons  vu  que  k 
lettre  b  se  comportait  ainsi  dans  les  autres  termes  i  cependant  il 
n'y  a  pas  obligation,  et  l'on  voit  que  l'on  peut  opérer  sur  ce  poly- 
nâme  comme  bous  l'avons  fait  plus  haut. 

Aima  KuarLB.  Soit  le  polynAme 

lOed  +  rf"—  4fl*É* + aSc*  —  SOoftV 

^i,  ^on  l'wdonne  par  rapport  h  a,  contient  deux  termes  avec  a 
à  la  première  puissance.  Nous  l'ordonnerons  comme  à  l'ordinaire, 
mais  en  plaçant  ces  deux  termes  h  la  suite  l'nn  de  l'autre  sans 
nous  inquiéter  lequel  sera  le  premier,  et  nous  aurons 

lo'i'  —  ioh'd  —  20a6'c  +  53k'  +  </'  +  lOrrf. 

On  voit  qiiii  les  derniers  lermes  i^ux-riii'mes  qui  ronliennciil  la 
lettre  d'ordre  avec  l'exposant  zéro  ont  été  mis  sans  aucun  ordre, 
mais  toutefois  après  les  puissances  1  de  a. 

Et  voici  Gomm«it  on  pourrait  opérer  :  on  priendndt  la  racine 
carrée  du  premier  terme  comme  à  l'ordinaire,  ce  qui  donne- 
rait 3ab^i  puis  on  diviserait  le  second  terme  par  40^*,  ce  qui 
amènerait  à  la  racine  le  terme  —  «i  ;  on  ferait  le  carré  des  deux 
termes  de  la  racine,  et  soustrayant  du  polyndme,  il  resterait 

—  iOab^c  +  roc'  +  iOed  ; 
divisant  le  premier  terme  par  i'i/i' ,  on  nurait  le  troisième 
terme  — 5c,  puis  faisant  le  double  produit  du  premier  terme  de 
laradne  par  le  troisième  et  le  double  proiiiiil  du  second  par  le 
troisième,  plus  le  carré  du  troisième  et  souslraymit  du  reste  pré- 
cédent, on  trouverait  zéro.     (Vuir  n"  229,  d'autres  applications.) 

.SiOLiE  11.  En  considérant  la  formalion  d'un  carré  (n-aSA),  on  peut 
conrlua'  et  démontrer  qu'un  carré  qui  contient  trois  termes  à  sa 
racine  est  composé  de  six  termes  au  plus;  par  conséquent,  tout 
polynôme  de  six  termes  comme  celui  ci-dessus  ne  peut  avoir  plus 
de  trois  termes  à  sa  raci[:e,  et  ciiiimie  pour  obtenir  ces  trois 
termes,  il  ne  nous  faut  que  les  liuis  pienjiers  termes  dti  poly- 
nôme donné  et  ordonné,  il  résulte  qu'une  fois  les  trois  premiers 
termes  de  ta  racine  obtenus,  nous  n'avons  point  besoin  de  nous 
inquiéter  des  autres;  car  la  soustraction  que  l'on  doit  faire  casuile 
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unènera  un  resle  nul  si  le  polynAme  est  un  carré  exact;  ainuu,  il 
Bera  inutile  d'aller  plus  loin,  puisqu'on  sera  alors  certain  que  l'o- 
pératwn  ne  peut  se  tenniner,  le  pdjndoie  ne  pouvant  avoir  une 
latine  exacte  de  plus  de  Iroig  termes. 

ScouR  lu.  Autra  eoê  d'impouibiltli,  Ilestavimtageux  de  ne  pas 
tenter  inutilement  une  extraction  de  racine  euiée,  et  alors  on 
reconnaîtra,  1*  qu'un  bin&me  n'a  pa$  de  racine  exacte,  puisqu'il  ne 
peut  être  un  carré[  n'  57), 

2-  Il  spra  inutile  de  chercher  la  racine  d'un  trînûme  ordonné,  si 
n  ^7)  les  i\vm  termes  exlrfimes  nn  sont  pas  fies  carrés,  et  si  celui 
du  milieu  n  ■■st  pas  le  doubli'  produit  des  racines  carrées  des  deux 
autres;  mais  si  cescondi'iou^  .-iont  irmj,lri-^,(»i  aiirc  de  suite  la  ra- 
<\iic  du  irinomc  en  exlrnynit  lu  i-licih"  i/t'i  df<>j:  tvrmes  extrêmes 

affectant  les  deux  racines  du  même  signe,  ni  le  troisii-me  terme 
au  milieu  c.ï(  /lositif,  ou  de  signes  contraires,  si  ce  terme  est  négatif. 

Ainsi,  le  trinôme  \a'  —  28a'6' +  49a'ô'  remplissant  les  condi- 
tions voulues  pour  être  un  carré,  nous  prenons  les  racines  2o' 
et  lab*  des  termes  extrêmes,  et  comme  le  terme  du  milieu  est 
négatif,  nous  en  concluons  que  îa*  —  laV  ou  Tofi* — 3a*  est  la 
radne,  ou  pour  mieux  dire  une  des  deux  radoes  du  biuAme  pro- 
posé. 

Et  puisqu'un  binAme  élevé  au  carré  ne  pont  donner  que  trois 
termes  et  qu'un  IrinAme  en  donne  plus  de  trois,  il  en  résulte  que 
la  racine  carrée  d'un  IrinAme  ne  peut  être  qu'un  binôme  (n'  47). 

Nota.  La  composition  du  carré  d'un  binôme  nous  fait  voir  que 
4a'  —  lOuft'  —  16fi'  n'est  pas  un  carré,  quoique  la  valeur  absolue 
des  termes  extrêmes  soit  un  cârré  et  que  le  terme  du  milieu  soit  lo 
double  produit  de  lu  racine  de  letir  valeur  absolue;  mais  lo  terme 
—  1C6'  n'est  pas  un  carré  {n°  201). 

228.  ScûLiK  IV.  On  observera  que  si  l'on  a  les  deux  premiers 
termes  d'un  trinôme  carré  exact  ou  deux  lirnies  i]ul  puissantètre 
considérés  comme  tels,  c'est-à-dire  que  l'un  dii^  IcLines  soit  un 
carré  et  que  l'autre  contienne  la  racine  de  ce  premier  terme  mul- 
tipliée par  n'importe  quelle  quantité  numérique  ou  algébrique,  il 
«tffil  alon  pour  compléter  ee  trinime  et  qu'il  mit  m  carré,  d'ajouter 
Bux  deux  premier»  termes  le  carré  de  la  moitié  du  coefflcitnt  lotai 
du  second,  c'esl4i-dire  tout  ce  gui  dans  ce  second  terme  affecte  la 
racine  du  premier,  soit  en  nombres  ou  en  lettres. 


i\b  tLÈueiirs  d'aIgëbbe. 

Par  eiemple,  à  l'on  avait  a:*  —  ^       dont  le  lecoUd  terme 

conlient  la  racine  x  du  premier  multipliée  par  —  ^  a,  on  pren- 

drfaU  la  moilii  cë  coefildeilt  et  l'on  éjouterait  son  èartO  ^a* 
eux  deux  autreG  teiiiies,  ce  qui  donnèrent  le  trindme 

-  -      -f      "  carre  parfait, 

Dono  toutes  les  fois  que  l'on  voudra  compléter  un  Irimlmp  carré 
quand  on  aura  deux  tenues  de  la  forme  x'  ±  ax,  il  suffira  d'à- 
jouter  le  carré  de  la  tntiilié  du  cvefficient  a. 

Soient  doue  les  di'ux  tenues  — 2jr+  ix'  on  .ix*  —  4r; 
nous  ne  prendrons  pas  pour  troisit^nii^  tiTuie  le  carré  de  la  moiliA 
du  coetlieieiil  —  2  Ae.  x,  car  ou  —  ie  est  la  racine  du  pre- 
mier terme,  mais,  suivant  la  rfgle  ci-dessus,  nous  prendrons  seu- 
lement le  carré  de  la  moitié  du  coeQidenl  de  cette  racine,  c'i-sl- 
à-dire  le  carré  de  la  moiliu  de  ±1,  puisque  (n°'  H  el  i9]  on 
trouve  que  — tx= — 1x2a:  ou  que  — 2t=;Ix — 2^;  nous  pren- 
drons donc  à  notre  volonlé  le  carré  de  la  moitié  de  1  ou  de  — 1, 

ce  qui  donne    ^.  ci  alors  le  trinôme  carré  sera    ix' — 2j:4-^- 

Si  l'on  aoait  deux  termes  gui  (\is3ent  det  carrés  positifs^  il  est 
clair  qu'il  suSirait  pour  obtenir  un  trinôme  carré  de  leur  ajouter 
le  double  produit  de  la  racine  du  premier  par  la  racine  du  second, 
en  raisantprécédercetroidème  temiedudoubleûgnc  ±;  sidonc 
on  avait  o*  et  b*,  on  ajouterai  =tz2a&,  car  o'-t-^*  +^  ^ 
un  carré  comme  a*  4-  ^* — 

SU9.  Aeriim  sionss  D'iiiroasiBiLHi.  Il  existe  encore  d'autres 
signes  d'inipossibilit^  que  lecalciil  fait  apparatlre;  ainsi  lorsque 
le  pnlynfimè  dont  on  vettl  extraire  la  racine  est  ordonné  par  rap- 
port aux  puissances  décroissantes  d'une  lettre,  si  l'on  est  conduit 
à  mettrë  à  la  racine  un  terme  dont  l'exposant  de  cette  lettie  soit 
plus  pelll  que  la  molUé  de  l'exposant  de  la  même  lettre  dans  le 
dernier  tei'me  dU  polynôme,  on  est  assuré  que  l'opération  no  se 
terminera  t>as  et  qué  le  {lolynôme  n'nt  pas  un  carré  parfait,  c'est- 
&-(Urê  llu'tV  n'y  à  pmni  de  qmntitét  rationnetlet  qui,  multiplié 
par  ellei-mêïïuti  lûêni  prodmt  ce  potyn&me. 
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En  effet  ai  l'opéralion  te  terminait!  polynôme  s»ait  le  carrô 
de  la  racine  trouvée,  cl  d'api-i-s  In  composition  d'un  pmdnit  or- 
doDBê,  il  réfluitbrait  que  le  carré  du  dernier  terme  de  l^i  racine 
donnerait  le  dernier  lerliieilu  polynôme;  mais,  pnnr obtenir  ceré- 
iultat,  il  faudrait  que  ie  dernier  terme  de  la  ruuino  na  cmiliitt  pas 
UD  exposant  de  la  leltro  prinoipaie  plus  petit  que  la  moitié  de  l'ei- 
poeaot  de  )■  même  lettre  dans  le  dernier  terme  du  polynôme,  et 
c'est  ce  t|ui  est  contrure  à  notre  hypothèst;;  donc  on  peut  conclure 
qua  l'opération  ne  ee  terminera  pas. 

S'  Sih  polynâmie  ^litit  ordonné  puf  rapport  auxputtianeëitfoii' 
umtes,  on  en  déduirait  les  iiiëniés  coitséqnences,  si  l'on  était  con- 
duit A  mettre  à  la  t-acine  un  tftmednns  lequel  l'èxpbsatltdelaletUV 
d'Ordre  àerait  plliS  Fort  t]UK  la  moitié  de  l'cipdiatit  tN  la  Uieme 
lettre  dahd  Ib  detniet  terme  du  polynôme. 

y  II  est  clair  également  guè  quellé  que-  fût  la  iliatiièi'e  d*OMlt>H- 
Der,  si  Tort  troitvail  S  la  racine  un  terhie  ddnt  l'exposant  de  là 
lettre  principale  serait  la  lUOitië  dé  l'exposaiit  de  la  mStttë  lëltrè 
dans  le  derniet'  terme  du  pol;^nOtné  et  que  lé  reste  ne  fût  pat  nul, 
il  serait  inutile  d'aller  pllis  loin  puisque  l'oh  rétombérdlt  diUlS  le« 
cas  ci-dessus  considérés. 

■1"  Si  un  potifnftine  ordonné  ne  contient  aucun  dénominateur  nu- 
mérique ou  littéral,  on  peut  filre  certain  que  ce  polynôme  n'esl 
pas  un  carré  exact,  lorsque  l'on  parvient  à  un  reste  ordonné  dont 
le  premier  terme  n'est  pas  exactement  divisible  par  le  double  dti 
flHtliiëbtërflle  de  la  i4icinë,  éBril  est  évident  l]ue  II  le  pti»il»l^e 
d'un  reste  quelconque  n'est  pas  divisible  par  le  double  du  i>remter 
iermé  dd  là  t'abiné,  il  kul  Ulors  tâHiH  i  la  racine  un  terme  sOdS 
forme  de  fraction;  ortoule  quantité  fractionnaire  contient  une  friic- 
tton  à  son  carré  (n'SOS),  et  il  faudrait  alors  que  le  polynôme  donné 
renfermât  des  dénominateurs,  ce  qui  est  contre  noire  hypotbËse. 

S"  Bans  le  cas  oit  le  polynôme  contiendrait  des  dénominateurs,  et 
que  ces  dénominateurs  ne  coni tendraient  pas  la  lettre  principale,  si 
l'un  des  termes  de  la  racine  se  présentait  sous  la  forme  de  fraction 
contenant  la  lettre  principale  en  dénominateur,  ce  serait  un  signe 
que  l'opération  ne  se  terminerait  pas,  [)itcé  (Jne  la  racine  renfer- 
merait alors  un  terme  dont  l'exposant  de  la  lettre  principale 
serait  plus  petil  que  là  moitié  du  plùï  t>elit  e^poMtit  de  la  mâme 
lettre  dans  le  polynôme  donné,  ce  qui,  d'après  ce  que  nous 
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avons  déjà  dit,  ferait  que  cette  racine  ne  reproduirait  pas  le  poly- 
nùmo. 

Quelques  explications  ne  seront  pas  inutiles;  d'abord  nous  fe- 
rons observer  qu'il  faut  faire  «ne  distinction  entre  la  pol^nâma 
amxtdêrét  pour  en  extraire  la  racine  exacte  et  ceux  que  nom  (oont 
contidirés  précédemment  pour  être  divisés  exactement  ;  dana  ce  der- 
nier cBSj  noas  avons  toujours  supposé  que  ces  polyndmeB  étaient 
entiers  pur  rapport  aux  lettres  et  aux  nombres  qui  pounîent  en- 
trer dans  leur  composition,  ce  qm  revenut  il  dire  que  ces  polj- 
nflcnes  n'avaient  point  de  déomninaleur  numérique  et  que  le  pins 
tuble  exposant  entier  des  lettres  était  zéro;  mais  dans  l'extraction 
de  la  racine  carrée  d'un  polynôme,  il  ne  s'agit  plus  de  la  recherche 
d'tm  quotient  entier  complet,  niais  d'une  racine  exacte;  par  consé- 
quent si  II!  polynârne  qui^  l'on  cousidËre  contient  des  fractions,  il  a 
pu  provenir  d'imi!  uxpmssiou  ri  actionnaireélevéeau  carré,  et  alors, 
s'il  est  un  carré,  ou  peiit  et  l'on  doit  trouver  une  radne  exacte  con- 
tenant un  ou  pluiiiRurs  termes  fractionnaires. 

Si  l'on  considérait  un  polynAme  ne  contenaot  pas  de  lettre  en 
dénominateur  et  en  parUculi»  la  lettre  primàpale,  on  vemiit  un 
signe  d'impossibililé  dans  sa  pi«sence  dans  un  déuominateur  de  la 
radoe,  car  ce  polynAme  n'ayant  pas  alors  d'exposant  plus  &ible 
que  zéro,  le  carré  du  terme  qui  contiendrait  une  lettre  en  déno- 
minateur donnerait  un  tenne  afiecté  d'un  exposant  plus  faible 
que  zéro. 

n  suffit  de  se  rappeler  que  -  =  m  "  ;  or  —  i  est  plus  petit 
que  I  ou  0,  et  le  carré  de  ce  terme  serait  de  la  forme  tir*^' 
ou  nr*. 

6*  Les  explications  précédantes  nous  font  mit  aussi  qoe  tout 
p(riyndme  ordonné  tfont  le  premier  et  le  dernier  terme  ne  sont  pat 
da  earrH  n'est  pas  lut-mÂne  nn  carré,  et  môme,  toisqtt'îl  en  est 
ainsi,  cela  n'est  pas  sufilsant  [n°  337). 

AuiRBS  ArFUCinem  d'extraction  de  racine  carrée. 

Bml  à  extraire  la  racine  carrée  de 
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Nons  disposerons  ainsi  les  opérations 

+  34»  I  i"ââ6* 


Après  avoir  ordonné  et  pris  la  radne  ab*  du  premier  terme, 
ri  nous  divisons,  suivant  la  règle,  successivement  chacun  des  termes 
partiels  composant  le  second  terme  du  polynôme  par  le  double  dn 
premier  do  la  rncine,  nous  aurons  les  trois  termes  de  la  racine; 
car  cette  divi^iuji  tlmmv  dt:u\  termes  et  on  obtient  ensuite  zéro 
pour  reste. 

L'extraction  de  in  raciiic  carrée  est  présentée  par  quelques  au- 
teurs d'une  manière  un  peu  différente  en  apparence,  et  nous 
sllODS  en  donner  un  exemple  afin  que  l'on  n'ait  aucun  embarras. 


l'+iaa?— SaW— ISta»  1  a?— io«i*+9o*i'+6<A!+o» 

—  ao 

-te"— *aV  


iîi»+4aa?— «0*1— o 


ExFLKUTioii.  Le  ptdynôme  contenait  deux  termes  en  a:*  qne 
nous  avons  réunis,  on  aurait  pu  également  réunir  les  deux  termes 
en  a". 

On  prend  comme  àl'ordinùre  la  radne  carrée  du  premier  terme, 
ce  qui  donne  le  premier  terme  x*  de  la  racine;  on  soustrait  te 
carré  de  ce  terme  du  polynéme,  ce  qui  donne  un  premier  reste 
que  nous  n'écrivons  pas,  puisqu'il  suffit  de  procéder  suivant  l'usage 
B  la  division  du  second  terme  iax^  par  le  double  'îx'  du  terme 
mis  à  la  racine,  ce  qui  donne  iax'  pour  stcond  itinie  de  l;i 
racine,  et  ici  commence  la  différence  dans  la  m;iiiiLM  e  d'opéri:r, 
parce  que  l'on  écrit  aussi  ce  second  terme  à  câlé  du  doubli;  du 
premier etl'OD  multiplie  alOTS  2x'-|-2ax'  par  Sox*  poursous- 
Indrele  produit  sur  ce  qutresttdtdu  polyntaiedonné;  ce  qui  amène 
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le  second  reste  —  6n'x'  plus  les  Cinq  dernieM  terme»  du  poly- 
nôme que  nous  n'avons  pas  écrits  pour  plus  de  simplicité. 

On  divise  comme  k  l'ordinaire  le  premier  terme  — OaV  par 
le  douille  du  premier  lerinc  de  la  racine,  ce  qui  donne  —'M'j: 
pour  troisième  trrnie  dp  la  racine  et  que  l'on  écrit  aussi  aiwics- 
soiis  de  cette  racine  à  cdlé  du  double  des  deux  premiers  termes, 
cl  alors  on  multiplie  ces  trois  termes  ^'-{-iax*  —  3a'x  parle 
deiiiier  Su'a:  et,  du  reste  précédent,  on  Boiiflrait  le  produit 
-^Wx*-^i9i^3^  -\-  dit'x*;  te  qui  amène  le  bolBième  teste,  tur  te 
pietbiflr  tbhnH  duqUël  oit  oftère  bomtlië  &  l'tirdihËire  eil  U  dlti- 
9Bnt|ttr  SiV  On  ttiât  donc  le  quoti^t  —d  la  moine  et  su-»- 
deuous  on  illbt  M  terme  k  cAté  totl|unra  SU  double  de  diaôtm 
<les  termes  précédents,  en  multipliant  ensuite  ce  polydâtne 
par  — 0,  etc.;  il  est  alié  de  vdr  que  cette  roamère  d'bpâHr  rëntie 
tlans  celle  du  n'  SSS  et  est  celle  employëe  en  arithmétique. 
Nota.  Leterme  — l2a*]x*  étant  équivalent  à  — lîa^x* — Sox* 

-«•I 

lors  de  la  soustraction  de  lâa'x',  il  reste  alora  ~-9ax'. 

&60i  BiimincATioH.  Lorsque  les  polynômes  dont  ou  VeUi  extraire 
Il  rtoirie  ite  «ont  pas  des  carrés  parfaits,  on  peut  quelquefois  lU 
simplifier  au  moyen  du  procédé  et  du  principé  ctposéB  atl  tl*  Sl(k 

Soit  l'expresûon   ^3a4'  +  46'  —  2a'6* 

dont  on  ne  peut  avoir  la  racine  exttcte  de  la  quantité  sous  le  »• 
dfcal;  on  remarquera  qu'il  y  a  un  facteur  commun  b*  à  tous 
les  termes,  et  alors  le  ti-inàine  sous  le  radical  pourra  être  rem- 
placé par  (3H  +  4i.'  — 2u'i)i'  et  [n»  210)  on  aura 

par  les  mêmes  considérations,  on  trouvera  que 

Va'tc— 0(i6'f  +  9i.'c  =  (a  — 3*)v'6ëï 

capon peut changcrce qui estsouslcradical  en  (a'— 6a64-9b')Ac, 
et  sous  cette  forme  on  voit  qué  le  factelir  ehtrt!  parebthëfics  eSt  lè 
carrédc  a— 36  {n°303),  oudë  le  fatAâtir radical  qui 

reste  maintient  d'ailleurï  lés  deiii  vhiâàrs  [tr*  Sfl}. 
Ces  simpliliàktloiis  Uià^al  évldemifietit  qu'il  y  ^  lifl  ftitiMttt 
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commun  A  tous  les  tetmei  et  qiîé,  partili  lëS  bctoiirs  résultant, 
il  yen  ail  un  moins  un  qui  soit  un  cRri'é;  mais  qiinnil  ce^  fuctt^urs 
sont  di'S  polynômes,  il  n'est  pas  tmijours  facile  de  distingniir  îi 
première  vue  si  ce  sont  dos  carréB,  ^t  pour  s'en  assurer,  il  Tuiit 
généralement  essayer  l'eitractio»  de  li.-ui-  racine. 
Ainsi,  par  exemple,  soH  lé  poIynAme 

ia^bcmx^—ia'6*cnix* + a'e'nix  ' + a*b'm—ia'b*m + ia'b'm 

rionl  on  veuille  avoir  la  racine  carrée, 

Ancnn  tfrmfi  ii'élant  un  carré,  on  rcconnnit  qu'il  n'y  apHa  de 
racine  csnclp;  mais  un  voit  aussi  qu'il  y  «  un  facImircDinmtln  û*ttj; 
alors,  en  ordonnant  ce  polymVtie  par  rapport  ft  e,  je  BupfKUë, et 
meUant  a'm  en  évidence,  il  vient 

(c'x^  +  (ate»  — 46'jr»)c  -f.  i» — 46*  +  «•) 

D'abord  on  pourrait  simplifier  en  prenant  a\/m  pour  rem plocer 
la  racine  de  a'm,  mais  nous  devons  chercher  si  l'autre  facten^ 
ne  serait  pas  par  hasard  nu  ciirré  rn  l'mployant  la  rt'gle  ordi- 
naii-e  n°  Cette  opiiralion  nous  ilonnii  pour  racine  exacte 
cr*  +  6  —  26',  et  alors  ou  iiura 


V  2a'6cmx'  —  ia'b^cmx'  +  uVmx-  +  u'b'm—U'b^in  -f  Wb'm  = 

[ex'  +  0  -  2fc')       =  [ex*  4-  6  -  26')  0  v^, 
qui  est  une  expression  bien  simplifiée. 

SI5I.  Quand  on  adiiiiii  des  luriues  irralionafils  dand  um  nrine^ 
on  peut  parvenir  d'une  aulre  numiëre  à  obtenir  quelquefois  la  ra- 
doe  d'an  polynAme  qui  n'est  p^is  un  dné. 

Cm  considérations  nous  serviront  dims  là  théorie  des  éqiu- 
tions. 

Soit  donc  un  twtyïiAitid  t  brdoDbâ  et  dont  le  premier  terme 
n'est  péÈ  un  carré. 

Il  est  clair  que  ce  poIynOme  ne  peut  avoir  de  racine  rationnelle; 
mais  l'bn  (iretid  In  racine  dtl  Minier  teflrie  en  l'expHmant  au 
moyën  du  âignb  radical)  bn  pobi4-a  éoHtinut!t  rdpâralton  (tomme 
âl'otâihiLU«,  et  tà  l'tota  (Hlrilcilt  9  un  reste  nul,  on  dUi4  dlors  une 
racine  finie  composée  de  termes  irralidnn&lS, 


818  6léme>ts  d'algèbee. 

Supposons,  en  effet,  que  à'm  soit  lo  premiei'  le.rme  decepo- 
lynAme,  su  racine  sera  exprimée  par  a\in,  n  étant  un  facleup 
rationnel  et  <ijm  un  radical  réduit  autant  r|u'il  est  possible;  le 
second  terme  s'obtiendra  en  divisant  le  second  terme  du  polyndme 

par  9a<Jm  et  sera  de  la  forme  -4=  (N°ÎI9.) 

Les  deux  premiws  termes  de  la  radae  seront  donc  équivalents 

à   ^a+^^^i  le  carré  du  preniier  terme  de  la  ra»ne  donnera 

une  quantité  rationnelle  a*m  qui,  soustraite  da  polynAme,  fera 
.  évanouir  le  premier  terme;  de  mâme  le  double  produit  du  second 
turme  de  la  radne  pnr  le  premier  fera,  au  moyen  de  la  soustrac- 
tion, évanouir  le  second  terme  du  polynAme,  et  cnrm  le  carré  du 

second  terme  étant  une  quanUté  ralionnello  oit   ~  'don- 

nera aussi  par  la  soustractioD  un  terme  rationnel,  puisque  le  po- 
lynAme est  supposé  rationnel. 

Le  prends'  terme  de  ce  rate  rationnel  <UTisé  par  9ai/m  don- 
nera à  la  radne  nn  troinème  terme  de  la  forme  ~  ou  ; 


etainù  de  suite. 

ffi  donc  on  parvient  à  un  reste  nul,  le  nombre  des  termm  delà 
racine  sera  limité  et  cette  racine  sera  de  la  forme 


(«  +  ^  +  ~+etc.)^. 


c'est-b-dire  cette  radne  sera  le  produit  d'un  polynAme  rationnel 
par  un  facteur  irrationnel  introduit  seulement  par  la  radne  cairée 
du  premier  terme  du  polynAme. 

foiit pour âp;i/inif ion  le  trinAme  aa^-^-bx+c  danslequel  à 
n'est  pas  nn  carré,  msîs  dans  lequel  n,  6  et  c  sont  suscep- 
tibles de  prendre  des  valeurs  Idiee  que  le  IrinAme  ût  uae  radne 
exacte  de  l'espèce  d-dessns. 
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Noos  poserons 


En  faisant  les  opérations  habituelles,  on  obtient  le  premier 


teme  ajy'a,   puis  le  second    (  en  observant  que  — ^ 


lieu  de  continuer,  puisque  l'on  serait  conduit  i  mettre  h  la  racine 
on  terme  dont  l'exposant  de  la  lettre  principale  x  serait  plus 
petit  qafl  la  moitié  de  la  m£me  lettre  dans  le  denuer  terme  c  dn 
polyn&me  (n"  68  et  339). 

Le  polyndmc  donné  n'a  donc  point  de  racine  exacte,  niËjne  en 
lermes  irnilionnels,  mais  en  altribuant  aux  coefficients  n,  b  et  c 

des  valeurs  numériques  telles  que    c    soit  égfil  à  alors  le 

reste    c  —  ~  s'anniilaol,  le  trinôme  aura  dans  ce  cas-là  pour 


racine  complète    X'/â-\  —    ou     (x-\-  g-)  composée 


d'un  facteur  rationnel  biuAmc  et  d'un  facteur  irrationnel  en- 
gendré par  le  prrniirr  ferme  du  polynôme  [néanmoins,  celle  ra- 
cine Cfl  ralionnelli:  pnr  rnpjiiirl  à  x]. 
Nous  reviendrons  lii-ilB.--sus  n"  270. 

ScoLiB  i.  Les  valeurs  qu'il  faut  attribuer  aux  coefficients  pour  que 
le  trinéme  ait  une  racine  finie  et  complète,  composée  toutefois 

d'un  foctenr  radical,  se  déduisent  iacilement  dn  reite  c — 

4a' 

car,  puisqn^  faut  que  ce  reste  soit  nul,  il  suffit  de  l'égala  &  téio, 

6*  ^ 
^  alors  on  a  e  —  t- =0;  d'où  0  =  —  ou  ft'  =  4ac;  par 

4a      '  4a  '  ' 

conséquent,  eu  domiant  des  valeurs  arbitraires  à  a  et  6  par 
exempte,  on  trouvera  celle  de  e. 


est  égal  à 
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On  peut  TUT  que  Ift  condition   es—  rentra  dam  odie 

énoncée  Scoub  111,  n°  fX7  ;  car  il  «a  résulte  que  le  troisième 
terme  c  du  trinAnie  (eopsidérâ  est  ansaï  un  carré  de  ia  même  es- 
pèce que  le  premier  terme  (ue*  qui  a  une  racine  irrationnelle 
quant  à  a,  maïs  rationnelle  par  rapport  à  x;  car  6*  est  un 
carré,  ainsi  que  i  coefficient  de  a.  De  plus  le  second  terme  bx 
dit  tnddoie  est  Ve  double  pmduit  4e  U  rapine  du  premier  terme 
pw  celle  du  troisième,  ce  qui  se  voit  en  considérant  que 
2x^X^=3x^1  et  commode  b*=iac  il  résulte 
b  =  i\/ac,      on  a      ^i/âc  =  bx. 

Nous  arrivons  ainsi  par  une  autre  voie  aux  mêmes  funséquences 
que  celles  nienlionnép,';  n»  927  pour  lu  composition  d'un  triqânie 
larré,  et  il  rn  sera  toujours  ainsi  en  algÈlnvi. 

Boit  pour  l'xeitiple       \'''îx'  -\-  K.c  -j- 

On  trouvera  une  racine  ratinnnollo  et  ratuplète  par  rapport  k  x, 
mais  imitionneU^  ep  réalité,  puisqu'elle  est  égale  à  ^â, 
ainu  que  cefft  résulte  des  opérations  ci-dessous 


Scoub  II.  La  trinâmet  et  ^énérftlcment  les  potjpfàmet  tiaeep- 
fiblei  de  donner  de  pareilles  racine*  ne  peuvent,  étant  ordomèa,  avoir 
pour  dernier  terme  un  carré;  car  d'nprès  ce  que  nous  supposons, 
le  pi'PiiiiiT  Icruie  n'étanl  pas  un  carré,  le  diviseur  provenant  du 
double  du  prcMiier  Icrinp  de  |a  racine  sera  invilionnel  et  par  cim- 
sêquent  tous  les  termes  de  lu  racine  seront  irrationnels  comme 
nous  l'aTfflis  vu. 

Or,  qifelleqw  sçtit  la  snauière  d'ordonperquc  l'on  adopte,  ondoit 
toujours  obtenir  le  mbne  résultat.  SI  donc  on  ordonne  en  sens 
(MDtraire,  le  dernier  tenue  que  noua  suppooma  un  earré  deviendra 
le  premier;  sa  racine  s'obtiendra  exactemoit  et  le  double  de  cette 


s/2 


On  observera  que 


r^pm  iert)  h  ditlsaiir  fi(»stlU)t  nBtkmqel  qui  servira  à  obtenir 
tM  anUiw  l^riDW  dft  b  n«}»^  W  réHdt^  que,  pfir  la  mamâM 
d'(^)ér^,  on  ne  pourra  trouv»  un  tenue  fri^onnel  à  la  racine 
comme  on  le  devrait,  puisque  le  dernier  terme  qui  était  le  premier 
n'a  pas  de  racine  exacte  ;  d'un  autre  côté,  quand  on  supptiscrnit 
qu'il  pourrait  en  Sire  ainsi,  la  racine  s(!  composerait  alors  dti  termes 
l'alionQels  et  d'un  terme  irrationnel  ;  aon  oarré  conticudmil  ilone 
lies  termes  irrationnels  ei  ne  pourrait  reproduire  le  polynôme 
donné  supposé  rationnel.  (Voir  u'ili.) 

ScoLiB  III.  peut  obtenir  d'une  autre  manière  la  racine  d'un 
polynôme  dQçt  le  premier  teriue  n'est  pas  un  carré,  lorsque  les 
relations  entre  les  coefficients  le  permettent. 

Soit  donc  toujours  a'm  le  premier  terme  de  ce  polynôme  or- 
donné, si  l'on  multiplie  par  m  tous  les  termes,  on  obtiendra  un 
nouveau  poLyndme  dont  le  premier  terme  sera  un  carré  ;  par  con- 
séquent là  facîne  du  premier  terme  sera  rationnelle  et  les  ^ufreB 
termes  que  l'on  obtiendra  en  divisant  le  premier  terme  de  clfaque 
reste  par  le  double  da  premier  terme  de  la  racine  seront  ration- 
nels, pe  quotient  de  deux  quantités  ratÏQnnelles  étant  de  mém^ 
nature];  la  racine  totale  sera  donc  ttm-j-6-\-c-\-^a.,  (a,  6,  etc. 
étant  dc^  quantités  quelconques  rationnelles);  mais  \p  poljnjlme 
ayant  été  multiplié  par  m,  il  est  clair  que  pour  avoir  la  racjpe 
du  polynôme  donné,  il  laudra  diviser  la  racine  Iffluvée  pw 
{ta&Dts  4p  lacteiir  étr^ger}}  car  il  tmt  SVWMÈiw  que  ie  ffUy- 

nOqift  ^(qioé  pQpi     H  ffléfps       vm  été  Emdtii^  par  m, 

doit  fim  À\yiâi  par  m,  et  alflTS  AU  (Iwt  ivnm  U  nm»  l«ou*éB 

par  ym,  en  vgrtu  4u  principe 

(^r(inq  4'ÀRF^)I       sur  (e  (Fi[>Mc  ax*    àx c. 

Nous  rendrons  le  premier  terme  un  carré  en  multipliant  tdul  le 

I«zaslq«^oe  ti^ânn  obteniu  a¥efl  le  plus  de  ienoea  pwsH 
bles  serq  +  ear,  une  fois  le  second  terqie  obtenu,  on 
MOHiiult      est  ùHitfle  d'allor  {dus  loin. 

Noua  aTOOB  alors  np  reste  oc— mais  si  l'on  fojt  d^s  bjIKï' 


f'-'â 
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thèses  qui  annulent  ce  reste  indépendant  de  ;c  (x  à  la  puitsaoce 
léro  n'a  aucune  influeoce  sur  lea  quantités  qu'il  a^cte],  oii 

aum  alors  «=  j  ou  b*=iae,  et  la  ndne  complète  sera 

f  4*1  pour  le  polynAme  multiplié  par  a;  par  ccmséquent, 

pour  le  polynfime  donné,  elle  sera,  comme  nous  l'ariHu  déjik 

trouvé,  ax     -  divisé  par  yja,  d'où 

car      a  =  yfâ.'t/à. 

DES  INÉGALITÉS. 

232.  La  di.scussion  lies  problèmes  et  les  démonstrations  néces- 
silent  assez  souvent  Tmiploi  des  inégalités  auxquelles  il  est  quel- 
quefois besoin  de  faire  subir  des  transformations  analogues  à  celles 
que  l'on  exécute  sur  les  égalités  ;  mais  quoique  les  prîntnpes 
établis  pour  les  équations  soient  généralecncut  applicables  aui 
inégalités,  il  est  nécessaire  d'entrer  dans  quelques  explications, 
afin  d'éviter  des  erreurs  quand  on  iulioduit  des  quantilàs  néga- 
tives dans  les  inégalités. 

Si  l'on  prend  deux  quantités  posilives  a  et  b,  cl  soit  a  >  6, 
on  aura  toujours  un  rtisultut  positif  pour  la  difféiencf;  Ac  ces  quan- 
tités, c'est-à-dire  que  l'on  aura  toujours  o — 6>0  (n"  toi). 

Si  l'on  suppose  a  positif  et  6  négatif,  quelle  que  soit  la  valeur 
absolue  de  6  la  différence  sera  encore  poâtive  et  l'on  aura  lou' 
jours  a — è>0. 

Car  soustrure  une  quantité  négative  revient  à  ajouter  sa  valeur 
absolue. 

Si  l'on  attribue  &  tt  et  jt  des  valeurs  négatives,  on  ne  pourra 
avoir  a>b  qu'autant  que  la  valeur  absolue  de  a  sera  plus  petite 
que  celle  de  b  (n°  101),  et  alors  il  est  clair  que  la  différence  ou 
inégalité  a — b  sera  positive  et  que  l'on  aura  a — i>0. 

Nous  n'avons  point  à  nous  occuper  du  cas  oii  a  serait  égal  à 
b,  puisque  nous  ne  considérons  que  des  inégalités;  ou  ne  peut 
supposer  que  a  <  6  c^qui  conduirait  pour  les  ménii's  bypollié.srs 
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que  ci-dessus  à  trouver  que  a — b  urait  noe  quantité  négative 
ou  plus  petite  que  zéro. 
Nous  allons  maintenant  examiner  les  principales  propriétés  des 

i  [légalités. 

233.  Phincipe.  On  ne  trauble  point  une  inégalité  q-aand  on  ajoute 
au  soustrait  une  même  quantité  à  ses  deux  membres. 

(U  (juanlilé  à  gauche  du  signe  >  ou  du  signe  <  se  nomme 
le  preoùer  membre  comme  dans  les  égalités.) 

Soit  donc  domié  a>6,  on  aura  aztobdzc, 
qni  revient  il  a-foô+c        on         a — c>6  —  c. 

En  effet,  la  différence  entre  a  et  d  est  alors  positive  d'après 
le  numéro  précédent,  et  il  est  clair  qu'ayant  a>(,  il  en  résulte 
que  la  différence  {a-\-c]—{b-\-c)  sera  aussi  positive,  ainsi  que 
(a  —  c}  —  (6  —  c),  et  l'on  en  tire  cette  conséquence  que 

On  petit  transporter  un  ou  pltuieurs  termes  tTime  illégalité  d'm 
membre  data  Pautre,  en  les  éerivmt  dans  cet  attire  mnnftre  avec  m 
ligne  contraire. 

Ce  que  nous  avons  dit  pour  a>b  B'ap[4iqiierdt  à  a<b, 
car  d'ailleurs  de  a<h  il  résulte  h>a  et  l'on  raisonnerait  sur 
cette  expression ^comme nous  l'avons  fait  sur  a>b. 


Soient      7>3  on  aura  7  +  2>3  +  2 

7<8    7-|-*<8  +  4 

— 6<— 4    _6-i-9<— 4+9 

— 6<— 5    _6— 7<— S— 7 

'»>'+^  \^\--\X\ll 

'+^'>^-^   j 

CoBOLUiBK.  On  peia  changer  tous  les  signes  des  terme»  d'une  iné- 
galité seau  la  troubler,  peunm  gue  Von  remerse  le  signe  d'inégalité, 
car  cela  rerient  à  tisire  passer  tons  les  termes  d'un  membre  dans 
l'autre  et  rédproqoement. 

Ainsi  ia+7— 4>B— 3+8  donne  —12— 7+4  <— 5+3— 6. 

334.  Une  inégalité  tfest  pas  troublée  lorsque  Von  multiplie  ou 
diviie  les  deux  membres  par  une  même  quantité  positive. 


322  ÉLËMËflTS  d'algèbre. 

Snit  l'inégalité   a  >       et     m    la  quantité  paiitive, 
on  peut  en  conclure  am  >  im  ou  —  >  —, 

EnefTet,  la  différence  a—b  étant  positive  [n°  333],  il  est  clair 
que  am-~bm  doDnera  une  différence  ou  inégalité  positive,  et 
de  om— 6m>0,  on  tire  am>bm  (n"  233). 


On  ferait  voir  de  même  que 


est  une  diSécence  po- 


sitive doDQBQt  alors  l'inégalité  positive  —  t-—  >  0, 
d'oitl'oa  tire  m'* S' 

On  s'appuie  sur  ce  que  lé  produit  ou  le  quotient  d'une  quantité 
poùtive  multipliée  ou  divisée  par  m  positive,  est  positif  aueai. 

Ainsi  de       4((>36     t»)  tira  lSa>156 
de     — a<— 6    — 5(i<— 5i. 

Cette  pro(«iétj  sert  k  faire  disparaître  les  dénominalenit  d'une 
inégalité. 

Ainsi  l'inégalité  î^>î±^ 

lechangaaen  ^f[a—b)>id{e+S). 

Les  qaantîtôs  représentées  par  les  lettres  sont  supposées  po- 
sitives. 

On  voit  que  l'on  a  multiplié  chaque  membre  par  15cf/. 

ScouE.  Uehs  lonqw  Vm  muUipiie  oa  divise  tme  inégalité  par 
toM  gmmiité  négatioe,  U  faut  remerter  le  tigta  ^inégalité  pour  qtte 
cette  inégalité  subùste. 

En  effet  cela  revient  !t  multiplier  ou  diviser  les  deux  membres 
par  une  quantité  poaiUvcet  h  changer  ensuite  tous  les  signes,  ce 
qui  est  permis. 

On  peut  d'aillmrs  se  rendre  compte  de  la  nécessité  de  changer  le 
signe  d'inégalité  en  rélléchissant  que,  multiplier  ou  diviser  par  une 
quantité  négative,  revieotà  multiplierou  diviser  cette  inégalité  par 
—  1  ;  or  les  quantités  négatives  se  comportant  en  raison  inverse 
dfflMF  vsiviir  at«lne{  ovcoi^  haécatité  Ab  rWfenw  antiMe 
ie  dgne  d'inég^W-. 


Ainsi  de 


9>  6 


on  déduit 


9>7 


déduil 


CoBOLLAiRB.  Par  conséquent,  si  l'on  multipliait  ou  divisait  les 
detii  membres  d'une  inégalité  par  un  nombre  exprimé  alg^ri- 
qoement,  îl  serait  nécetsaire  de  ^'assurer  si  le  multïpUcateur  on  le 
<ùviseur  n'est  pas  négatif,  car  alors  il  faudrait  renverser  la  signe 

d'inégalité. 

233,  On  peut  élever  au  carré  ou  à  une  ptmsance  posilive  quel- 
conque les  deux  membre»  d'une  inégalité  lorsqu'ils  contiennent  de» 
quantité»  positive!,  car  l'inégalité  résultante  existera  dans  le  même 
sens. 

De  l'inégalité  a>b  on  lire  évidemment  a'>d'  et  a''>i~, 
m  étant  positif. 

Mais  .si  les  deux  membres  ne  sont  pas  positifs,  on  ne  peutdire 
dans  quel  sens  subsistera  l'inégalité  résultante. 

Aiusi        — 2<4     dotmeen  l'élevant  au  carré  -l<16 


Il  est  donc  nécessaire,  avant  d'élever  les  «leax  membres  &  une 
puissance  positive,  de  s'assurer  si  les  (}iraiititét  peAvent  étré  conù- 

dérées  comme  des  quantités  positives. 

On  peut  aussi  extraire  la  racine  carrée  dël  deux  membfès  d'une 
inégalité  composée  de  quantités  positives,  et  l'inégalité  résul' 
tante  t^uittera  âttia  le  tnéme  setu  entre  les  valeurs  Rritlunétiqued 
it  tes  roctnes. 


Il  fiuit  observer  dans  ce  cas  qu'il  n'y  a  point  lieu  de  considérer 
UMiAé^aiM  nnnrfiiÉtt  am  mttbres  ou  qusutitéa  if^ifs,  ai 
on  serait  coodirit  k  (tts  éxfMSsttm!!  Imaginairefi  <pf oft  aë  ponrr^ 
■(iptécter. 

Cette  teMtftHlé  fltiW,-  ett  cM»  ip/aaë  ndèé  n  éomporf m  I 
r^rd  miHb  wtfe  ràcHur  emm  le  cxté  dé  Pfiœï  i^égahf  du 
unê  ée  tHitlke,-  il  «b  mii^  tp/et  ttt  tùatiàétiml  qtfé  la  ^dM 
foiitivi,  le  principe  sent  exact. 


deinéme  — 3>— 7 
et  3>—i 


mais        — 6<4 


3e>i6 

9>i 


£u!mehts  d'algëbre. 


AiûEi  (le   iÙ<iQ  on  déduit  s/it}<\i9    ou  4<7-, 
mais  on  aurait  tort  d'en  déduire  —4  <  —  7. 

De  a*>A'  on  conclut  o>i,  si  n  et  6  représentent 
des  valeursabsoincset  sontalorslcs  racipesposilivesde  a*  et  6'. 

De  m6mo  l'inégalité  (i'>(4— c)'   donnera  a>é — c, 
soit  que  l'on  ait  f)    plus  grand  ou  plnBpetit  qm  c,    et  qu'il 
s'agisse  de  racines  positives. 

Mais  de  rinogalité  o'<(6 — c)'  on  ne  peulconclure  a<b—e 
qu'autant  que  6  et  c  seront  des  quantités  positives,  que  b 
sera  plus  grand  que  c  et  que  l'on  aura  pris  les  racines  posi- 
tives. 

Ainsi  de  16>(3 — 2)'  ou  de  i6>(2 — 3)',  on  tire  éga- 
lement 4>8— 2  ou      4>2— S. 

Mais  de  ^<(^ — 2)'  on  déduirait  seulement  2<7— 3 
parce  que  7  est  positif  et  plus  grand  que  2. 

256.  On  peut  sans  exception  ajouter  deux  ou  trois  inégalités 
membre  à  membre,  si  Imtefoit  eilet  tout  établmdaiu  le  mêmeseas. 
■  Soient  donc     a>b,    c>d    et  f>g, 
ilen  résulte  a+e 

Eu  effet,  les  différences  a — b,  e — d  et  / — g  dtantpom- 
Uves  (n"  332),  la  somme  de  ces  différences  le  sera  busbï,  i^est-à- 
dire  que  l'on  aura  un  résultat  positif  pour  a — b-\-e — d-\'f—g 

ou  C«  +  c  +  n-C*+d+?)  {n'38). 

Or,  ce  résultat  positif  détermine  évidemment  une  inégalité  dans 
le  même  sens. 

Il  n'en  est  jdu$  de  même  pour  la  soustraction,  et  Panne  peut  pa» 
toujours  dire  gue  la  soustraction  membre  à  membre  de  pbaieurt 
inégaliiêi  dans  le  même  sens,  donne  une  inégalité  dans  le  même  tent. 

Soit  par  exemple      5  <  8   et   3  <  4, 
en  soustrayant  membre  a  membre  ces  deux  inégalités,  on  aura 
5 — 3<8 — 4  qui  est  une  inégalité  dans  le  même  sens. 

Maïs  si  l'on  avait  8<i2  et  S<10,  leur  soustraction  don- 
nerait  8 — 5>  12 — 10,  inégalité  dans  un  autre  sens. 

Si  tes  deux  membres  de  plusieurs  inégalités  dans  le  même  sens 
sont  paiilifi,  le  produit  membre  à  membre  de  ces  inégalités  donnera 
une  tnégaliU  dam  le  même  tent. 
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Soientdonc       a>  b,  c>d   et  f>  g, 
on  aura  a.c.f>  b.d.g. 

En  effet ,  puisque  toutes  ces  quaulités  a,  b,  c,  etc.,  soot  posi- 
tives par  hypothèse,  il  résulte  de   a>b,   etc.  que  |  est  un 

ncHubre  supérieur  à  l'unité,  et  il  en  est  de  même  pour  ^  et  t\ 

par  conséquent  il  en  sera  de  mSme  du  quotient  ^^^> 

Car  les  facteurs  du  numérateur  étant  plus  grands  que  ceux  du 
dénominateur,  le  produit  du  numérateur  sera  un  nombr»  plus 
grand  que  le  produit  du  dénominateur.  La  différence  de  ces  deux 
produits  sera  donc  positive,  et  d<HU]era  alors  une  inégalité  dans  le 

même  sens. 

Si  les  quantités  a,  b,  c,  etc.  ne  sont  pas  toutes  positives, 
on  ne  peut  plus  assurer  qu'il  en  sera  toujours  ainsi  qu'il  a  été  dit. 

Car  soient  7>5et  — 3>— 4,  le  produit  sera  — 21<— 20, 
mégalité  dans  un  sens  opposé. 

ÏS7.  Si  une  quantité  inconnue  n'entre  qu'à  lapremière  paiisance 
ion  une  inégalité,  on  ijerit  ramener  celte  inégalité  à  une  forme  telle 
que  cette  inconnue  soit  seule  dans  un  membre  et  iiaa  autre  eoeffi- 
dent  que  l'unité;  c'est  ce  qu'on  appelle  dégager  l'inconnue. 

Soit  l'  l'inégalité     4x —  ^  >  ^  a:  —  2. 

En  opérant  d'une  manière  analogue  à  celle  que  nous  employons 
pour  les  équations,  nous  ferons  d'abord  disparaître  les  dénomi- 
naleurs  en  multipliant  chaque  membre  par  6,  ce  qui  est  permis 
(m  S31),  et  nous  aurons  iix — Sl>lto — 12;  puis  tliîsant 
passer  —  91  dans  le  second  membre  et  lOz  dans  le  premier, 
sons  aurons  en  divisant  tons  les  termes  par  11 

14a;  >  fl      ou      *  -* 
ce  qtd     vob  que  pour  que  l'inégalité  existe,  il  but  attribuer 
k  X  une  valeur  plus  grande  que  ~. 
On  dit  alors  que  ^  est  une  fimiïa  ùt/ffrieun  des  valeurs  de  x. 


alëuikti  d'us&bse. 
laqudle  limite  par  copcéquent  na  Ibit  pu  partie  des  valsurt  que 
l'OD  peut  donner  &  x  (a*  331). 

î*  inopérant  de  même  mtr  VîaigaîUé    4— |a<9 — Zx, 
onobUent  16— 3i<36 — 

d'pfc    9x<»    et  finelement 

.L'incopiiUft  aï  ne  pouvant  recevoir  de  TBieurs  pins  grandes 
106  ^ ,  ni  mâme  égales  à  cette  quantité,  od  dit  alors  qne  ^ 

2+ g  est  une /toiiW  iii;)Aieu«  des  valeurs  de 
3"  (Soû encore  îî:  +  3<giç-j-2, 

ooeadédmt  lOs-f-lSOx  +  lO, 

d'oîi    7j:<— 8  '    ou  B<— 

«  lie  pouvant  pnndFâ  qw  du  valeurs  inférieurea  il  ^. 
Uflntéaqltetm^  »|  une  îiniift  nfpâTSwn.deB  vfltéuK  dq  c, 
qui  ne  pourront  être  alors  que  des  quantités  négatives  puméri- 

quement  plus  grandes  que-,  ei  telles  que — ^,  — 2,  — 4,  etc. 

ScoLiB.  Quelquefois  Vinconnuc  doU  vérifier  deux  inégalités,  et 
alors  les  valeurs  que  l'on  peut  supposer  ^  x  sa  trouvent  limi- 
tées dans  deux  gens, 

Ainsi,  dans  les  exemptes  (4-dessuii  si  l'inconnue  x  devait  vé- 
rifier à  la  fois  les  deux  preniuÈres  inégalité^  on  ne  pourrait  lui 

donner  que  des  valeurs  comprises  entre 

Si  X  devait  vérifier  la  première  inégalité  et  la  troisième,  ce 
smit  m»  çottdùia»  in^nmblç,  puisqu'il  d'ï  a  nucun  ncHnbr^qw 

-puisse  être  ea  même  temps  plus  petit  que  et  pU»  gi*'*'^ 
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^âQ  si  lIoGonapa  àmtà\  satis^n  »0X  deux  demidres  jq^ali* 
tés,  il  suffirait  évidemmei^  qu'elle  Tàiflflt  la  dernière. 

238.  Nous  coDsidérarODs  «Hd  le  qn  o&  deux  inoonnues  «  et 
y  au  premier  degré  se  trouvent  dans  denx  Inégalités. 

Sitot  te+ay>U  et  Ste— y>5. 

&  opérant  sur  ces  inég^litéa  d«  manière  à  obteiOr  c  seule 
dans  un  membre,  on  trouve 

Pour  que  «  rérîfiU  les  deu  inégalités  proposées,  il  suffirait 
de  donner  Ii  y  une  valeur  arbitraire  et  toute  valeur  de  x  plus 

grande  qne  la  plus  grande  des  deux  quantités 

(atiRferBtt  à  la  aondition  exigée. 

Si  au  lieu  de  déduire  les  îq^îtés  par  rapport  h  x,  on  eût 
Toulu  au  contraire  obtenir  y  dans  le  premier  membre,  on 
aurait  eu 

A..,  y>^~^    et.i/<2x^5  (n-233}. 

Hainlenant  si  l'on  donnait  &  x  une  valeur  arbitraire  pour  en 
tirer  celles  de  y,  on  s'exposerait  à  tâiottner  ou  pour  mieux  dire 
B  trouver  une  impoi^iliti      n'exittiraît  pat.  En  efièt,  suppo- 

tODS  x=st;  la  premî^  des  inégalités  dofmera  y>  ^*  g 

OQ  y>2; 

La  seconde  inégalité  donnera  i/<i— 5  ou  ï<  — i; 

Or  ^  ne  peut  élre  &  la  fois  plus  petit  que  1  ed  plus  grand 
que  2,  et  il  ne  reslerait  qu'à  essayer  si  d'autres  nombres  amè- 
neraient toujours  le  même  résultat^  mais  on  évitera  cet  embar- 
ras en  réfléchissant  que  les  deux  conditions  y>  - — j-—  fit 
V  <  2:c  —  5  ne  peuvent  avoir  lieu  aîipnltapénienl  qu'autant  que 
loqaur»  — ^ — <aï  — 5i 

De  eetta  dflnUn  Inégalité,  on  dédntra  qa»  v  diA  Aire  pins 


328  ËiiMERTS  o'algèbu. 

grand  que  ~;  car  on  a  successivement  lA  —  Sx<Ax—K, 
—  9i<  — a4  el  x>~;  par  conséquent  en  prenant  pour  a: 
des  valeurs  arbitraires  plus  grandes  que  2  +  g>  f  ne  restera 
plus  qu'à  donner  à  y  des  valenrs  comprises  entre  les  limites  qni 
lui  sont  asùgnées  par  les  inégalités  A ,  aprÈs  que  x  a  été  rem- 
placé par  -une  valeur  convenable. 

Les  calculs  serment  les  mêmes,  ai  les  inégalités  étaient  don- 
nées  de  manière  à  conndérer  x  comme  plus  petit  que  d'autres 
quantités; 

SAf  par  eiemple,  f^s  les  piemières  opérations,  on  avait  eu 
a:  ■<  tr^^y  et  x  <  5  +  3y,  on  aurait  donné  à  y  une  va- 
leur arbiU'aire  et  l'on  aurait  calculé  en  conséquence  la  limite  de  jej 
et  cette  valeur  de  x  serait  toujours  plus  petite  qne  la  plus  petite 

des  deux  quantités  et  5-1- 3y. 

S39.  La  théorie  des  inégalités  donne  lieu  h  ce  principe  : 
Si  plusieurs  fractions  \,    3,    -,  etc.,  ont  des  numéra- 

tcurs  quelconques  et  pont  déuomînatenrs  des  quantités  poàtîves, 

la  fraction 

a  +  c  +  f+etc. 
b+d  +  g+elc. 

résultant  de  l'addition  des  numérateurs  et  des  détiominateurs,  <mra 
line  valeur  comprise  entre  toutes  ces  fractions. 

Nous  l'aurons  démontré,  si  nous  prouvons  que  cette  fraction 
est  plus  grande  que  la  plus  petite  et  plus  petite  que  la  plus 
grande. 

Soit  donc  j  U  pins  petite,  de  telle  sorte  que  l'on  idt 


Si  l'on  mnlttptie  les  deux  membres  de  chaque  inégalité  par  une 
même  quantité  poùtive,  cela  ne  tranUeia  pas  l'inégalité;  par  cou- 


CRUiTU  n.  829 
iéqneiit  à  l'on  multiplie  ta  première  in^lité  par  d,  la  seconde 
par  ff,  etCj  il  en  résultera   odx^,   f>gX-^,  etc. 

En  additionnant  membre  à  membre  ces  inégalités  et  ajoutant 
lespedÏTeinent  ans  deux  membres  de  l'inégalité  qui  en  provient 

les  quantités  égales  a  et  ^  X 1 1  on  aura 

■      ->  +  c  +  /+elc.>{6+d+?  +  etc.)^ 
en  mettant  le  Acteur  commun  ^  en  évidence. 

Msintenaot  si  l'on  divise  les  dcax  membres  par  la  quantité  ou 
Mnnne poative  6-\-d  +  g  +  etc.,    il  vient 

l  -j-  ;/  +    +  Ptc.      *  ' 
Il  ne  reste  plus  qu'it  prouver  que  ia  même  fraction  qui  compose 
le  premier  membre  est  plus  petite  que  la  plus  grande  de  toutes  les 
fractions  données. 


Dons  pouiroDS  poser 


En  mumpliant  les  deux  membres  de  la  première  inégalité  par 
b  et  œux  de  la  seconde  par   <i,   nous  aurons 


8i  l'on  ad^tionne  membre  à  membre  ces  inégalités  en  leur 
ijootant  l'égi 
il  résultera 


ajoutant  l'égalité       ;  x  - .  ce  qui  est  évidemment  permis, 


pds en tUvisant par  b-^d-{-g+  etc., 

il  lient          ^illlhZi.^  <  £    et  gu'U  fallait  démmtrer. 
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Soit  pour  exemple  tes  fractioiu 

3  It  3  —3 
3*  6'  4  *  X* 

La  plus  grande  est  ~  et  la  plus  petite  est  — g^- 
L'addition  de  tous  les  numérateurs  et  dénominateurs  donnera 
"^on  3]].^  j.^^g  0"  jï  P'i»  grande  que  -g-  et 
plnsp^te  que  |.  - 


GfiÂFITBE  V. 


RÉSOLUTION  DBS  ÉQUATIONS  DU  SECOND  DEGRË 
&  UNE  INCONNUS. 

S40.  On  appelle  iqualions  du  second  degré  celles  qui,  débar- 
rassées de' leur  dénominateur  (n-  123),  contiennent  l'inconnue 
élevée  au  carré  et  ne  la  contiennent  pas  à  une  puissance  plus 
élevée. 

Les  propriétés  de  l'égalité  (m  426)  s'Appliquent  à  toutes  les 
équations,  et  nous  ajouterons  ici  particulièrement  que  l'on  peut 
par  conséquent,  uns  troubler  l'égalité,-  élever  chaque  membre  au 
cané,  et  réeiproquemaa  piendre  U  ndne  carrée  des  detn  mam- 
ttrei. 

1141.  On  partage  les  équations  du  second  degré  en  imj  es- 
pèces :  les  iquattont  incomplètes  et  Igs  équations  complètes. 

Les  équations  incomplètes  ou  à  deux  termes  sont  celles  qui, 
«près  révanouiaseiH^nt  deo  dénominateurs  et  les  réfluctioDS  que 
l'on  peut  faire,  ne  contiennent  plus  que  deux  tonnes,  l'un  ren- 
fermant l'inconnue  élevée  au  carré  et  l'autre  lesquantttéi  oo1]i«ies> 

Telle  est  l'équation  3x*^a:^6. 

Les  équations  eomptita  on  â  ttok  tunM  nst  celléa  quii  ovtre 
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le  terme  qoi  conUent  I«  ourt  dfl  fiM^mne»  «b  <mt  enoore  éem 
tatrea  dont  l'un  renfenpe  les  quantités  tontes  coonnes  et  l'antre 
fïQconnae  au  premieF  d^ré. 

Telle  est  V~*c?=ÎO. 

242.  Les  é<|uations  incomplètes  opt  éfé  nqfnmées  â  deux  termes, 
parce  qu'elles  ne  peuvent  conlonirplns  de  deux  tenneB  après  toutes 
les  réductions  potsibles  et  l'évuionisieHuqt  des  dABOEainateuFS, 
s'il  y  en  a  ;  de  sorts  que  l'on  peut  toujours  les  ramener  il  la  forme 
générale 

aie*  ~  tqaïUon  giiijnlt  i  iem  Imdm. 

a  et  A  étant  des  quantités  connues  numériques  ou  littérales, 
positifes  ou  négatives,  et  comme  on  peut  diviser  tons  les  termes 

de  cette  équation  par  a,  il  en  résulte,  en  faisant  -;=m,  cette 
mire  équation  générale  x'=m. 

La  quantité  m  peut  représenter  des  quantités  positives  ou  né- 
g^ves,  le  terme  ;c*  étant  toujours  positif,  car  s'il  était  négatif, 
on  pourrùt  (n*  197}  changer  les  rignesdes  deux  termes  de  l'é- 
quatioa. 

Ponr  le      voir,  sçM  d'abord  l'4({uation  Itttérsjfi 


Par  la  disparition  des  dénominatenrs,  elle  se  phang?  en 

—  (ur'  —  h=sc  — â. 

Puis  réunissant  toutes  les  quantités  connuH  danf  le  WWnd 
membre  et  tli'iaspt  PBr  ilvipnt 

EnQn  si  {'on  change  les  signes  des  deux  membres  en  remarquant 
que  le  quotient  représenté  par  le  second  membre  sera  une  ^an- 
Û(4  positive  oa  négaUve,  entière  on  f^ctionnatre,  que  l'on  peut . 
remidacer  par  la  lettre  m  (n*  13),  on  aura  successivement 


SSS  ÉI^HBinS  D'iteÈBBE. 

Preaons  m^tenant  l'équalion  nnm&rlque 

3j,      fi  63 

En  opérant  comme  ci-diasiis,  nous  obUendroDs 

— 3jr'~6=9— 63    ou   —33;'=  — 48, 
puis  changeant  les  signes  de  tons  les  termes  et  divisant  par  3,  il 

Tîent  3x'=të  et  enfin  *'=^i 

équation  k  deux  termes  dans  laquelle  le  terme       est  posilir. 

ScoLtB.  On  peut ,  par  une  autre  considération ,  obtenir  le 
terme       avec  le  signfi  . 

Il  suffît  de  diviser  toute  l'équation  par  le  coefficient  négatif  de 
cette  inconnue,  en  se  rappdant  que  — (uc*= — 0x2*  (n*  132); 
et  alors  n  l'on  s  par  exemple  — -3a:'= — 48,      on  pose 

fi4S.  Lors  donc  qu'une  équation  du  second  degré  ne  renferme 
point  la  prenùère  puissance  de  l'inconnue,  ou  bien  si  la  contenant 
elle  peut  disparaître  par  les  réductions  ou  simplilicatioQS  qu'il  est 
possible  de  iure,  rien  n'est  plus  fadie  que  d'en  obtenir  la  résolu- 
tion lorsqu'elle  est  ramenée  à  la  forme    az'  =  6  ou  z*=m. 

En  efTet,  résoudre  une  équation  c'est  déterminer  les  valeurs  qu'il 
faut  mettre  i  la  place  de  l'inconnue  pour  vérifier  cette  équation, 
et  lorsqu'une  équation  du  second  degré  est  ramenée  à  la  forme  d- 
dessus,  il  est  visible  que  le  carré  de  l'inconnue  x  doit  repro- 
duire m;  donc  x  est  une  racine  carrée  de  m,  et  toute 
quantité  ayant  deux  radnes  carrées,  il  faudra  el  il  suffira  de  pren- 
dre la  racine  carrée  des  deux  membrei,  ce  qui  donne  (n*  SOO) 

x=±i/ïn  fonmile 

et  comme  une  quantité  ne  peut  avoir  plus  de  deux  racines  carrées, 
nous  aurons  ainù  toutes  les  solations  de  l'équation. 

Ces  valeurs  de  l'inconnue  sont  appelées  les  raemet  de  l'éqwoion, 
et  la  justesse  de  cette  d^nition  est  beaucoup  plus  évidente  id  que 
lorsqu'il  s'agit  d'une  équation  da  premiâ  degré.   [Votra'  187.} 
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Si  la  quantité  m  représente  un  nombre  positif  entier  ou  frac- 
tionnaire ou  une  fraction  positive^  on  pourra  en  obtenir  la  ^ine 
carrée  soit  exactement,  soit  par  approximation  par  les  procédés 
connus  en  arithmétique. 

Si  la  quainité  m  ri' présentait  au  contraire  des  quantités  algé- 
Imques,  on  lâcherail  d'en  prendre  la  radne  carrée  par  les  moyens 
enseignés  dans  le  chapitre  précédent  ou  du  moins  on  verrait  à  les 
simplilier  s'il  y  avait  lieu.  , 

Dans  le  cas  où  la  quantité  m  serait  une  valeur  négative,  les 
valeurs  de  seraient  alors  Imaginaires  (n*  301)  et  elles  reste- 
raient sous  la  forme  ±v' — m  ou  ±^/m.v' — 4  (n'SH). 

ScoLiE  I.  La  valeur  du  m  dans  l'équation  x*  —  m  estévidem- 
ment  égale  au  quotient  de  la  quantité  connue  b  divisée  par  le 
cocfiicient  a  dnns  i'équntion  équivalente  aj^=b,  d'oii  nouspOH- 
lons  conclure  que  l'incwiniœ  est  égale  d  la  radne  carrée  de /a  juan- 
lilé  connue  divisée  par  le  coefficient  du  earré  de  cette  mcoiume; 

Par  conséquent  pour  résoudre  une  équation  ramenée  xulement  à 

la  forjiic  ax^  =  b,  il  suiUra  de  faire  x  égale  à  i:^/^. 
Ainsi  de  9;c*=36  ou  déduira  immédiatement 


.=±Y/f=±,ï=±î. 


Scouz  IL  On  pourrait  demander  pourquoi,  ayant  pris  la  racine 
carrée  des  deux  membres  de  l'équalion  :r*  =  m,  nous  n'avons 
point  bit  précéder  aussi  le  premier  membre  x  du  signe  ± 
comme  le  second,  en  un  mot,  pourquoi  l'on  n'a  point  mis 

Il  était  permis  de  ie  faire,  mais  cela  ne  changerait  rien  aux  ré- 
sultats, car  l'équation  ci-dessus  se  décompose  en 

+  a:  =  ±ym     et     — x  =  ±\'nt. 
Chacune  de  ces  équations  donne  deux  valeurs  pour  x, 

savoir       j    +«=  +  \^  p^Himnlh. 
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Of,  d'aptis  les  b"  137  et  129,  on  peut  changer  les  signes  dans 
chaque  membre  des  deux  dernières  équations  et  il  est  visible 
qu'elles  oe  diS^rent  plus  des  deux  premières;  donc  ces  qdatfe 
valeurs  a'eu  font  que  deux  et  il  était  inutile  de  mettre  lè  tigtu  ± 
Avant  le  premier  mtiiAre. 

SaaA  m.  Le  terme  petit  proveiâ-,  coattuit  àa  s^,  de 
+  x  élevé  An  carré  on  dft  ~x  élevé  au  carrâ  et  AI(h^ 
x'  =  (+x)'  =  [— ï)'.  (Voirn'382.) 

Mais  il  est  évident  que  n'est  pas  égale  k  +(^)'  ^ 
—  (a:)',  car  cette  dernière  expression  est  une  quantité  négative 
égale  seulement  en  valeur  absolue  h  -f  {x)'  ou  à  (-j-x)*  on 
à  ( —  x]'.  1!  faut  y  faire  attention.  (  Voir  n°  59  ) 

ScouE  IV.  Que  les  valeurs  de  l'inconnue  soient  réelles  oa  ima- 
ginaires, elles  vérifiant  l'équation,  les  applicatioas  suivantM  1» 
foDt  vtàr. 

AmiufioM.  9tM  d'abord      H    — , 
3  0 

Pour  résondiG  cette  équation  après  avoir  chassé  les  dénomina- 
teurs,  noos  âtvisenmtf  lee  ieat  taoïïAiet  par  le  coefficient  4e  thi- 
connue  et  exirairona  h  ntiaUi  ito  (pn  donnera  toiesAriveneBI 

7ai'  =  252,     a:'  =  ?^  =  86,     *  =  ±V36=±6, 
on  voit  en  effet  que 

7x  — 6_  8^ 
3  —6' 

8"  Soit  PiqwOim  —  ^  ~  ^     =  ^  ^'  +  33. 

LasupprassioH  des  dénominateurs  donne 

Tia^  ~  8*  —  4a:'  =  iSx'  +  396. 
En  transposant  et  réduisant,  il  vient  =  477 

d'où  i*  — ^  =  9     et    2  =  ±v9=±3. 

Ceâ  valeurs  ±  3  vérifieut  l'équaliao. 
3°  Soit  l'équation  Si*  =  7 

il  vient    «'=L       V'^  *==1=4/^. 


(uuntBE  38S 
Cm  Taleare  wat  inslioaneUMi  oui*  tsi  mulliplia&t  par  3  les 
dHatanBMdelaftMtinijtioiatiai^adganHMpulavalAHdt  a 
et  h  déDomiiMteur  davieAdn  ntidnifsl  (n*  SIO)}  «nltuKKttaion 

Ces  dernières  valeurs  comme  les  premières  vériSent  l'équatioa 

I'  Soit  l'iqualtûn  x*  =  —  9. 

On  en  tire  x  =  ±l  \/~9. 

Ce  qui  indique  que  la  queitioa  qui  aurait  dooné  lieu  à  cette 
équation  est  impossible,  puisque  la  racine  carrée  de  —  9  est 
imagioaire. 

Néanmoins  cette  valeur  vérifie  l'équation,  car  le  carré  de 
+        cmaaâ»  — est  —9  etPona  — 9=— 9. 

V  Si  régtatùm  itaU  littérale  b  Burche  serait  la  même,  car 
soit   ■  la3^  =  3bB+t^. 

FarUtran^ariMmHrtMA  W-^*i^ai^f  pa^^riU,] 
oou  ctusidéreroiiB  comme  an  fàcteni  common  et  l'on 
RDia  (7a — 4ç)ic'=3ftc 

rfoâ  Koûtite  -«-^ 

On  peut  térilïer  ces  valeurs  de  x  et,  si  l'on  fâtit,  rebStb  hl(!léiit>- 
minateur  ou  le  numérateur  ralionnel. 

SOtJATI<W*S  COHPLÈÎES  DU  SECOSfr  DÊCttâ 
A  URË  INCOMUS. 

f  4t.  Us  A}fléâAtî  âa  t^aa  s  iMotmae  mt 
»ppétt9  tut^Aet-  Idtt^li'tfte  VéfifèfMtitf  Cnleï  Itt  fraissUtees 
^  llnconnue  à  pactir  de  la  plus  élevée;  on  )e»appeOe  au^  àiim 
'ennctf  parce  qu'elles  peuvent  £tre  réduites  à  ne  contflnir  que 
trois  lennes  et  qu'elles  ne  peuvent  en  avoir  moins. 
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En  eiïet,  oiiire  le  carrû  de  l'inconnue  ces  équations  doivent,  dans 
(l'aulres  tenues,  writenir  l'inconnue  à  la  première  puissance  etdes 
quantités  taules  connues,  etl'on  peut  toujours  en  &itetrmstennes 
distincts  représentes  généralement  par 

iix^-{-bx=c  équcdim  générais. 

d,  et  c  étant  des  quantités  connues  quelconques  monômes 
ou  polynômes,  positives  ou  négatives,  entières  ou  fractionnaires. 

De  m6me  que  pour  l'équation  incomplète,  cette  première  forme 
de  l'équation  peut  être  modifiée  de  manière  à  obtenir  le  terme  ox* 
débarrassé  de  tout  coeSicient  autre  que  l'unité;  il  suffit  de  diviser 
tous  les  tenues  par  le  coefiicienl  a  de  l'inconnue  au  second 
degré,  car  il  vient 

'  a  a 

Mais  pour  plus  deùmplicité,  on  représ^te  habituellement  cette 
équation  par 

i^-\-px=q      équation  génénde  du  ?  degré, 
p  équivaut  alors  à  -    et   ^   à  -. 

L'éqoation ci-dessus  est  égalementrepiésentéepar 

x*-^px  -}-g=Q      avtre  forme  de  Véquaiim, 

Car  il  est  permis  de  transposer  tous  les  termes  dans  le  premier 
membre,  et  l'on  observera  que  les  quantités  p  et  9  pouvant  être 
positives  on  négatives,  on  pourrait  remplacer  aussi  cette  équation 
par  x*-{-psE — 9=0  oupar  z* — ^±^=0;  mmtimefoU 
doitie  <m  DO  peut  fdns  moÂfier  ainsi  les  signes  sans  se  confimnw 
aux  règles  ordinaires. 

Ceci  entendu,  nous  considérerons  l'équation  générale  sous  la 
première  forme  x'-(-p^  =  îi  les  rwsonnemenls  que  nous  fe- 
rons s'appliqueraient  facilement  à  l'antre  forme  en  faisant  repasser 
q   dans  le  premier  membre,  mais  avec  an  rigne  contrdre. 

On  peut  Server  que  l'éqnation  générale  dn  second  degré  à  trois 
termes  suffit  pour  représenter  ansù  l'équatioD  inoon^ète,  car  en 

faisant  -  on  p  égal  àzétO,i1  ne  resteréeDement  qne 

(Vb»-n>U8). 
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0  est  éindeat  qne  f^adon  complète  peut  tonjottrs  être  Tame- 
nfe  à  ne  coaleoir  dans  son  premier  membre  que  deux  termes  avec 
l'ioconnue,  savoir  ;  le  premier  composé  de  l'inconnue  au  carré  et 
gai  pourra  toujours  être  positif,  puist|ue  dans  le  cas  contraire  on 
simple  changement  de  signe  dans  toute  l'équalion  amènera  ce  ré- 
sultat; do  plus  ce  terme  n'aura  pas  de  coclficiciit,  ainsi  que  nous 
l'avons  expliqué. 

Quant  au  second  terme  qui  miftrme  In  premii'ie  puissHUCede 
l'inconnue,  il  aura  un  coefticient  quelconque  positir  ou  négatif,  et 
le  second  membre  ne  renfermera  qu'un  seul  terme  connu  ayant 
une  valeur  quelconque. 

ir  X' 

Ainsi  l'équalion  —          ~     —  Tx   se  cnangera  successi- 
vement en       4x  —  ai'  =  72  —  Xûx ,       —  3a'  -f  itc  =  72 , 
3t'  —  iHx  =  ~  72 ,      enfin  m      x°-  —  3"  ^  —  —  '^^ 
et  il  est  clair  que  cette  équation  serait  exprimée  par  l'équation 
46 

générale  dans  laquelle  on  ferait  p^  —  —   et   q  =  —  24. 
S48.  Maintenant  pour  rétoudre  l'équation 
3^  +  px  =  q 

nous  réfléchirons  que  le  but  proposé  est  d'obtenir  la  valeur  de  x 
an  premier  degré  et  que  ce  but  serait  attdnt  si  le  premier  membre 
^it  un  carré  exact,  car  il  suffirait  de  prendre  la  racine  des  denx 
membres,  et  nous  aurions  une  eipresùon  de  la  forme 

x-\-m=±y/g    d'où  l'on  tirerait    x  =  —  m±^i 

Mais  le  premier  membre  étant  composé  de  deux  twmcs  ne  peut 
être  un  carré  {n'  57)  et  il  nous  reste  à  chercher  si  nous  ne  pour- 
rions pas  rendre  ce  premier  membre  un  carré  sans  louEerois  troa* 
bler  l'égaillé  entre  les  deu!L  membres,  ni  introduire  d'inconnues 
dans  le  second  ;  cela  est  possible  en  se  rappdanl  ce  que  nous  avons 
dit  n*  S9S,  car  les  deux  termes  x*  et  px  peuvent  être  regardés 
comme  les  denx  premiers  d'un  trinAme  carré  qne  l'on  <d)ttendraît 
en  leur  ajoutant  le  carré  de  la  moitié  du  coefficient  p  de 
par  conséquent  nous  ajouterons  aux  deux  membres  la  quantité 

^  ot  notre  équation  se  changera  en  a:*  +  px  +  ^  =  ? -j- - 
I.  ■  M 


Stt  ftlillEttTS  d'uOËBBB. 

Ce  lëtuUalobtemi  A'ajxbi  In  oonùdéntions  du  n*  S3S,  nous  fait 
foirqmtoaeeoiid  (erme  px  est  alors  le  double  produit  d'un  pn- 
^ar  tenu  pu  nn  second  que  nous  ne  conntisatfm  pas  (d* 
■Mil  »  Mut  te  premier  tenne  et  px  le  douUe  ëa  oe  terme  par 

le  second,  il  en  résulte  que  ^   ou         est  le  second  terme 

du  binâme  qui  élevé  au  carré  produit  le  prunier  metnbft  de  1'^ 
qdatîcM  ci-dessus  ;  ce  premier  membre  peut  ioat  Atte      MU  U 

îiHffle      -|-  ^  j    et  nous  aurons 

î)  ~  ?  "1"  ï  P'     ^fi'ti''n  équivalente. 

Nous  pouvons  maintenant  appliquer  à  cette  équation  to  procédé 
employé  pour  l'équation  incoinplcte,  c'est- ii- dire  extraire  la  racine 
carrée  des  deux  membres;  la  seule  différmce  consiste  en  ce  qué 
le  carré  du  premier  memtffe  n'est  plus,  le  carré  de  x,  mai»  U 
carré  de  x  plta  me  guaUtté  connue. 

Nous  aurons  donc  a;  + 1;»  =  ± 

Cette  équation  n'est  plus  que  du  premier  degré  et  sons  donne 


«  =  — ijîi^f-f^j)»    fortmiU  fféaénUt 
HotU  BTons  alors  deux  valeurs  pour  x,  l'une  égale  à  — 
jfim 11 nrin  pesitln  à»  9  +         et  l'antre  égale  &  | 

«Mb te itcilH pontin de  f  +  jp*; 

Pour  se  laisser  aucun  doute  sur  celte  interprétation,  sons  rap* 
pallerona  que  [n*  309]  on  est  convenu  de  ne  considérer  que  la  va- 
leur absolue  du  radical  et  que  si  l'on  voulait  rejeter  cette  cosvea- 
tîon,  on  en  serait  parfaitement  libre,  car  on  trouverait  que  x  ait 

égalk  — plus  là  quantité  ^Ç  +  ^p*  quiadeuxvaleurSi 
l'oiM  ponUre  et  fantre  négative;  or  lyonier  une  quantité  n^tita 
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ég»\e  en  valeur  absolue  à  une  po^Uvei  revient  S  retrancher  cette 
quantité  positive. 

Un  radical  du  second  degré  ne  ponrant  (n*  tOO)  ai^r  plus  de  dent 
nlnirs,  il  en  résulte  que  la  formule  d-dessus  roumll  loutea  tel 
valeurs  de  x  qui  sont  toujours  au  nombre  de  deux.  [Voif 
D'270  ScoLiE.) 

Ces  valeurs  sont  appelées  les  racines  de  Véqiiation  (n"  943). 

846.  Les  procédés  de  résolution  pour  1rs  équations  complètei 
011  iritDiiipiùlfs  du  Sfeuiid  dï'Rré  à  iiiie  Ïucodiidc  rt'iilrenl  doue 
dans  celui  fuiployé  pi>iir  Ifs  é(|u:itiims  du  [u'i  iiiiiT  dc;in;  eu  ce  sens 
que  tonnes  li  s  opérai  ions  suul  l'.iilo:,  dans  It!  Init  d'ol  tenir  une 
équa'ion  équivuk-nti>  ne  conteuanll'incuuDue qu'au  premier  dpgré. 

Si  l'on  voulait  vérifier  les  d<-ux  valeurs  de  x,  il  faudrait  d'aboid 
faire  le  carré  de  l'une  de  ces  valeurs,  puis  multiplier  p  par  cette 
même  valeur  de  x,  et  la  aonime  réniltant  de  ces  deux  quantités 
devrait  être  ^gsle  ft  g. 

Od  véri6erait  âe  la  même  manière  la  seconde  valeur  de  x. 

Ainsi,  en  prenant  cette  derniftre  valeur,  on  aurait 


égalité  qui,  après  réduction,  donne  q=^g. 


La  formule    x  =  —  ^±  yÇ  +  j?'  "  résoudre  tm- 

médiafemenl  lotiles  les  équations  du  second  degré  complètes  ou  m- 
cortiplétes;  car  elle  nous  fait  voir  que  dans  une  équation  ramenés 
à  la  forme  x*  px^g,  lavnlturde  x  est  ignle  à  la  moitié  du 
cotfficient  du  terme  en  x  à  la  première  puissance  pris  en  signe 
contraire,  plus  ou  moins  la  racine  carrée  de  la  somme  que  l'oa 
obtient  en  ajoulmt  ou  carré  de  cette  moitié  le  terme  tout  connu,  et 
U  en  résulte  que  : 

847k  Pour  Bitonni  tma  ^itkht  od  noota  usii,  U  suffit  4e 
ramener  l'équation  b  la  forme  oÏMleBitB  et  d'Uttiboer  k  «  IftTi- 


m 
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NoTâ.  On  devra  observer  que  la  double  valeur  de  x  que  nous 
donne  la  formule  précédente  est  basée  sur  la  formule  que  nous 
avons  adoptée  pour  l'équation  générale;  si  l'on  eût  choisi  l'autre 
forme  (d°  iii],  il  en  aurait  résulté  une  modiUcation  dans  l'énoncé, 
mais  les  conséquences  seraient  les  mêmes.     (F.  n*  259.) 

348.  Nous  avons  dit  (n*244)  que  l'équation  générale  complÈle 
pouvait  représenter  aussi  l'équation  incomplète  en  faisant  p  =  0; 
c'est  pourquoi  la  formule  n°  3i5  peut  servir  à  résoudre  les  équa- 
tions incomplètes;  car  alors  elle  devient  x  =  —  0±s/g-\-l} 
ou  x=  ±\  j-  C'est-à-dire  que  l'on  obtient  lu  même  formule 
qu'au  n°  213,  car  m  est  une  quantité  quelconque  comme  ç. 

849.  De  même  que  l'on  peut  supposer  nulle  la  quantité  p,  on 
peut  également  faire  ta  même  supposition  sur  q  et  l'équation 
générale  devient 

Il  se  présente  qttatre  manières  de  résoudre  cette  équation  : 
!■  Par  le  procédé  ordinaire  n*  245,  nous  compléterons  le  carré 
da  prenùer  membre  et  nous  aurons  l'équation  équivalente 

d'où  l'on  tire  x  +  ^    =  ±  y/^p'  =  ±|i), 

et  x  =  — jP^gP    qui  se  divise  en    |  ^   ^ 

valeurs  qui  vérilient  l'équation  donnée. 

S*  On  peut  appliquer  directement  la  formule  n*  245  en  rem> 
plaçant  dedans,  g  par  sa  valeur  zéro,  car  elle  devient  comme  d- 
destns   

3*  Par  le  raisonnement  suivant  : 

Puisque  résoudre  une  équation,  c'est  trouver  les  valeurs  qu'il 
faut  mettre  b  la  place  de  l'inconnue  pour  vérilicr  cette  équalion, 
il  est  clair  que,  si  dans  l'équation  x'-{-pj:~0  on  suppose 
j;  =  0,   on  aura  une  des  racines. 

Pour  avoir  l'autre,  on  remarquera  que  l'équation  pei^  se  mettre 
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sons  la  romie  x{x  +  p)  =  o  et  que  si  l'on  anpposA  le  facteur 
2  +  p  épi  i  zéro,  rétjustioD  sera  vérifiée  également;  mais  l'by- 
polhèse  x-{-p  =  Q  donne  x  =  —  p;   donc  nous  relronvoos 

encore  les  mêmes  valeurs  de  x. 

N'oublions  pas  que  p  peut  représenter  une  valeur  n^tivA 
(a*  13],  et  qu'alors  p  serait  une  quantité  positive. 

i°  En  faisant  passer  le  second  terne  dans  le  second  membre, 
car  il  vient  i*  =— pr, 

et  divisant  par  x,  on  a    x  =  —  p. 

Mais  nous  ne  trouvons  qu'une  des  valeurs  de  x,  ce  qui  ne 
doit  pas  nous  surprendre,  car  en  divisant  par  l'inconnue  et  ne 
laissant  pas  ce  diviseur  dans  l'équation,  nous  avons  abaissé  le 
degré  de  celte  équation  et  supprimé  une  des  valeurs  de  l'inconnue 
(n- 126). 

D'ailleurs  il  est  visible  que  toute  équation  pareille  à  celle  consi- 
dérée, c'est-â-dire  i  deux  termes  contenant  Huconnue,  sera  tou- 
jours vérifiée  par  x=0;  donc  on  peut  dire  que  0  estl'aiOie 
racine.      (  Voir  w  263}. 

SfiO.  Afflicahons.  Soit  à  résoudre  l'équation 

.^^^  +  i5~~X  =  bo--^x'-iX—^. 

On  commencera  par  faire  disparaître  les  dénominateurs  [n*  135), 
et  alors  prenant  12  pour  le  plus  petit  multiple,  nous  aurons 
ftr"  +  1 80  —  43?  =  780  —  SOx'  —  48a;  —  1  n. 

.Transposant,  réduisant  et  divisant  par  39,  coefficient  de  iB*j 
M  lient 

^+39^=19 

L'équation  est  ainsi  ramenée  à  la  forme  x'-^px  =  g;  main- 
tenant nous  compléterons  le  carré  du  premier  membre  en  lui 

44  /Î2\  ' 

ajoutant  le  carré  de  la  moitié  de  —,   c'est-à-dire   (  — \  ,  et 

pour  ne  pas  troubler  l'égalité,  nous  ajouterons  la  même  quantité 
dans  le  second  membre,  ce  qui  donnera 


tm  ÉLÉMENTS  d'algèbre. 

ftenant  la  radne  des  deux  membres,  il  vient 

"  +  ârj  =  -  V^+b) 

et  «.fin  ^±  V^  +  y 

Noos  deroas  f&cfaer  d'obtenir  celte  valeur  de  x  le  pins  rinopli&ie 
possible  ;  à  cet  effet  nous  réduirons  les  quantités  sous  le  radical  an 
méma  dénominateur,  après  avoir  préalablement  effectué  le  carré 

indigné  qui  donne  par  conséquent  en  multipliant  pn  3fi 

Iw  denz  termes  de         on  aura 


'  V       '■"'■il  39  ~  V  1^21 


On  peut  encore  simplifier  cflte  val.'ur  rn  dicrehaiil  (f'.ibord  si 
19331  ne  sPruil  point  divisible  par  1S2I,  niais  comme  il  ne 
Pest  pas,  on  pourrait  essayrr  de  «iniplifier  1rs  deux  (ermes  en  cher^ 
chsnl  leur  plus  grand  commun  diviEeur;  lonlefots  cette  opération 
étant  longile  et  souvent  inutile,  nous  reniarqueions  que  puisque 


nous  pouvons  prendre  la  racine  exaein  du  déiiomi* 

nateur  qui  est  un  carré,  ce  qui  est  une  simplilîcation,  et  il  ne  nous 
Mlle  plut  qu'à  voir  ai  le  numérateur  na  serait  pas  aussi  un  carré 
ou  dans  le  cas  contraire  b  prendre  cette  racine  avec  nne  certains 
approximation;  or   19331    a  pour  racine   13S  et  alors  on  a 
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~  39  «ra/J(i/iee. 


<Mte  valeur  se  sépare  ea 


L'une  des  valeurs  est  enfUre  et  positive  et  Peaare  se  trome  Sire 
négative  et  fraetionnaire  ;  tontes  dwx  vérifieot  l'équation,  comme 
on  peut  s'en  assurer. 
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HoTi.  La  résolution  méthodique  da  cette  équation  a  été  auei 

lODgue;  on  l'aurait  obtenue  beaucoup  plus  vile  au  moyen  de  la 
formule  n*       lorsque  l'équation  donnée  a  été  cbangée  en  l'équa- 
tion A,  car  il  aurait  suffi  de  faire   P  =  ^        9=  ^ 
cette  foimule  qui  serait  devenue 


39  V 


'  39  "^Î3^ 
elon  l'aurait  simpliGéc  comme  on  l'a  vu. 
8*  Soil  figualion  iii-i-9x*—ix=ix'+t»x—U, 

en  transposant,  réduisant  et  divisant  ensuite  par  le  coefficient  5 
du  premier  terme  en  x',  il  vient  successivement 

5x'  — 60j;  =  — ICO     et     x'—  12j;=— 32. 
Pois  appliquant  la  règle  (n°  247)  ou  ce  qui  est  plus  simple, 
en  faisant  dans  la  formule  générale  (n<  3J5)    p=—ii  et 
9= — 3i,  nous  aurons 

ar=6d::i/36— 32=6±s/i=6±2 

(p  valant — 13,  il  en  résulte  que  —      vaut  6). 

Zci  deux  raemt  nnt  dppc  ss=:8  «t  «^4,  tqvtti 
4efa  tmilivet  et  entiérei, 

WHu  rem^aoerona  èatte  équation  par  l'équinleiile 
4  4 

Eà  miwnt  (Papritt  la*  considéraUona  du  a*  34l(  aoua  p—dwma 


t<n>ns«ixdeW|;iQnnbres,  ce  qui  donnera  l'équation 
Bt,  U  laoina  il  vient 
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Pour  siaiplifiaF,  nous  réddroiffi  les  qiiantUét  août  le  radical  an 
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même  défiomïiialeur  en  malijpUant  les  deux  termes  de  — 

par  16,  puis  Iranqiasant,  réduisant  et  prenant  la  racine  carrée 
du  dénominateur  sous  te  radical,  il  vient 

La  racùe  carrée  de  38S  ne  pouvant  s'obtenb  que  par  ap- 
[voximatiOD,»  nous  la  calculons  à  près,  nous  (rouvenms 

En  séparant  les  deux  valeurs,  on  a 

26,62         ,  12,62 

"s-  '  =  —T  <=• 

OU  x=  3,32        ei      x  =  -  1,57  D. 

Dans  cet  exemple  nous  ayons  deux  valeurs  de  x  irrofton- 
neliei. 

Nous  aurions  pu  employer  la  formule  (n"  2t5)  pour  résou- 
dre l'équBlion  donnée  lorsqu'elle  a  élé  ramenée  k  la  forme 

~\-  px  =  g,  mais  si  l'usage  cl«s  formules  est  commode ,  il 
faut  néanmoins  savoir  s'en  passer,  si  l'on  veut  bien  se  pénétrer  des 
{ffincipes. 

OBsnyiTioin.  Bi  dans  l'éqnation  donnée,  on  remplace  x  par 
les  valeurs  B,  on  vérifiera  exactement  l'équation  ;  si  au  con- 
traire m  prend  les  valeurs  C  ou  D  débarrassées  dn  radical, 
mais  pat  exactes  tout  à  fait,  on  ne  retrouvera  qu'une  égalité 
approchée. 

Toutefois  la  radne  de  386  ayant  été  calculée  à  ^  pris 

la  valeur  de  a:  est  obtenue  i  un  centième  près,  c'est-à-dîre  que 

si  on  l'augmentait  de  ^  on  ferait  une  plus  grande  erreur; 

de  plus  comme  celle  valeur  de  x  est  sous  forme  de  froction  et 
que  son  numérateur  est  exact  à  0,01    près,  il  en  résulu^  que  le 
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dénomioBtetn*  8  rend  cette  valeur  exacte  à  —  près;  maii 
3  faut  foire  altentim  que,  si  d'une  part  et  — 

sont  les  valeurs  de  x  à  ^  près,  oq  ne  ptiut  pas  dire  que 
3,32  et  — 1,57  soient  les  valeurs  de  x  à  près. 


«uceptible  de  prendre  une  augmentation  de  0,01  dans  son  nu- 
mérateur, mais  rien  ne  dit  qu'elle  ne  puiise  prendre  une  augmen- 
tation de  ï^jjj?  or,  lorsque  nous  avons  pris  3,32  pour  valeur 
égale,  nous  n'avons  pas  pris  exactement  la  valeur  de  ~~, 
nous  avons  même  négligé  les  ndlliëmes,  et  coilime  la  frac- 
tion ^  équivant  à  O,O0tS8,  on  concdt  que  3,3S  peut 
Alie  en  erreur  de  pins  de         il  faut  donCj  quand  on  diange 

la  Traction  ordinaire  en  fraction  décimale,  aller  au  moins  jus- 
qu'aux millièmes;  on  a  alors  3,327,  qui  est  aussi  la  valeur  de  x 

„.deà  jîj. 

La  même  observation  s'applique  à  l'autre  valeur  de  x. 

7 

i°  Soit  réquafion        5  —  '  = 
Après  révanonisseœent  do  dénominateur,  il  vient 
S*— x»  =  7. 

En  changeant  de  place  les  termes  dn  premier  membre  et  dian- 
geant  les  signes  de  tous  les  termes,  on  a  x*  —  Sx = — 7, 

Puis  foisant,  dans  la  formule  générale,  p— — B  et  q  =  —  7, 
il  vient 


La  racine  carrée  de  —  3  étant  imagiiudre  (n*  301),  les  radnes 
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de  l'équation  ta  sont  aussi,  et  nous  ne  pouvons  trouver  aucav 
nombre  exact  on  approximatif  qui  puisse  la  vérilîer  ;  cependant  si 
l'on  remplace  x  parsavaleur  imaginaire,  réquationseravéhfiÉQ. 
(Vwrii-278.) 

8*  Saù  enfin  l'équation  littérale 

18a' + 30»  =  —  484*  +      +  6O06. 
En  tranapofant  et  changeant  let  ilBnes,  on  a 

Sx* — 3ax = Md' -f  i  Bs<  —  eOdfi. 

Puis,  remarquant  qtie  3  est  nn  hcteur  cominitn  de  tous  les 
termes,  jwns  le  •upprimerons  {n*lS0),  et  il  reste 
3;'  —  oj;  =  1 66'  +  6a' — 20oi. 

Dans  cette  applirnlion,  h  A\\  W\an  i)r  (oirs  Ips  termes  par  le 
COffficient  3  de  1;'  agirait  amené  Ifi  mi'rn''  résultai. 

Uaintenanl,  en  emplovant  la  rorniule  connue  dans  laquelle  nous 
ferons  p=:-^a  et  q=Hib*-{-Ga^ — iOab,  nous  aurons 

3;  =  ^  ±  y'^  +  iC6'  +  6a'  -  20a6. 

Il  faut  voir  si  l'on  ne  pourrait  point  prendre  la  racine  du  radical, 
ou  du  moins  il  faut  tâcher  de  le  simplifier;  pour  cela,  nous  réuni- 
rons en  an  seul  tenue  —  et  6a'  qui  sont  deux  quantités  sem- 
blables, ce  qui  donne 


Ht  avec  un  peu  d'attention,  on  voit  que  le  radical  contient,  un  tii- 

ntaie  carré,  car  et  fQi'  sont  deux  carrés,  et  ~iOai 

est  le  doulila  produit  de  U  raeiaa  positive  de  l'un  pw  h  ndne 
n^ative  de  l'antn  (n*  3Î7);  par  conséquent,  le  radical  équivaut 

— 4&  on  il  U  —       donc  finalement  on  aura 
Seova.  On  peut  ^Ê^  demander  si  ces  râleurs  de  c  seront  posi- 


tim  ou  sfigativw,  ti  l'on  peut  «oDclura  qn'sllei  sannt  potitiTM, 
al'oua  3<i>44  et  ^A^Sa;  car  les  v  alears  de  «  sont 

j:  =  3o  — et  a:  =— 2a4-46, 

.  I/inégalité  iA>Sa  donne  h>~a,  et  l'inégalité  3a>4& 

donne  &<|a;  si  done  oQ  aviUt  a  =  9,  toute  valeur  de  b 

supérieure  t  3  et  inférieure  ^  ^  ^  fournirait  des  valeurs 
positives, 

Bi,  au  contraire,  on  eût  trouvé  pour  racines  de  l'équalion  des 
faleîirs  (elles  que  celles-ci  :  xs=^a—'îè  et  3:=— 2a  +  2i, 
on  ne  pounait  plus  dire  que  les  racines  seraient  positives;  car  il 
budnit  avoir  i  ta  rats  |<>>36  et  %i>ia,  et  œg  deux  hy- 
pothèses où  conditions  sont  impossibles,  puisque  cela  revient  k 
■upposer  A<^a  et  i>-a;  ces  condilions  ne  pouvant  eiister 
ensemble,  il  en  résulte  que  lea  radnes  auraient  alors  des  signes 
différents. 

iiSI.  Ces  applicalions  nous  font  voir  qu'il  est  avantageux  de 
réduire  la  quantité  sons  le  radical  au  même  dénominateur  que  la 
qiisnlité  qui  est  le  carré  de  la  moilié  du  coefiicicnl  du  second 
terme,  parce  qu'alors  on  peut  toujours  rendre  rationnel  ce  déno- 
minateur en  en  prenant  la  racine,  et  il  ne  pnut  rester  de  radical 
que  dans  te  numérateur,  si  (oulefois  il  n'est  pas  rationnel,  c'est-à- 
dire  susceptible  de  devenir  rationnel. 

Les  équaliwis  complUas  i»igent  comme  les  incomplètea  que 
l'on  prenne  la  racine  carrée  des  deux  membres,  ce  qui  explique 
pourqud  une  équation  du  second  degré  est  vérifiée  par  deux  va- 
leurs.  { Voir  n*  250.) 

On  remarquera  aussi  que  lorsque  la  moitié  dn  coefllcient  du 
lame  en  x  au  premier  degré  est  une  expression  fractionnaire, 
la  valeur  de  z  se  compose  d'un  terme  fractiounaire  rationnel  plus 
ira  terme  radical  coulenant  le  carré  de  celte  mûitii  du  coefih^t 
de  «,  et  que  lorsque  tous  les  lemiBs  de  m  radical  sont  réduits  au 


3â8 
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même  dénoniiaatpur  que  ce  carré,  on  peut  prendre  la  ndne 
carrée  du  dénominateur  du  radical,  et  obtenir  toujours  une  ex> 
pression  irrationnelle  au  plus  dans  le  numérateur,  mais  ration- 
nelle quant  au  dénominateur  qui  devient  le  mâme  que  celui  du 
terme  rationnel. 

SS2.  L'équation  fli'  +  fi:r  =  c  peut  être  résolue  sans  faire 
b  c 

-  =p     et    -=9.     c'est-à-dire  sans  lui  donner  la  forme 
b  e 

x*  +  -x=-;     nous  reviendrons  l&-dessus  plus  loin:  ce  qiM 

nous  vdnlons  exposer  en  ce  moment,  c'est  qne  l'm  peut  rimdn 
celte  équation  sans  faire  dispardlre  le  coefficient  du  premier 
terme  ax*. 

Le  pneédi  qne  mua  avons  employé  jusqu'ici  itait  fioîé  iiir  Iti 
compositim  d'tu)  trinôme  carré,  et  notre  travail  consistait  à  obtenir 
un  pareil  trinôme  dans  le  premier  membre  en  lui  ajoutant  un 
troisième  terme  convenable;  puur  plus  de  simplicité  et  principa- 
lement parce  qu'il  est  assez  rare  que  le  coefficient  du  terme  en 
soit  un  carré,  nous  faisions  disparalire  ce  coefficient  qui  ne  per- 
mettait pas  alors  de  coiuidérerJes  deux  termes  du  premier  membre 
comme  les  deux  premiers  termee  d'un  troisième  carré  (ffdonoé 
par  rapport  à  x  et  en  décroissant. 

Nous  allons  maiolenant  résoudre  sans  cette  préparation  l'éqin- 
tion  donnée,  en  y  appliquant  les  conddératioDS  du     93lt  i> 
effet,  nous  regarderons  le  terme  ax*  comme  étant  un  carré  dont 
la  racine  est    x^a  ,  et  qui  par  conséquent  peut  être  remplacé 
par  {x^/ây^       notre  équation  sera  donc       (x\/af  +  bx=e. 

Une  nouvelle  difficulté  se  présente,  car  bx  ne  parait  pas  rem- 
plir les  conditions  exigées  n°  238  pour  être  le  second  terme  d'un 
IrinAme  carré  dont  (x/ô)*    serait  le  premier;  mais  en  mettant 

bx  sous  la  forme  équivalente   ^i^,   la  partie  x^'â  dunn- 

mérateur  représentera  la  racine  du  pmoîer  (enne  (n*  331),  et  1* 

partie  restante    —    sera  le  coefficient  de  cette  racine,  lequel 
va 

coefficient  peut  toujours  être  considéré  comme  \p.  double  d'une 
quantité  moitié  plus  petite;  par  conséquent,  en  prenant  la  moitié 
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de  ce  coetncient  e[  l'élevant  au  carré,  nous  aurons  le  trmsîème 
terme  du  ti'iiiôme  carre  cherché  ;  en  ajoutiot  ce  troisîËnie  termo 
aussi  dans  le  second  membre,  notre  équation  sera 

ou  bien  ax'  -\-  bx  -\-  ~=  c  -\-  —  après  que  [es  calcuis  sont 
effectués,  et  si  l'on  prend  ensuite  la  racine  des  deux  membres, 
sachant  d'ailleurs  que  le  inamier  est  le  carré  de  «^-j — —, 
onauia 

''^+;^=*\/^' 

puis  faisant  passer  dans  le  second  membre  et  divisant  toute 
l'équatioD  par  /a,  en  faisant  attentioo  que 

6t  que  le  second  membre  divisé  par  ^  donne  d'après  les  règles 
pour  les  radicaux  et  par  les  règles  ordinaires  de  la  divi^on 


résultat  cherché  que  l'on  aurait  obtenu  plus  vite  en  ramenant  ' 

b  c 

l'équation  à  la  forme         -\-    x  —  ^. 

DISCUSSION  DE  L'ÉQUATION  GÉNÉRALE  DU  SECOND  DEGRÉ 
A.  UNE  INCONNUE. 
2ii3.  Le  but  de  celte  discussion  est  d'examiner  et  de  pouvoir 
interpréter  tous  les  résultats  auxquels  on  peut  parvenir  fëloa  lea 
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diverses  hypothèses  qu'il  est  possible  de  faire  dans  cette  équiiiiM 
en  donnant  des  valeurs  particulières  aux  quanlilés  connues,  appp> 
Iccs  eoeffiàenU  de  l'équalion. 

Il  est  facile,  en  effet,  de  voir  que  les  valeurs  trouvées  pour  Chi- 
conuue  dépendenl  uniguement  det  coeffîcienit  de  l'inconnue  (le  terou 
tout  connu  est  censé  nffecté  de  x°  comme  nn  sari). 

Quoique  nous  ayons  déjà  dit  que  dans  l'équiiiion  -f  px  =  j 
on  devait  considérer  les  quantités  p  et  ^  comme  rcprcspiitaot 
iDdislinclement  des  valem«  positives  ou  négniives,  ce  qui  revient 
à  dire  qu'en  supposant  p  bI  g  posîti[s(n' 13),  l'équalion  devrait 
être  représentée  piT  a*±px  =  =hf  qui  renfecmerait'toulu  Isi 
bypotbëses  possibles,  nous  allons  revenir  sur  ce  sujet  pour  dissiper 
toute  fausse  interprétation. 

Puisque  l'équation  e;*  +  px=q  est  le  symbole  de  toutes  les 
équations  du  second  degré,  il  en  résulte  que  l'on  peut  faire  seii- 

1°  j<  cl  1/  pn^ililV;  2'  p  pnsilif  et  q  négatif;  3'  p  ei  q  négâ- 
tilsyl  ;      TH-g.iiifd  '/  pnsilif; 

Par  œiisuqui'iU,  il  ne  peut  y  avoir  que  quatre  équations  diffé- 
rentes du  second  degré,  qui  sont  : 

i*     x'+px  —  q;  2°     a;'  +  px  =  —  y; 

3'      x*  —  px^  —  q;         V      x'~px  =  g 
dans  cliacuiiy  desquelles  les  quanlilés  /i  (jI  g  doivent  (■Ire  consï- 
déréi'S  couiuic  posifivts ;  mais  si  un  h's  suppusail  susrejilililesde 
valeurs  positives  ou  négatives,  il  en  rcsnilerait  que  chacune  de  ces 
équationspnùrrait  représenter  l'équation  générale  du  second  degré, 

d'oublions  pas  que  p  équivaut  au  quotient  du  coefficient  de  x 
divisé  par  celui  de  z'  (n°  et  que  q  représente  le  coefficient 
de  X*  divisé  par  celui  de  x'-.  d  après  cela,  les  valeurs  de  l'in- 
connue étant  exprimées  en  fonction  de  ces  coefficients,  dépendent 
alors  de  ces  cbetticients  el  de  leurs  signes,  et  par  conséquent  Im 
racines  de  l'équation  pourront  être  positives  ou  négatives,  égales 
ou  inégales,  entières  ou  fractionniiires,  réelles  ou  Imaginsirei, 
selon  les  diverses  hypothèses.que  l'on  peut  faire  et  que  nous  allons 
enaminar. 

Comidéroia:  1°  la  première  équation  x'-\-px=q, 
âes  racines  seront      x  —  ~^p±         +  ?■ 
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Obsenons  d'abord  qiie,  pour  obtenir  la  valeur  de  l'expression 
sons  le  radical,  soit  exactement,  soit  par  approximation,  il  faut  que 

cette  qiianlité  sdt  positive  (a*  SO]];  or  ^  sera  touiours  positif, 

le  oirré  d'une  quantité  négative  étant  positif  aotsi  t  la  qaantllé  9 
peut  seule  par  sa  valeur  et  son  signe  dèiennlDer  oetle  du  radical 
qui  dépend  alors  de  cette  quantité  q  qui  elle-même  dépend  du 
coefflcient  que  le  terme  x*  avait  avant  d'en  être  débarrûsé. 

Ici,  puisque  g  est  positif,  la  somme  9  + ^p*  serapositiveet 

h  Huffra/  KM  féel  «'ntt  gtie  là  valewi  de  t  que  l'on  pourra  ob» 

tenir  exactement,  si  9  forme  un  carré  exact,  ou  seulement 

par  approximation,  s'il  en  est  autrement. 

l 

Danstouslescasilaracinecarréede  ^/^  +?  sera plua grande 
que  |p  évidemment;  donc  on  aura  £  =  — f^mouminni 
une  quantité  plus  grands  que  ^  et  alors  Fane  dei  iwinei  sert 

posilive  et  l'ûutre  nigtùilU,  de  'plut  ttttt  tmni  fnégalei  Ai  vtdetif 

abinlue. 

2*  Examinons  l'équaVion  x' — px  =  q 
oneadéduit       x^^p±.  ^^/''  +  ?' 

Le  radical  étant  le  mSme  que  dans  le  Cas  précédent,  on  en  lire 
les  mêmes  conséquences;  l'une  des  racines  sera  posilive  et  l'autre 
négativsj  elles  seront  inégales  autti  et  réetltt. 

3*  C«uU&M« réqaaUoa  ^■i-px=--'i 

Issradneaseroni    *=— |p±  (Fofrn'aSQ.) 

Le  radical  contenant  un  terme  négatif,  on  ne  pourra  prendre  la 
fidlie  carrée  de  toute  la  quantité  ^  p* — g  que  suivant  la  va- 
enr  relative  de      nous  aurons  donc  ituàs  cas  &  considérer. 
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Nous  supposerons  d'abord        ^  >  5, 

)e  résultat  de  la  soustraction  de  q  sur  l'autre  terme  sera  alon 
posiUf  et  l'on  pourra,  comme  dans  les  cas  précédents,  prendre  li 
racine  du  radical;  mais  évidemment  elle  sera  plus  petite  que  la 

racine  de  ^P*,  par  conséquent,  on  aura  x= — tou 
guatUifi  fdu»  petite  que  |p. 

Donc  lu  deux  rama  tant  réelle»,  inêgdu  tt  nigativei  comme  on 
devait  8*7  attendre;  car  l'éqnatioDcontenantdes  quantités  p  et  9 
supposées  positives,  tout  le  premier  membre' serait  positiFû  lesTt- 
leurs  de  x  étaient  positives,  et  comme  le  second  est  négatif,  il 
faut  évidemment,  pour  que  l'égalilé  existe,  que  les  valeurs  de  x 
soient  négatives;  de  plus  x'  étant  toujours  positif,  il  en  résulte 
que  le  terme  px  a  une  valeur  absolue  plus  grande  que  x*. 

Secondement  nous  ferons  y  = 

cette  hypothèse  donne  évidemment  x  =  —  ^pd:0=  —  ^y, 

car  le  radical  devient  nul.  La  racineest  réelle,   {f,  n'  276,  art  3.) 

11  semblerait  d'après  cela  que  le  principe  du  n*  3JS  serait  altéré, 
puisque  nous  ne  trouvons  qu'une  racine;  mais  il  est  facile  de  le 
maintenir  eu  disant  que  les  deux  racines  son!  égales,  et  il  est  clair 

en  effet  qu'il  y  a  deux  racines  :  l'une  est  x  =  — +  0  et 
l'autre  x  =  —      —  0;    ce  n'est  pas  la  faute  do  l'algèbre  si  h 

valeur  que  l'on  ajoute  à  la  moitié  du  coefliclent  de  x  est  nulle. 
[Voir  n'iSS.) 

•  En  résumé,  dans  la  pratique,  une  équation  du  second  degré  peut 
ne  donner  gi^une  valeur  pour  l'inconnue;  cela  a  lieu  lorsque  tes 
trois  termes  de  l'équation  forment  un  trinôme  carré  exact,  c'est- 
à-dire  sont  le  carré  d'un  binAme  dont  le  premier  terme  est  le  radoe 
du  premier  terme  del'équation.etlesecondest  la  moitié  du  coeffi- 
cient de  X  pris  avec  son  signe.  (  Voir  n"  364  et  i&i.] 
En  effet,  l'équation  considérée  x*-\-px^  —  q  est,  à  caote 

de  5=i;)',  lamèiiieque  x*  +  px  =  ~^p'. 
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Or,  pour  résoudre  cette  équation,  il  faudrait  (n°  Îi5)  ajouter 
-/i'   à  chaque  membre,  ce  qui  donnerait  px -\--^p'  =  0. 

Le  premier  membre  étant  un  r^irré,  nous  pouvons  mettre  l'é- 
qualku  sous  la  fonne  ^     =0,   et  prenant  easuile  U 

rsebedes  deux  membres,  il  vient  Z'}-^;>=±  f/ô=0. 
Nous  avons  donc  tu»  simple  équaUon  du  premier  degré 

a:+-p  =  0     ou     ^  =  —  2? 
qai  ne  doit  donner  qu'une  valeur  de   x.       { Voir  n'271,) 
Enfin  on  peut  supposer 

la  quantité  sous  le  radical  étant  alors  négative,  le  radical  sera 
imaginaire  et  il  ne  sera  pas  posùble  d'en  avoir  la  racine;  on  en 
conclut  qu'i7  n'y  a  mctme  guantiti  réelle  qui  ptàm  vérifier  Pé- 

qwtion. 

On  peut  se  rendre  compte  de  ce  résultat  en  lutroduiBant  niypo- 
Ihèse  dans  l'équalioa;  pour  cela,  puisque  ^  est  pins  petite 
que  q,  noas  supposerons  que  r  est  la  diSérence  entre  ces 
denx  quantités,  d'où  9  =  ^4*''  ^  ^^'^  ui>^  quantité  pou- 
lire],  et  si  nous  substituons  cette  valeur  de  q  dans  l'éqoatioUf 
nous  aurons 

«■+p»=-(tp'  +  r)  =  _l/-r 
qui,  en  fusant  passer  le  second  membre  dans  le  premier,  donne 

et  Buua  celte  dernière  forme,  il  est  clair  que,  pour  toute  valeur 
rA//e  attribuée  à  x,  te  carré  de  ie+|p  sera  une  quantité 
po^tive;  Biais  -|-r  est  aussi  positif  èt  ne  peut  alors  annu- 
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1er  l'autre  terme;  par  conséquent  |a  somma  de*  deux  termes 
du  premier  membre  ne  peut  se  réiluire  à  zéro  comme  l'exige 
l'équation;  donc  la  valeur  de  x  ne  peulétrsqtrïmaginaire. 
i,"  Soit  enfin  féqualion  ar*  —px  =  — 


Nous  aurons  à  faire  les  mâmes  hypothèses  que  dans  le  cas  précé- 
dent; ainsi  d'atiord,  pour  que  les  valeurs  de  «  iwiltyé^lM)  il 


En  prenant  la  preniiëre  hypothËse,  ladeux  raeina  teront  réelles 
et  inégales,  mai»  potiiiva,  wos\  que  cela  lé^nlte  d4 


et  il  y  aun  liw  8BX  mimes  observations  souIqt^  par  ^^linalion 

3*-{-pX  =  —  fl. 

En  résumé  les  valeurs  gm  l'on  trouve  daiu  toulee  l^  hjifnlhitef 
sur  l'iguation  \*  —  px  =  — q  ne  différai  que  par  letignede 
ctltn  tnmfei  fmr  x'-fia5»-"q. 


Nou8avoDs(ii*'948et24g)pasiéeniOTuelesfaypolbèses  p^O, 
pub  9^0)  nom  illoiu  examiner  ce  fpA  réniUe  ée  ws  denx 
hypothèses  timultanées. 

Dans  06  cas  l'^aalioD  génétde  se  rédoH  à  ff*  S,  ^qaatkm 
qui  donne  «  =  ±^=0,  «^est-ï-tOre  deux  Tsleun  ^lales 
I  léro. 


faut  que  l'on  ait    j-  ^  ?  a" 


CAS  PARTICULIERS. 


CBAPiTBe  V.  364 
254.  Od  peut  encore  faire  d'autres  li y pothèses  sur  l'équation 
du  second  degré  ;  mais,  pour  plus  de  clarté,  elles  exigent  que  l'on 
conaidÈre  l'équation  géi)érale  soiis  la  forme  ax'  -|-  ijc  =  c, 
dans  laquelle  oq  peut  distinguer  les  coeflicii.'nts  a,  b  et  c, 
tandis  qu'avec  l'équation  m^-^ps=sq,  il  n'est  guËn  fadie,  pa< 
exemple,  d'examiner  le  çgfi.  ti  serait  é^l  h  SÉrp,  m  «HflÏHWt 
étant  confondu  aveq  b  difm  fl- 

Rameiunii l'équation  a^-{-bxsato  klaferaw  + 
etpranons-en  la  racine,  nous  aurons,  en  opérant  d'i|()fè9    p*  24$ 
.  1  *    I  6*       «  .  fi'       j,  j.  à  _,  .  /c  ,  b* 


OU  bien    (n*  252         x  =  i~ — — —         fCTUB^  A* 

Observations.  On  pourrait  foire  sur  celte  formule  les  mêmes  by» 
potbàses  que  dans  le  num^  précédent,  le$  a)ppéquoMe«spn^aBt 

les  mêmes.    (  Voir  a'  269.  ) 

On  remarquera  aussi  que  le  coefficient  b  test  souvent  un  mul- 
tiple de  2,  EOit  qu'il  représente  un  nombre  pair  positif  ou  né- 
gatif, et  que  dans  ce  cas  la  formule  peut  être  simplifiée,  tous  ces 
(ermes  étant  alors  divisibles  par  2, 

Cat  soit  b  =  im  (m  étant  un  entier  qnelconque)  la  formule 

se  change  en         a;  =  ^ — — ■ 

On  peut  hlre  sortir  du  radical  le  fodeur  A,   ce  qui  donne 

—  2m±2s/ 


qui,  en  supprimant  le  facteur  commun 

2,  se  réduit  à         x  =  ~"'^y"'^+,'^  B_ 

Revenons  b  nos  hypothèses  et  supposons  a=ùi  «i  prenant 
1^  formiiie  A,  ço  trpuye 
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ce  qui  donne  les  deux  valeurs      '"^^      ^      ' ~ ■ 

Si  l'on  fait  U  même  hypothèse  dans  l'équalion  donnée,  on  est 

conduit  à  l'équation  bx  =  c  qui  donne  x=-^<   valeur  qid  se 

ressemble  pas  à  celles  données  pnr  la  formule  A. 

Il  paraîtrait  alors  que  celle  roniiule  ne  serait  pas  propre  danl 
celte  drconstance  h  donner  les  radoes  de  l'équatioo,  ce  qui  serût 
im  vice  dans  l'algèbre;  mais  il  est  fàdie  de  faire  concorder  ces 
divers  résultais. 

Rappelons-nous  d'abord  que  le  symbole  -  n'indique  pas  tou- 
jours lindélerminatinn,  mais  dénote  quelquefois  la  présence  d'un 
facteur  commun  [n°194],et  que,  dans  ce  cas-lâ,  le  plus  sûr  est  de 

déduire  les  valeurs  de  l'équation  elle-même;  donc  x=  |  est 
la  vraie  valeur. 

Il  ne  nous  reste  plus  qu'à  fidre  vdr  qne  2=  g  est  proveni» 
de  la  présence  d'un  facteur  commun  qui ,  étant  supprimé,  doit  se 

changer  en    ^  =  ^  ■ 

Pour  trouver  ce  facteur  dans  l'expression  — ^  ~  2a  "'^  ^ 
nons  commencerons  par  rendre  le  numérateur  rationnel»  en  mul- 
tipliant les  deux  termes  par  b  +  ^/iae  +  l^  (a*3t9)  et  en  ne 
coDudérant  que  la  première  valeur  de  x,  (^est-ft-dire 
 i  J-  Jiae  4-  A' 

 '—~ — ■ —  i  le  résultat-  de  eette  mnltiplicellon  sera  de  ne 

laisser  dans  le  numérateur  que  la  quantité  iac  qui  a  un  fadenr 
conunun  avec  le  dénominateur  ;  en  effet  nous  aurons  alors 

—  b'  -\-  iac-^-b'  ite 


M''  +  V'*"'^  +  '''I  +  >/iac  +  6')' 

expression  dans  laquelle  on  peut  supprimer  le  facteur  9a, 
ce  qni  la  réduit  k  — —        -■■       qui  déviait  It 
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ou  ^  par  l'hypothèse  a  =  0;  donc  la  formule  donne  la  même 
Taleur  que  l'équation. 

Le  facteur  commun  2a  n'était  pas  très-visible,  mois  il  existait 
néanmoins,  car  nons  ne  l'avons  pas  iatnduit.  (  Voir  n*  444). 


lement  en  supprimant  le  ùcteui  commun  3a  qui  existe  aussi 
dans  la  seconde  valeur  à'x,  car  en  tnaltipliant  ses  deux  termes 
par  —  i  +  \/b'-{-tae 

il  vienl     x  =  —  ^"^        -     qui,  après  la  suppression 

2a{—  b  +  Vi'+M 
du  facteur  commun  3a  et  pour  l'faypotlièse  postérieure  a  =  0, 

se  réduit  à  expressiou  qui  représente  l'infini  négatif,  tout 


A  cette  occaàon  et  confonnémeat  an  but  que  nons  nous  sommes 
proposé  dans  as  iLÉMxna,  nous  mentionnerons  une  ureonstance 
parliculière  qui  n'est  pas  à  l'appui  de  ootre  observation  (n*  176) 
au  sujet  de  la  double  valeur  iaiOnie  produite  selon  quelque?  ana- 

lysles  par  ~  et  qui  au  contraire  tendrait  è  justifier  les  trois  ra- 
cines que  M.  Lei-ébi'be  trouve  pouvoir  être  fournies  par  l'équation 
du  premier  degré,  opinion  qui  cependant  n'est  pas  admisR  généra- 
lement. Mais  l'examen  de  cette  parlicularité  peut  jeter  quelque 
lomièro  sur  la  question,  et  c'est  tout  ce  que  nous  désirons. 
\oi<â  donc  ce  qui  arrive  : 

Si  an  lien  de  multiplier  — - — "^^    (  seconde  Taleur 

d'x]  par  —  6  +  ^/^  +  Âae,  on  la  multipliait  par  6  —  iac, 
on  obtiendrait  élément  une  expression  rationnelle  \ac  pour  le 

numérateur  et  finalement  la  valeur  ^  =  ^  symbole  de  l'Infini 
positif. 

D'où  il  faudrait  conolure  que  la  vsleur  infinie  de  m  serait 
po^ve  et  native.  '    .  ^ 


SSâ  ËI^HEHTB  b'itOfeBBE, 

A  l'appui  de  cette  idée,  prenons  l'équation  •a^-|-^=c  4^ 

a  donné  cette  valeur  à.'x,  et  pour  la  résondiQ  fùMtu  ffs'^i 

«     6  " 
die  86  changera  en -3 +  -  =  c,  d'où  c^—bg — a=Oî  pdi 

Attàdt  il£3<0>  Dil  obtient  les  raetnéâ  ^==0  «t  yb±-J  la 

substitution  <lé  ces  valeurs  dans  la  relation    m=~,  donne 
9 

1        .  t 

oe  qui  nous  foit  voir  qne  l'dnb  des  vsleuft  dë  »  est  toujauTS 

j  et  que  l'autre  valeur  est  infinie,  mais  positive. 

Par  conséquent,  on  pourrait  encore  s'appuyer  sur  ce  résultat 
pour  trouver  que  la  valeur  infinie  de  x  est  positivé  et  négative, 
(C  qu'alors  une  équation  du  ¥  degré  admettrait  trois  racines,  con- 
trïilMiMëfÂ  te  tU'ilicl|)é  fondàniëblâl  de  lé  thëorië  des  équations. 
H  6â  HniUttaK  égalemeiit  lé  jusliitcallbn  du  principe  représenté 

pK  ç«îk«h 

BalHIteMfdllAstote  la  détails;  Il  est  possible  en  petl  ItittN 
de  donner  quelques  éclaircissements  sur  ces  résultats  couln- 
dictoirbs. 

tfdxnd  l'équation  ey*— dy=0  ne  donne  que  deux  vakur»  d'y 
A,  par  «HiiiqDent,  on  ne  trouve  non  pins  que  deux  valeurs  d'ci 

Ensuite  l'équation  ax*'-T-bx  =  e,^  ponr  lliypotfaësç  as:0 
fiùte  dans  les  formules,  n'est  en  réalité  qn'une  équation  dn  pre- 

Enfin  on  remarquera  qu'on  arriverait  aux  même  valeurs  d'x  en 
tUplposaut  â  =— 0  OU  à  bé^ttT,  car  les  foMiuW  danHehiènt 
ïi  0 

alors  a=-jr-  et  x  =  ^,  et  en  multipliant  par  b — y 6» — 4», 


'  0 

piùs  par  —  b  —  sib* — les  deux  valeurs  de  Xt  savoir  t 
i=s^±^--  résultant  3é  l'éiinaËdh   — ar'-|-6i:  =  c. 
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fin  trouverait  eli  opérant  comme  précédemment  que  les  valeurs 

tfir  Mht  Ç  ti  i. 

OùM,  A  on  frome  tanUt  l'inflDl  posiUt  et  tantAl  VmfitA  négatif, 
oeil  tient  |trincipaleni(^t  h  l'emploi  des  procédés  de  vériSéatioa 
qui  tbnlieonent  des  radicaui. 

Eti  résumé,  si  véritablement  on  peut  poser  0  =  ±0,  néan- 
moins lorsque  0  est  regardé  non  plus  comme  nul,  mais  «Mnme 
utic  limite  des  décroissances  de  la  valeur  absolue  des  nombres 
posilirs  ou  négatifs,  il  est  nécessaire,  selon  nous,  que  l'on  sache 
EÎ  0  est  une  quantité  positive  inriniment  petite  ou  une  quantité 
infiniment  petite  négative;  car  si  la  valeur  est  sensiblement  la 
înÈma  quand  on  l'ajoute  ou  soustrait,  il  n'en  est  plus  de  même 
lorsqu'on  prend  zéro  pour  diviseur  d'une  quantité  positive  tn, 
puisque  le  signe  4~  donne  un  quotient  infini,  tandis  que  le  signe 
—  amène  un  résultat  négatif  infiniment  grand  qui  peut  être  re- 
gardé comme  use  quantité  très-petite  et  qui  en  tout  cas  est  tota- 
lement différente  de  la  première. 

La  prindpB  ^eiiïttb  mut  pirah  dtmb  Utt  pea  Imterdé  A 

sujet  k  objection. 

Autre  hypothèse.  Si  l'on  suppose  a  =  0  et  b  =  0  la  for- 
mule A  donne  ^  =^  ^         pourrait  faire  supposer  Une  valeur 

indéterminée;  mais  si  l'on  fuit  la  même  hypothèse  dans  l'équa- 
tion, on  obtient  c  =  0  qui  (n°  162)  indique  l'impossibilité 
de  trouver  une  valeur  de  x  Unie  qui  vérifie  l'équation  ;  le  sym- 
bole   g    doit  donc  nous  faire  supposer  un  facteur  commua 

dans  la  formule  ;  nous  avons  trouvé  ce  facimr  deDi  1«  cas  précé- 
dent et  que  la  formule  se  réduisait  kprèi  SA  «Of^prestiOs  è 

X  =  ^'^        ,     op  si  l'on  fait    o  =  0    et    6  =  0  on 

trouve  véritablement  x  =  — , 

'  Il  est  blùr  (pHi  fofi  'preiMA  Ift  BectAmè  Mfe^  (»  it),  Btt  Uott- 
VtnH  la  (tetetft  commun  ea  ttudU^l  M  aottélatëu)-  et  la  M'- 
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TRoisii»  HnoTsAsB.  Si  l'on  fait  a  =  0,  b  =  0  et  c  =  0,  la 

formule  donne  encore  3;  =  ^,  même  après  1&  suppression  do 

facteur  commun,  d'où  l'on  conclut  [n'  191)  que  réellement  la 
valeur  de  x  csl  indéterniiaée  ;  cela  est  évident,  et  en  outre,  tà 

l'on  fait  c«s  Iiypoth^ses  dans  i'équBtio&>  on  tronvs  v  =  ^  ou 
plutôt  0  =  0  (nM9C). 

SS5.  Nous  finirons  en  faisant  observer  qne  si  les  formules  ne 
donnent  pas  immédiatement  pour  certaines  hypothèses  les  mêmes 
Tsleun  de  x  que  l'on  déduirait  de  l'équation  elle-même,  cela 
tient  principalement  à  ce  que  ces  formules  contiennent  des  quan- 
tités que  ces  hypotht^ses  auraient  fait  disparaître  de  l'équation  et 
qui  abaissent  quelquefois  son  degré,  de  sorte  que  ces  formules, 
dt'slinêcs  à  une  cqunlion  du  second  degré  et  devant  donner  dcui 
valeurs  pour  l'inconnue,  doivent  se  prêter  aussi  au  cas  où  l'équa- 
tion n'est  plus  que  du  premier  degré  et  ne  veut  qu'une  racine. 
Cela,  toutefois,  ne  peut  avoir  lieu  qu'en  considérant  zéro,  non 
plus  comme  une  quantité  nulle,  mais  seulement  plus  petite  que 
toute  quantité  posâble  [n*  17S),  ce  qui  conduit  aux  quantûés 
infinies. 

Ainsi  lorsque  nous  faisons  a=0,  nous  introduSsons  une  hy- 
pothèse k  pfflne  permise,  car  nous  détruisons  1«  terme  ax*,  et 
alors  la  formule  générale  qui  résont  l'équation  ax*  -4-  6x  =  c 
n'est  point  tenue  de  nous  donner  la  valeur  do  l'inconnue  dans  cette 
orconstance,  et  si  néanmoins  elle  le  fait,  quoique  avec  moins 
d'évidence,  nous  devons  encore  être  élonnés  de  ces  résultats  qui 
nous  font  apparaître  les  ressources  cl  t'exticlilude  de  l'algèbre,  car 
la  racine  infinie  qu'elle  donne  alors  est  sa  manière  d'exprimer  qu'il 
n'y  a  qu'une  racine  en  nombres  liiih. 

Les  valeurs  infinies  sont  d'ailleurs  regardées  comme  une  impos- 
sibilité, lorsque  l'on  considère  des  quantités  finies. 

COHPOSITIOn  DE  L'ÉQU&TION  Dtl  SECOND  DEGRÉ. 

Sif  6,  Nous  avons  reconnu  qne  les  équations  dn  second  degré 
admettaient  toujours  deux  valeors,  nous  en  avons  donné  une  espli- 
cation  D*  nous  allons  en  exposer  une  autre  raison  reposent 
sur  un  principe  qui  s'applique  aux  équations  d'un  d^ré  supérieur 
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que  nous  veROiu  dODi^  pour  lloconnoe  autant  de  valeura  que 
t'exprimera  le  degré  de  cette  équation,  particularité  qui  ne  pour- 
nit  pas  étra  expliquée  au  moyen  de  la  double  valeni  du  radical 
da  second  degré. 

Pour  la  commodité  des  calculs,  nous  réunirons  tous  les  termes 
(iel'équalion  générale  dans  le  premier  membre,  et  en  observant 
que  p  el  q  peuvent  être  considéiés  comme  poMtifs  ou  négatib, 
celte  équation  sera  représentée  par 


Complétons  le  trinAme  carré  dont  les  deux  premiers  termes 
sont  et  px,  ce  troisième  terme  sera  (n*  345)  ~,  et  pour  ne 
pas  troubler  l'égalité,  ajoutons  ausd  dans  le  second  membre  ce 
terme  ^  ou  bien  soustrayons  cette  même  quantité  daos  le  pre- 
mier membre,  nous  aurons  x'-\-px-\-^p'^q — ip'^^O, 
qui  est  une  équalion  équivalonte, 

Le  premier  mernlirn  peut  être  considéré  comme  la  différence  de 
deux  carrés,  car  on  peut  l'écrire  sous  la  forme 


Le  premier  terme  est  un  carré,  et  le  second,  abstraction  Taite 
du  signe,  peut  être  aussi  regardé  comme  le  carré  d'une  quantité 
quelconque,  puisque  la  racine  carrée  de  ce  terme,  quelle  qu'elle  soit, 
élevée  au  carré,  reproduira  ce  terme  j  il  est  donc  clair  que  (n'Sli) 


-p*  —  q\  =7f>* — q,  et  alors  nous  noterMS  que  foti^« 


quantité  rationnelle  est  le  carré  d'une  autre  quantité  qtulmnqve  ra- 
tionnelle ou  non,  ce  qui  ne  détruit  pas  ce  que  nousavonsditn'SOT. 

Ceci  entendu,  et  sachant  que  la  différence  de  deux  carrés 
(n*  58]  est  égale  au  produit  de  la  somme  des  racines  de  ces  quan- 
tités par  leur  différence,  nous  pourrons  remplacer  par  ce  pniduit 
le  premier  membre  de  l'équalion  A  qui  deviendra 


X*  -{•px-\-q  =  Q 


A. 


(*+|j'+Y/îp'-?)(*+|j'-\/i/'*-î)=0-  B. 


Digilized  by  CoOgle 


Eléments  d'algEbbe. 


De  celle  manière,  nous  voyons  que  IVyuiîdon  gpnérak  du  secoad 
degré  se  compose  du  produit  de  deux  fncteurs  du  premier  degré  qui 
pthnent  son  premier  membre,  tandis  que  le  second  est  zéro. 

Pour  que  celle  équation  puisse  exister,  il  faut  ijUc  le  premier 
Uenibre  se  réduiseàzéro;  or  c'est  tia  principe  fondamcotât  qu'un 
produit,  quel  gae  soit  le  nombre  de  ses  fûcteari,  devient  nul  en  faî- 
tant  im  sent  de  set  facteurs  égal  à  zéro;  donc  ici,  puisque  noUs 
avons  deux  facteurs,  nous  pourrons  rendre  nul  le  premier  membK 
de  deux  manières  difTdrcntes,  soit  en  potant 

Ces  équations  da  promier  d^ré  nom  donnent  cbacuoe  une 
«leur  poui  FtooeUBue,  eavoit  : 

«=—  i  p_^lp»I.j      pour  la  pmàinf 

et  x  =  — ^  p  +       p'  —  ?      pour  la  seconde. 

Ces  valeurs  sont  les  mêmes  que  par  l'autre  procédé,  mais  dans 
QD  ordre  inverse;  de  plus  la  quantité  g  se  trouve  précédée  du 
signe  —  au  lieu  du  signe  -f  ?  *^  1"'  change  rien  en  réalité, 
ii  l'on  se  reporte  à  l'équation;  car  (n°  Slîi]  l'équation  considérée 
étùt  x'-^px  =  g  ou  x*-^px—g=0,  tandis  qu'en  dernier 
lieu,  nous  considérons  l'équal^s  x* -\- px g  =0. 

Nous  répéterons  donc  que  si  chacune  de  ces  équations  t'eut 
tepfémxaele  ré4tliatl)m  générée  du  second  degré  lotsqtle  l'on  lup^ 
pose  f>  et  9  positifs  ou  négatirs,  il  fà6t  rtéintnoita:,  lU»  Mi 
fuA  l'on  a  adopté  une  fomie  d'équation ,  changer  le  signe  dei  guàn- 
tàés  guimd  elles  passent  d'un  membre  dàns  t'aulre. 

Les  opérations  précédentes  lious  foUt  voir  de  tiouveau  qu'une 
équation  du  second  degré  doit  avoir  deux  racines  et  qu'elle  ne 
peut  en  avoir  plus  de  deux^  car  chacun  des  facteurs  en  x  à  la 
premiëro  plùssance  Va  peut,  ïgidé  d  tire,  donner  qu'une  valent 
(n*  187),  et  d'autre  part  on  verra  à  la  tbénie  des  éqbatiou  qu'unâ 
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fonction  entière  x'-^-px-'cq  est  le  produit  de  deux  autres  foac- 
tioDS  entières  de  lambine  Itittre  x,  laquelle  fonction  ne  peut  avoir 
d'autres  diviseurs  en  X  que  ceux  qui  enta^nt  dans  la  composition 
des  racleurs  du  premier  membre  de  B  (*].    { Voir  n*  27S). 

iSi.  L'examen  des  footeurS  en  lesquels  te  décompose  te  trï- 
nOrbe  <e'  +  pl!  +  }  pamddepoMtceprinuipb: 

IiB  trioAme  )i?-\-px-\-q  tU  II  prodmt  àe  dtux  faetttat  (h 
n6me>  du  premier  degré  par  rapport  à  x,  que  l'on  obtient  en 
relranvhant  de  X  chacune  desracines  de  l'égiitition  T}-^px-\-q!id}, 

SS8.  Nous  avons  dit  [n"  356]  que  le  trinfime  x^+px+g 
pouvait  être  considéré  comme  la  différence  de  deux  carrés;  ce 
principe,  vrai  généralement,  est  sujet  à  restriction  quand  on  ne 
considèrii  que  des  quantités  réelles,  ot  que  l'on  sous-entend  que 
cette  différence  donnera  lieu  à  des  facteurs  réels,  car  pour  cela,  il 

hnlque  ^p*  — ?  soit  positive  et  que  x  fioitréeUe. 

En  effet,  p  ei  q  étant  supposées  positives  et  réelles,  si  dans 
l'expresiîon  +  —  ^jf' — î^»  ™  admet  que  le  se- 
cond terme  donne  nne  quantité  positive  pour  la  partie  comprise 
entie  parentlièsea,  on  pourra  toujours  changer  celle  différence  en 
deux  ftcteurs  réels  (n*  S5<Q  dont  le  produit  fera  reparaître  te  tri- 
nAme  x*+px-\^ç.  * 

n  en  est  encore  de  même  lorsque  l'on  a  jP*=9t  car  on  a 

/     1  \*  4 
■lon(«4-jP)  — ^'  ^^^^^^V"^^^^  a^+px-^- ■^p^i 

0  d'ailleurs  peut  être  regardé  comme  une  quantité  positive  et 

comme  le  carré  d'une  quantité  réelle    v^Ô,   ce  qui  donne  lieu  à 

la  transformation      (x-\-  ^  pj  l^x+  ^  pj      qui  équivaut  & 

(^"h  I  p\   (o*       ^  si,  dans  ce  cas,  on  égale  le  trinôme  donné 
i 

AtérOfOBtmovadeuxKicineBéfalesft  ■^■^p  comme  on  l'a  tu. 


O  On  app«11a  /mcNm  «nfiM  d^a  laUretoate  qninttté  qui  na  cOotlant 
qoa  dw  paUMncw  «atUni  et  potlUvM  i»  eetta  laitn,  In  eodOBlenti  itant 
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Mais  si  l'on  suppose  Ç  >  j  p'.  alors  jp'—Ç  est  négatif 
et  on  ne  peut  plus  exaclemcnl  dire  que  le  trinôme  soi l  la  dilTérence 
do  deux  carrés  (i'*'""^)'        la  différence 

indiquée àecBB  dmix  qDantités  constitue  une  véritable  somme;  eo 
outre,  une  quaulité  négative  ne  peut  être  un  carré,  c'est-à-dire 

avoir  une  racine  réefle,  et  par  conséquent  ^ — q  étant 

imaginaire,  on  ne  pent  plus  dianger  l'expresuon 

i'+yy-dp'-o) 

en  deux  Tacteurs  réels,  à  cause  de  x  qui  devient  imaginaire. 

Cela  est  évident,  puisque  les  radicaux  contenus  dans  ces  fac- 
teurs sont  alors  imaginflires,    [Voir  n°  2oG.) 

On  peut  faire  voir  d'une  autre  manière  que  la  différence  ci- 
dessus  n'en  est  pas  uns  réelIenieDl,  car  à  l'oa  pose  ;  =  ^  ^  + 

(n'  253),  et  que  l'on  substitue  cette  valeur  dans  l'équation 
^  +  px  +  ç  =  0,  on  aura 

i»-f pai-f  jp»-|-r=0,   ou    (^^  +  iPj  +'•  =  0. 

Or,  les  dpux  termes  du  premier  membre  étant  joints  par  le 
signe  -]-  ;  et  la  quantité  r  étuut  positive  par  sa  nature,  il  est  clair 
alors  que  le  trinôme  n'est  égal  qu'à  une  somme  de  carrés. 

Si  donc  on  met  néanmoins  le  premier  membre  sous  U  forme  da 
la  différence  de  deux  carrés,  il  faut  écrire 

(«  +  ip)'-(-0=o, 

et  alors  considérant  (—  r)  comme  le  carré  de  s/^,  OD  obtien- 
drait la  décomposition  cherchée  (n"  58  et  236],  qui  Uonnendt 

dont  les  raciues  sont  imaginaires. 
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S59.  lUsoLtmoN  ni  i'Aicatiou.  + /jx -}- y  =  0.  {*) 
Après  ce  qui  a  élé  exposé  a"  245  et  236,  on  pourrait  se  dis- 
penser d'aucune  explication  sur  la  résolution  de  celte  équation, 
mais  comme  on  aura  souvent  besoin  de  considérer  l'équation  du 
second  degré  sous  cette  dernière  forme,  nous  dirons  que  pour  la 
résoudre: 

//  faut  d'abord  faire  palier  le  terme  tant  eoima  q  du  premier 
membre  dans  le  second  avec  un  ligne  contraire,  et  cela  en  vertu  des 
cnnsidéralions  exposées  n*  345;  l'équation  se  change  alors  en 


Si  il  ne  reste  plus  qu'à  la  résoudre  soit  en  considérant  ses  deux 
premiers  termes  comme  les  deux  premiers  d'rm  trinôme  (n°  2lri), 
soit  en  lui  appliquant  la  formule  du  même  numéro,  dans  laquelle  il 
sulfirait  évidemment  de  faire  q  =  —  q  et  l'on  aurait  alors  la 
soluUon  ou 


La  formule       »  =  —  5P±V/tJ>'  —  î      qui  résout  l'é- 


860.  On  appelle  trÏTiôme  du  second  degré  toute  expression 
tigébrîque  qui  peut  être  ramenée  à  la  forme 


il  en  résulte  que,  par  exemple,  la  ({uantilâ 

[a  +  'ib]x'  —  3b'3:  +  ia'  ~ 
est  un  trinAmc  du  second  degré,  car  les  deux  termes  connus 
4a*  et  — 3èd  peuvent  être  réunis  algébriquement  en  on 
seul  au  moyen  de  parenthèses,  ou  aritlimétiqucment  par  la  ré- 
duction lorsque  les  lettres  sont  remplacées  par  leur  valeur  nu- 
mérique. 

La  forme  az*']~^*(~^  ^  souvent  employée,  et  d'après 
ce  que  nous  avons  vu,  si  l'on  voulait  décomposer  ce  trisfinie  en 


O  Oo  devra  looJUira  rappOMrp  et  q  réeU,eirunsedil«f  prinelpei  qus 
DOW  dtdlUnm  ne  lenkat  pu  lonjoiin  eueli. 


^  +  pT  =  —  Ç. 
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ractearG  de  l'espèce  mentioDDée  n*  357,  il  faudrait  r$tn^e|fQlri- 
6  e 

nAme  à  la  forme  «*-t-^JB+-,  pois  l'^geler  i  léra,  aflQ  d  en 

avoir  tes  radnes. 

Dans  ce  cas,  il  fmit  obnerver  que  les  facteurs  que  l'on  obtient  en 
retranchant  de  x  chacune  de  ses  racines,  ne  reproduisent  pas  le 

trinime  primitif,  mait  teulenunt  le  frindme  x*rf--4-4'^t 

c'est-à-dire  un  trinAqtp  a  f{ds  plm  petit  q\ip  le  pr{q;>op^. 

Il  est  bien  vrai  quechacan  de  ces  trinAmes  ^alé  à  téro  est  nsa 
équatjpQ  équivalente,  c'esl-i-dîre  patUfRÎte  par  m^tpea  i^l^ 
de  x;  ptaiç  lorsque  chacun  do  ces  tiinlJmes  ne  fait  plus  partie 
d'une  équatiou  dont  le  second  mepibrQ  «st  sérg,  qn  m  Reul  plut 
dire  qu'ils  sept  égaux. 

Lors  donc  que  nous  décomposerons  m  pareil  (n'ndmfi  sa  /ôc- 
teurs  du  premier  degré,  nous  devront  iuttltiplier  ensuite  ces  facteurs 
par  le  coe/jtcient  de  x-,  puisque  pour  «voir  les  racines  d»  eietriaim 
égalé  à  zéro,  nous  l'aurons,  suivant  l'usage,  divisé  par  son  coeffleieni, 

On  peut  encore  se  rendre  compte  de  coltc  obligation  en  cCHui- 
dérsnt  que  le  trinAme  ax*-\-bx-\-e  est^al 

ft  o^x*-}-^*+^^      ou  a(»'+mx-|-n) 

«l'on  fait  ~=m  et  -  =n, 

Maintenant  pour  décomposer  x*-\-mx-i-ft  en(iÇlt?>f^PM)<i'^ 
nous  aurons  en  désignant  par  R  et  R' les  racines  de  ce  trinAmo 
égalé  à  zéro 

.     x*+m+n=:ir-m^-^')  (P'8571 

et  par  conséquent,  on  aura    a(x*+m+n)=a{x — R)(aT — R'). 

261.  Lehme.  Si  un  polynûme  quelconque  doit  Être  élevé  au 
carré  et  multiplié  ensuite  par  un  carré,  on  peut  inultiplief  de  suite 
ce  polj-nôrne  par  la  racine  carrée  de  ce  carre  ^leyer  çpsuile  te 
tout  au  carré. 

Soit  en  effet  l'expression  m'((ï-j-ô)' 
dans  laquelle   a+b   est  le  polynAme  quelconque  et   m*  le 
carré  en  question. 
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Si  l'on  prend  la  radne  de  l'espressioa  donnée,  on  aura  évidem-  ■ 
mentponr  rs^ne  m(fl+à)  (n*  20»,) 

Or  1g  carré  de  cette  quantité  reproduira  évideiqin^Dt 

m'(a-f-i)',     d'où  l'on  conclut  que 

m\a+b)'={ma+mb)>=[mia+b)Y 
c'est  une  conséquence  du  principe  n"  2i7.  [  V.  n°  361.) 

262.  Applications  des  principes  relatifs  à  ia  (ti^inpOtifiim  i«t 
trinômes  du  second  degré. 

Soit  i°  le  trinôme       a,' — 4(r+13 

Pour  trouver  ses  fiicteurs  équivalculs,  il  faudra  n"  237  cliei  cher 
les  racines  de  ce  trinflnie  égalé  il  zéro; 

La  formule  que  noua  prendrons  est  celle  du  a'  359)  dans  la- 
quelle nous  fnQDB  p=s — i  et  ;=i3;  ce  qui  doqne 

les  fectenrs  seront  donc  \ 

(et  x—%+\f=9 

d'où       a^— 4i+i3«(ar~î— [a:— ï+v'^) 

Nota.  An  lieu  de  nous  servir  de  la  foimnlo,  nous  aurions  pn 
opérer  directement  sur  l'équation,  mais  cela  aurait  été  plus  long} 
ainsi  en  agissant  d'après  te  n*  259,  nous  aurions  posé  successi- 
vement j;'— 4c=— 13, 

a:*— 41+4=4— !  3,  x—i=±\/'^ 
(r=2±s/^; 
d'ob  l'on  déduit  les  mêmes  facteurs. 

ilaù  il  vaudrai!  mieux  opérer  suivant  les  (ioiisidératteDa  do 
s*  SS6  et  laisser  le  terme  connu  dans  II}  premier  mçmtiQ!;  nous 
palerons  donc  le  tcinAme  à  zéro,  puis  ajoutant  et  soustrajant 
dans  le  premier  iDHUbre  le  carré  de  la  moitié  de  — 4^  onaura, 
comme  on  l'a  expliqué, 

ei^te+4_4+13=0( 
d'où  {x-S)»— (4— 13)=0  (□•  56), 

00  {iP_ï)"_(_-fl}=0. 
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Par  conséquent,  en  considérant  — 9  comme  le  carré  de  h 
quantité  imaginaire  ^—9,  nous  aurons  une  diKrence  de  deux 
carrés,  d'où  nous  déduirons  (a*  58  «t  n*  266) 

qui  nous  Tait  voir  que  le  premier  membre  contient  les  facteun 

cherchés. 

Observation,  On  pourrait  se  dispenser  d'égaler  le  trinôme  à 
zéro,  il  sutlirait  évidemment  d'ajouter  et  <le  reirancher  dans  le 
trinûine  la  quantité  ronvenable  pour  rendre  les  deux  premiers 
termes  un  trinôme  carré. 

Ainsi  soit  2°  le  Irinùme       Sx' — ilx — 12, 

Nous  ajouterons  et  soustrairons  le  carré  de  la  moitié  de  ~, 


X,  lorsque  ce  trinôme  est  ramené  à  la  l'orme 

ce  qui  donne 


b     ^100      100  &J 

Ce  qui  est  entre  parenthèses  équivaut  à  une  difl^encâ  de  deux 
carrés 

d'où  (n°  58)  on  tire  l'expression  équivalente      ^^c-f  g^(-^~3)i 

181  ,  12     361     .        ,  . 

en  observant  que    -r-r-  4-  — -  =  — -   et  que  la  racme  carrée 

.     361      .  19 
^«    IW  10- 
Par  conséquent,  le  trinôme  est  égal  à 

B(a;+J){a:-3)    ou  (3i+4)(ï-3). 

Hais,  OQ  aurait  obl«nu  plus  simplement  ces  bclears  en  appli- 
quant la  formule  n"  259,  après  avoir  ramené  le  IrioAme  à  la 

forme   5^a'— —  — car,  prenant  les  radoes  de  la  par- 
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lie  entre  parenthèsAS  égalée  h  xéro,  on  a,  en  faisant    p  = 


.=ll±v/lH+«==li-Hv/^+^=il±v/^- 

10      VlCO^S      10~VlOO^1lK)     10     V  101)' 
ou     x=îi±l^    qui  donne    x=3   et    3;  =  —  ^; 
par  eonséqnent  (n*  357],  on  aura 

et  8a:»  — H«  — Ï2  =  8(i— 3)(^i  +  g)  =  (ar  — 3)(8i+4). 
comme  nous  l'avions  trouvé. 

3-  Soit  le  trinôme      4a:'  +  12a;  +  9. 

Pour  avoir  les  facteurs  dont  le  produit  est  égal  à  ce  triofiine, 
nous  cberdieKuia  les  racines  ds  ce  trinfUne  posé  égal  à  zéro, 

c'esl-ù-dîre  'de  a:'  +  te  +  ?  =  0. 

Eu  faisant  dans  la  formule  ordinaire  (n*        ^  =  3  et  ?  =  |> 

on  trouve     x-=  —  ^±0,     c'est-à-dire  deux  racines  égales, 

et  noua  en  concluons  que 

et  par  conséquent  qne 

437»  + 121-1-9=4  ^j:  +  -j-  3)V      (n*  261.) 

Un  peut  vérifier  tous  ces  résullnl». 

PROPRIÉTltS  DES  RACINES  DE  L'ÉQUATION  i'+pr  +  «=0, 
OU  RELATIONS  ENTRE  LES  RACINES  ET  LES  COEFFICIENTS 
DB  CETTE  ÉQUATION. 

965.  Nous  allMis  examiner  maintenant  la  nature  ou  les  pro- 
piiétés  particulières  des  factenrs  du  premier  degré  en  lesquels 
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peat  tt  décompi^F  le  trinAine  du  second  di<gr&  Ces^prapnéti* 
•ont  très- curieuses  et  nous  seront  d'une  grande  utilité. 

Si  noas  désignons  par  et  les  deux  racines  de  l'ir 
quatîon  a?'}-px-\-g=0,   nous  aurons       (n*  857) 

ai'  +  px-\-q=(s—af)ix-ar]. 

Puis  effectuant  les  calculs  indiqués,  il  vient 

.r'  J-  p^-  +  5  ^  ,t'  -  (y  +  +  3/1-. 

Cc'ie  ("''palilf'  (li'iiiiil  po'.ir  n'importe  quelle  vnleur  de  g, 

m  d'anties  teimes,  U:  si'cond  mi'riibi'e  ne  pouvant  être  égal  au 
premier  si  les  coefficients  ne  sont  pas  égHUK  de  part  et  d'autre,  U 
faut  ainrs  que  le  coefticii-nt  p  de  x  dans  le  premier  membret 
Boit  ^1  an  coefficient  — (y^y)  de  x  dans  te  Wcond,  ét 
de  même  il  faut  que  le  ternie  ou  coeffideot  q  u»t  égal  au  CH^ 
fident  afaf       [Voir  a' 4,ii.) 

Nous  auronsdonc  — (3f-\-x')  =  p  ou  y  +  **= — p, 
et  î  =  x". 

ces  relations  en  additionnaqt  les 
puis  en  les  mullipliantenlre  elles, 

-g  oa 

et  — ip— Y^jP*  — 9  ou 

lAnmiiwdecesradnesfaitévtdHnment  —p  on  gf  +  ^i 
et  le  produil' donne  g  ou  afx"; 
Voici  d'uUeurs  co  produit  sans  réduction 

îj.'-îpy'jp'-î+ip  y/j?--?-  (î?*-?)! 

On  i^en  rendra  compte  fadlemeot  en  se  rappelant  que  pour  oI>- 
teùir  le  carré  d'un  radical  du  second  degré,  il  suffit  de  supprimer 
la  signe  radical. 

Ainu,  BOUS  apprenons  cette  propriété  remarquable  qtte  dont 
tiMU  iqmtkm  dit  teeond  degré  ramenée  à  la  fonat  x*-f-px+q»0 


On  peut  obtenir  direclement 
racines  de  l'équation  considérée, 
bar  ces  radoes  sont 
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la  tomme  «IgUriqne  des  deux  raeinei  tit  égali  au  voefftcieiU  de  le 
première  puimatice  de  x  pris  en  signe  contraire  et  le  produit  dee 
raeinei  esligal  au  coefflcienlde  ta  puisioiwesiro  de  1,  c'wt-à-dirn 
égal  à  la  quantité  connue. 

ConoLUini  I.  Il  résnlle  de  ce  principe  qiie  connaitsant  une 
NDinc,  l'aulre  est  trouvée  fiicilenient,  soit  par  une  souatracUoti 
an  oosaidéranl  p,  soit  par  uoe  division  en  considérant  q. 
[Voirn'^m.) 

CoHOLuma  iT.  St  une  ëqoalion  du  second  dpgi  é  pst  de  la  Tonne 
a^  +  pa;  =  0,  c'est-à-dire  si  le  terme  connu  manque,  il  fuut  en 
COtlcIiire  qur  le  produit  des  rncinrs  est  zéro,  et  par  coubéquent 
que  l'iinn  des  racines  est  rgale  à  zéro  [11°  249);  quant  à  l'aulre  ra- 
dne  elle  ne  peut  (^Ire  zéro,  car  p  ti'étunt  pas  nul,  cela  indique 
au  moins  une  racine  différente  de  zéro; 

Pour  (jue  les  deux  racines  fussent  nulles,  il  faudrait  avoir  ausu 
p  =  0; 

Mais  p  nul  salis  que  q  le  soK,  n'indiquerait  pas  deux  t^ 
cines  nulles,  car  dans  le  cas  oii  les  racines  seraient  égales  en  valeur 
absolue  avec  un  signe  coiifriiire,  on  aurait  /i  — 0;  d<ji(c  celie 
dernière  condition  indique  seulcmcnl  que  recjDaliiin  n'a  pas  de 
second  lerme  et  que  les  racines  sont  égales  en  valeur  absolue. 

2G4.  Les  conséquences  qui  déeonletil  des  principes  exposés 
dans  le  numéro  précédent  et  le  d°  2^7  sont  nombreuses  ;  ainai,  en 
considérant  une  équation  delà  foriuu  x' -\- px -\- g  =  on  peut 
dire  de  Ittite  quelt  sont  les  signa  des  racines; 

Sn  efbt,  à  la  terme  connu  g,  qui  est  le  produit  des  racîDM, 
ett  négMîfi  on  conjura  par  les  règles  da  la  mullif^tion  que  les 
racmes  auront  des  signes  différents,  puisqu'il  n'y  a  qu'une  quantité 
pontive  réelie,  mnllipliée  par  une  quantité  négative  qui  pitisse 
donner  un  résultat  négatif.  [Ou  suppose  p  cl  q  réels  (n*  S59)J>  ; 

On  peul  d'ailleurs  eooelure  de  q  nèijuuf.  qini  >àj  a  point  de  ra- 
cines imagiaairet,  car  pour  rendre  cciti:  èi|iiation,  il  faut  faire 
passer  9  daos  le  second  membre  (u°  et  le  radical  que  l'Mo 
obtient  ensuite  renferme  deux  termes  positifs. 

De  plus,  on  est  certain  que  des  deux  racines,  la  plus  grande  en 
valeur  lAsOtut,  sera  affectée  du  iigne  contraire  à  celui  du  coefficient 
du  ueoad  terne;  car  c'est  la  pl^i  gra^  racine,  munériqoeipent 
jWRiaqt,       détermine  1^  signe  4c  U  sonune  de»  W^Ut,  tt 
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cette  somme  doit  être  affectée  d'un  signe  contraire  à  celui  de  p 
(11*  263). 

Eafin,  tmttet  te  fbii  que,  dont  bi  fbrmul»  de  lutreiguation,  m 

cura  q  négatif,  m  obtiendra  des  racina  réella. 

Kn  se  reportant  à  ia  discussion  de  l'équation  du  second  degré, 
cil  pourrait  tirer  d'autres  conséquences;  nous  ne  nous  y  arrêle- 
l'iins  pas,  nous  ferons  observer  seulement  que  si  l'on  a  q  positif 
el  plus  petit  que  le  quart  du  carré  du  coefficient  de  ï  ou  mënie  égal, 
on  aura  encore  des  racines  réellet.       { V.  n°  277.) 

Une  équation  élani  généralement  la  traduction  d'une  question  i 
résoudre,  on  voit  combien  est  grande  Culilité  de  la  diseuision  (a°  2S3) 
et  detatUrtt  prineipet  pottérietiri,piùsqWiliu)utterttpossible,saia 
effectoer  la  résolution,  de  voir  aâmédiatement  n  cette  quettion  ett 
tuKgptible  oHwm  de  m/ufion,  et  guelle  ett  la  tuUure  de  celte  so- 

Ainsi  pour  le  cas  oii  l'on  aurait,  dans  l'équation  du  n°  2S9,  g 
positif  et  plus  grand  que  on  en  conclurait  l'impossibilité 

dn  pndilëme. 

96S,  An  moyen  des  principes  précédents,  on  peut,  connaissant 
lea  racines  d'une  équation,  recomposer  l'équation  qui  les  a  don- 
nées, ou  bien,  étant  données  deux  quantités  quelconques,  établir 
l'équation  qui  aurait  pour  racines  ces  quantités. 

Observons,  au  sujet  de  ces  qmntifit  qtidamguet,  que  habituel- 
lement on  ne  conridëre  dans  les  premières  parties  de  l'algèbre  que 
dea  équations  dans  lesquelles  l*eiposant  de  x  est  un  entier  positif, 
et  les  coeffidents  sont  des  nombres  envers  après  la  dispaiilion 
des  dénonii Dateurs,  mais  dans  toute  la  généralité,  on  admet  des 
coeSicicntB  irrationnels. 

Soient  donc  3  et  — 7  deux  nombres  donnés,  et  soit 
demandée  l'équation  qui  aurait  pour  racines  ces  quantités. 

Cette  question  peut  être  résolue  par  deux  principes  différents  : 

1*  D'après  le  n°  257,  nous  dirons  :  puisque  cette  équation  doit 
Atre  le  produit  de  x  —  3  par  x  +  l  égidé  ensuite  i:  zéro,  nous 
torons  par  suils  de  cette  multiplication 

a'+iz— 21=0,       éqaoHon  demmdée. 

r  On  aurut  pu  l'obtenir  {U*  S63)  en  disant  :  le.  premier  lernw 
de  Féqnation  cherchée  est  toujours       le  secood  ett  x 
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an  coeffident  égal  à  3  -]-  ( —  7]  ou  —  4  pris  en  ugue  con- 
traire, donc  ait  le  second  tenne;  enfin  le  denùerterma 
ura  3x — 7  on  —SI,  donc  oq aura 

— 21=0. 

CoKotum.  Si  Ton  mat  ia  tomme  et  U  produit  de  deux  qum- 
lilét,  on  en  ctmclurùt  que  celte  somme  et  ce  produit  sont  respec- 
tivement les  coefficients  de  x  et  de  ic'  dans  l'équation  du  . 
second  degré  qui  aurait  pour  radnes  cette  somme  et  ce  produit, 
en  observant  de  changer  le  signe  de  la  somme  avant  de  la  donner 
pour  coefficient  fa  x, 

Adtm  itmcjam.  Soient  les  quantités  —  3  et  ^—t,  trou- 
ver l'équation  qui  aurut  pour  racines  ces  valeurs. 

En  raisonnaQt  comme  dans  ta  prenuère,  on  tronvert  qoe  oetiv 
équation  sera 

+  (3  — j;  —  3  \Pi  =  0 
qui  lisolue  suivant  les  règles  ordinaires  donne 


le  terme  radical  équivaut  à    ±  ^ ^ — --  -  * 
00  à  i^V^T  +  Ô^. 

la  radne  carrée  de  7  +  6\/— î  est  3  +  ^— ï  comme 
on  le  verra  n*      et  on  peut  d'ulleurs  le  vérifier;  par  conséquent 

ona  *=  ai  j 

qui  donne         x=  V — ï     et     x  =  —  3; 

Donc  l'équBtiOQ  que  nous  avons  établie  était  celle  qui  convenait, 
mais,  eonlrairemenl  aux  applications  ordinaires,  elle  avait  des 
Goeffidenis  imaginaires. 

Et  il  ast  bon  de  noter  qu'une  équation  qui  n'a  pas  tous  ses 
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confgcients  réels  pevl  donner  une  seule  mcitte  imaginaire;  mais 
nous  ne  considérerons  pas  ces  sorleg  d'équations. 

260.  Ai.TiiB  coNsÉQL  Encï.  Nons  avons  vu  (n"  250)  que  lorsque 
l'on  cnnnaissail  les  lacfi  iirs  en  li'sqnels  se  décompose  le  trinâme 
du  secorui  (Icycé,  il  élail  facile  d'en  déduire  les  racines  de  ce  tri- 
nôme égalé  à  7<To. 

D'après  cela  et  en  ayant  égaid  à  leur  composition  (n»  257),  on 


peut  dire  que,  dans  chacun  des  facteurs  a;  +  3P  +  \l  jP* — ? 


®t    ^  +  5? — le  premier  terme   x   est  égal 


aux  aulros  quanlilés  connues  conteniies  dans  ce  facteur  et  prisas 
en  signe  contraire;  par  conséqueut  lorsque  l'on  a  vn  des  facteurs 
àe  Véqualion.  on  a  une  de»  racines  ou  nne  des  valeurs  de  x,  bL 
^clproquement,  si  Con  a  line  des  valeurt  de  s,  on  a  m  des  fac- 
teurs de  l'équaiim,  puisqu'il  snflît  de  faire  x  égal  à  ±  celle 
valeur  selon  qu'ille  est  négative  ou  positive. 

Or,  le  premier  membre  de  l'éqnalion  pouvant  être  considéré 
comme  un  pmduït,  du  moment  que  l'on  connaît  une  des  racines, 
on  connaît  un  des  faelpnrs  et  même  l'autre  facteur  et  l'autre  racine, 
puisqu'il  suffît  de  diviser  le  premier  membre  de  cette  équation  par 
le  lacleur  connu. 

En  un  mot,  si  x  —  a  c.Ljn  iaie  que  a  est  une  des  valeurs 
de  s  dans  une  cgiialion  dn  accind  degré,  il  en  résulte  que  X  —  a 
esi  un  des  dioiseun  de  celle  égiiolinn. 

Ce  principe  est  trôs-iitile  et  s'applique  aux  équations  de  tous  les 
degrés,  c'est  pourquoi  nous  allons  entrer  dans  quelques  délails, 

2(î7.  TaiiouÈBK.  Le  premier  membre  d'une  équation  du  second 
degré  ramenée  à  la  forme  x' -\-  px -\- q  =  d  est  divisible  par 
X  —  a,   si  a  est  une  racine  de  l'équation. 

En  eftet,  dans  celte.  bypotbÈse,  on  aura 


Car  d'après  la  délinilion  de  racine,  on  entend  (n*U3]  uns  valeur 
de  X  qui  mise  à  sa  place  véiilie  l'ériualioii,  donctfafu  tme^ua- 
(('on  dont  le  second  membre  est  zéro,  lovie  tudatr  da  x  m  ioule 
racim  de  ettte  équation  dwra  armuler  le  prmûr  mmln. 


a'  +  pa  +  q  =  0. 
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De  l'équBtioD  ci-dessus  on  (ire  q  = — a* — pa  et  bIots  l'éi{Ua- 
UOD proposée  peut  âtre  mise  sous  la  forme 

ou  sous  la  forme     x'  —  — a]  =0     eti  chnngeant  les 

lerniES  de  place  et  mettiiiit  p  en  évidence  ;  puis  en  faisant  allen- 
lion  que  x*  —  a"  équivaut  à  {x -\- a)  {x —■  a)  (n*  S8)  et  qu'alors 
J — a  est  un  facteur  commun  à  x-^-a  et  à  p,  ou  aura 
la  nouvelle  équation  (r  +  a  + /') — =  0  qui  prouve  notre 
principe  ;  car  tout  produit  est  divisible  par  un  de  ses  facteurs  et  l'é- 
qualion  ci-dessus  est  équivalente  îi  la  proposée.  (  Voir  Sgoue  du 
r»  27a) 

Cette  dimotutratim  est  assez  curieusi:  et  fnii  voir  que  l'algèbre 
doiae  à  celui  qui  sait  Pemploi/er  une  mxdtili'iJe  de  mnyûiis  d'arriver 
aux  mêmes  résiillati ;  quoique  ces  vciics  piiiaii>cut  ilill'éicnli^s  elles 
sont  néanmoins  liei's  par  di's  rapiiorts  que  i'ot:  pi'iil  l'c  m  n  naître. 

Ainsi  noire  priiid/Jt  iwruil  /m  cire  di'i'.diiln.^  /wr  li:s  iiiajjks  règles 
delà  division,  iiiin'>t.'iil<'iiieitt  pintr  rc^juatiuii  i.iu  vcecind  degi'é, 
mbis  mânie  pour  les  équations  de  Unis      dt  gi'i's. 

Parezennple,  on  prendrait  un  pulynitme 

X-  +  /!X"-'  -L  çj,"-'  -!-  u+  «: 

peut  représi'uliT  le  preiiài'i'  iiKiMnio  d'iiiKi  ifpi.ilioil  quel- 
OOnqua,  et  OQ  le  diviut'ruil  {lar    j.  —  ir,    ei  iii  col.  luirait  il  iinmfe 
a"" +         +  '/«'"  '  -\-t<i-\-  u. 

Or,  lorsque  la  division  peut  se  fi.ij  .;  p.\Hctenn:i<t,  ce  reale  s'an- 
nule, coinma  on  sait;  puis  remarquant  que  ce  iiiènie  ro:«te  n'est 
aatre  que  le  dhidi  nilr  d;in,s  Itqurl  ou  auiait  rii)i|)lari>  ,c  par  o, 
on  eu  conclut  i\w.  ie  polynoun'  duiuié  iw  i.iul  qi  zi'ni  qu'il  est 
ilivisilile  par  x  —  (f  li'r.>i|ui?  hi  quaritite  (i  lni^e  à  la  pliice  de  x 
iâ  rend  nulaussij  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  d'ailleurs  que  si  x  eit 

%ila  (t. 
Comme  np^ieatim, 

Swtl'éqnalion         a!»+  51+3=0, 
et  idt         — - — We  des  rscineS' 
L'Un  4w  hstem  de  cette  équation  tera 
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Pour  BVQtr  l'autre  Tacteur  et  l'autre  racine,  nous  diviserom  le 
premier  membre  par  ce  facteur,  ce  qui  nous  dtmiiera  l'autre  fao- 

teur  z  +  ^  — iv'*^'   comme  ou  le  voit  par  le  tableau  «unnt  ; 


2 

r«^.  ou  ^o. 

968.  Nous  allons  donner  encore  une  preuve  des  diverses  ma- 
nièreg  que  l'algèbre  pmnet  d'employer  pour  obtoiir  un  résulUt. 
en  exposant  un  nouveau  procédé  de  rteolntion  de  féqualion  du 
second  degré. 

Soit  tmtjmn  à  réttudre  x*+px+q=0. 

Noos  mettrons  cette  équation  sous  la  fivme 

**  =  — par— î  A. 

Si  L'on  cherchùt  k  prendre  la  raàne  des  deux  membres,  cela 
n'avancerait  à  rien,  puisque  l'on  obtiendrait  une  valeur  de  x  ea 
fonction  de  x;  mais  avec  un  peu  d'habitude,  on  verrait  que  si 
l'on  faisait  n  égal  k  une  autre  inconnue  y  loâns  la  moitié  de  p, 
on  arriverait  au  but  proposée 


Cettetransformationesttoujours  possible  et  permise,  car  y 
une  variable  qui  peut  prendre  une  valeur  telle  qu'ajouter 
]i  la  tomne  algébrique  soit  égala  k  x. 


eiuPlTM  T.  i77 
En  snbstituaQt  y  —       à  la  place  de  x,    l'équeUai  A 

^—py+-p'  =  —py-\-^ffl—g. 

Sons  cetia  forme,  on  voit  le  mofif  qaL  a  fait  supposer 

x=!t/ — ^p,   car  cela  conduit  à  obtenir  le  terme  py   avec  le 

même  signe  dans  chaque  membre,  et  par  conséquent  te  fait  ditpa- 
railre,  et  cette  suppression  faite,  il  ne  reste  plus  qu'une  équation 
inoomplète  du  second  degré,  puisqu'elle  se  tédiùt  à 

d'où  l'on  tire   

et  h  cause  de  x  =  y  —  ^p. 


ForemU  ehtrchit. 


UTIUTÉ  DES  TRUISFORHATIONS  DBS  TRINOIIES 
DU  SECOND  DE6HÉ. 

1168.  Oa  B  quelquefois  besoin  de  conniUtn  les  valeurs  da  l'in- 
connue qui  peuvent  rendre  un  trinAme  positif  ou  négatif. 

La  forme  de  ce  trinôme  est  ax*-\-bx-\-e  ou  x'-f-pc  +  y, 
comme  nous  savons,  et  il  faut  supposer  l'inconnue  variable,  c'est- 
à-dire  susceptible  de  prendre  des  valeurs  différentes. 

Ainsi,  par  exemple,  le  trinôme  i'  —  7x+10  équîvautà  — 2 
pour  ar  =  3  et  à  léro  pour  a:  =  B. 

Nous  considérerons  de  préférence  le  trinAme  aa^  +bx  +  c, 
parce  qu'il  est  plus  facile  d'en  tirer  les  conséquences  par  rapport 
au  coeffident  a,  qui  n'est  plus  alors  tonjours  l'unité  comme  dans 
l'autre  trinftme. 
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Posons  ax'  -\-bx-^e^O, 

on  en  déduit      a;  =  —  ^  ^  ^  V** — iae.  Formule. 

Celle  formule  est  la  niÊnjB  que  crllc  du  n°  23i,  car  si  Ir  terme 
—  estnégiitir  ici,  on  volt  que  culu  proiinil  <le  ce  que  nous 
avons  considéré  le  terme  c  dans  le  premier  membre  de  l'équation, 
au  liea  de  le  supposer  dans  le  second. 

En  Bfqiliquuit  ï  cetla  ibrniala  la  discusiioadu  n*  SEi3,  on  serait 
ooaduît  aux  mômes  contéquencea  pour  les  trois  hypothèsea  : 


ou 

h'^-iùo  0; 

2- 

ou 

6'  — 4oc  =  0; 

3* 

iac>  i' 

ù'  —  iac<0. 

Ocaa  le  premier  cas,  il  est  aisé  de  voir  qiio  les  racines  sont  réelles 
et  înégnirs,  les  signes  élant  qtipiconqucs,  r'csUà-dire  que  suivant 
les  valeurs  piirliciilii;res  de  a  pt  de  6,  !i's  racïiips  pourront  être 

ponitici-f!  ei  néiii'tives  oii  bÏL-o  positives  ou  r.égalivi:'  loules  Ips  deii>;, 
pourvu  loulL'fiijs  qiip  Aac  un  icprésonle  pas  une  \iilPnr  iipgalive, 
car  alors  le  radical  conliemlrnit  une  valenr  positive  plus  grande 
qufi  la  racine  de  b-,  et  Ips  z'acines  uuraipot  chacune  un  signe 
dilWient;  cela  renircrail  dans  ii^s  deox  piTuiicrs  cas  examinés 
dans  le  n°  2"iJ,  on  n'aurait  donc  plus  fj' — -t'ie  <  i',  mais 
b'  —  -iac>  à*. 

Pour  fixer  Ips  idées,  nous  snpposprims  donc  (p)e  la  valeur  de 
iac  est  positive,  et  par  conséquent  —  inc  est  une  iinanlilé  néga- 
tive, mais  en  se  rappelant  la  disnissioii  du  n"  iiU,  car  l'examen 
lies  Irais  cas  considérés  compn^nd  ce  qnc  nous  avons  vu  duns  ce 
numéro  relaté. 

Danë  le  second  cas,  les  racines  sont  rcelli's,  cgnlcs,  de  même 
ngne,  et  se  réduisent  à  une  seule. 

En^n,  dans  le  troisième  cas,  elles  sont  iruaginaiie^^,  et  l'on  peut 
dire  que  les  racines  ont  des  situes  diirérciils,  puisqu'elles  sont 
composées  de  deux  leruies  qui  ne  peuvi  nt  jamais  se  réduire  et  que 
l'un  de  ces  tenues  a  un  signe  diHerent  dans  une  des  racines. 

Voici  [uainlenunt  les  propriélés  relatives  à  ces  troia  cas  : 

1*  Toutes  les  foiii  qu'un  trinôme  du  second  degré  égalé  à  i&iù 
donnera  deux  racîoes  réelles  et  isoles,  toute  guantité  pontive  m 
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Mgattve  comprise  entre  les  deux  racines  et  subslituée  à  la  place  de  X 
liarw  le  trinôme,  donnera  un  résultat  df  signe  contraire  à  celui  du 
coefficient  de  x'; 

Hais  toute  quantité  non  compriij  entre  tes  doux  racines  et  sub- 
stituée à  ia  place  de  <r,  donnera  un  résultat  de  même  signe  que 
le  coefficient  de  x*. 

¥  Si  les  deux  racines  sont  n^clli^s  et  é^a\es,  lu  'ubsiitutim  de 
tout»  çuantitè  différente  de  celle  i/i'i  n'diiil  le  trinihnn  à  léro,  donne 
un  résultat  de  même  signe  que  le  cm-ffitient  de  x'. 

3*  Si  les  deuxrarinrs  ^orit  ini^i^'inairesjor*.'  i;"ui:iiié  réelle  posi- 
tive ou  tiilfjalii:!'  ;.iihftitiii'c  à  tu  pince  de  x  dnnw  nn  ré>,ullat  de 

Nous  nt;  iléirKintrciijEifi  |Hiiiit  ces  diveis  ]iri[i(^i|ii's,  p[irce  que  les 
eïBinpies  iiHi-ticuiiiis  iiuus  ilonniïrans  eu  fourniront  une 
preuve  suflis^iiiic.  ;  l 'lir  d'-iiUnin  V.m  ntinv.) 

270.  Lii  si'con  ]ir.>piio:ri  lions  rairii-ne  il  tû  principe  déjà  ex- 
posé iinp[icili'nii;nl  (n"  'i.'iS  f.l  208).  et  iloiil  on  su  sert  sonvenl  ; 

Luisqii'un  trinôme  du  secoiiil  degiti  iix--\~bj.  -{-c  est  un  carré 
parliiit,  on  a  enlre  ses  coL-Hicienls  la  relation  h'  —  Aac  —  0 

ou  ^  =  q,  si  l'on  considère  le  trinûnie  x'  -|-  ju-  +  ç. 

En  effet,  soit  a'  U  racine  carrée  da  a,  c'  ia  racine  carréâ  de 
e,  i  sera  alon  égal  à  SaV,  et  la  racine  du  triaftmo  ter*  <ix+€f) 
puisqu'il  «t  un  eirré  par  bypotfaèse  (a*  fiS4},  et  on  puBtn  te 
nnllce  mus  It  forme  (a'«  -f-  c*)*;  li  dono  on  l'égtle  b  léro,  am 
ladoes  devront  élre  égales,  ainsi  que  nous  l'avons  vu.  Or,  ws  ra- 
(àors  ne  peuvenl  ëtra  égales  si  la  quantité  sous  In  radical  n'est  ftas 
flullB,  e'est-à-dire  si  l'on  n'a  pas  6* — 4ac  =  0, 

Et  réeiproqumneitt  si  dans  le  irindme  considéré  les  coeflicienU 
sont  tels  que  l'on  ail  b*  —  iac=Q  ou  b*  =  iac,  oneacoaolut 
fue  le  trinAme  est  un  carra  parfait  {voir  n°  2S8},  oar  alon  on  en 

déduit  c-^. 

i'oll  aa!*-l-*it  +  Cî=ita!*  +  &f  +  ^. 

Souf  cette  dernière  forme,  on  voit  que  }e  Irûrfnw  est.  la  carré 
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des  denx  tennes  xyja  -\   [a*  331), 


+  to  +  C: 


Saous.  Ob  pooiTwt  quelquefbis  fiiire  i  la  légère  cette  ot^eetion  : 
lorsque  le  trinAme  est  un  carré,  on  trouve  deux  rainnea  é%à»i  el 
de  m&ne  signe,  cependant  (n*  900]  on  a  exposé  que  tout  carri 
avait  deux  racines  égales,  ni^  de  «gne  oontnùre. 
Observons  qn'il  ne  s'agit  pas  id  de  /a  raàm  du  trinâmtt  mu» 
dt  Itt  racine  du  tria6nu  égalé  â  zéro,  qui  ne  donne  que  deux 
(/ 

valeurségalesk —  ^,  ainri  que  cela  résulte  ausd  de  l'appticatîon 
do  la  formule,  en  remarquant  que  la  valeor  a  =  — ^  oUennc 

dans  l'hypolhè&e  b-  —  iac  ou  plutAt  — lac  =  0  (condition 
qui  évite  toute  erreur),  revient  à 

îo-C         fl'e'         c-        ,       .  ^ 
x  =  -  —  -r^=-^-  {^='^-«^: 

Il  faut  doue  faire  une  diitinctim  entre  les  racines  d'une  quan- 
tité et  les  racines  d'une  équation,  car  généralement  les  radnes 
d'une  équation  ne  sont  pas  ^ales  et  de  signe  cootraîre  (cela  n'a 
lieu  que  dans  une  certaine  classe  d'équations);  ainsi  en  noos re- 
portant d'abord  au  n'^të  et  ensuite  au  n°3S7,  nous  venons  quen 
a  est  une  racine,  — a — p  m( /'autre  rarine,  puisque  l+fl+p 
est  l'un  des  facteurs  de  l'équation  (n°  3a7). 

S71.  ArmcATioNS.  Supposons  que  l'on  veuille  savoir  quelles 
valeurs  on  peut  attribuer  à  x  dans  le  trïnAnie  — Sx  — B 
pour  que  le  résultat  soit  toujuurs  positif,  et  autre  que  zéro. 

Les  racines  de  ce  trinôme  égalé  h  zéro  sont  et  — 2;  ces 
vdeurs  étant  réelles  et  inégales,  pour  que  le  ti  inôme  soil  positif, 
il  suffira  (n°  269)  de  donner  â  :c  des  valeurs  qui  ne  soient  pat 
comprises  entre  ces  racines,  telles  alors  que  — 3,  -{-fi,  etc.; 
mais  la  dicompositim  d'un  trinôme  en  tes  fmteur»  nous  donne  un 
moyen  plus  simple  et  plus  clair  de  reconn^tre  les  valeurs  qall 
fout  attribuer  à  x  pour  obtenir  le  résultat  voulu,  et  nous  y  auroni 
Tocoon  de  préférence. 
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Ainsi  ie  trinAme  donné  étant  éga!  à  {x  —  i)  +  n"  957, 
le  simple  examen  de  ces  fadeurs  nous  dit  les  valpiir?  que  l'on  doit 
donner  à  x,  car  leur  produit  ne  peut  {-ivc  positif,  s'ils  nr,  sont 
tous  deux  positifs  ou  tous  deux  négatifs.  On  voit  donc  de  suite  que 
toute  valeur  supérieure  à  i  ou  inférieure  à  —  î  amènera  ce  ré- 
inllat.  Alors  faisant  x  =  T,   on  aura 

i'— 2a:— 8  =  [7  +  2)  (7  — 4)=27      valeur pontive. 

Si  au  contraire  on  attribuait  à  x  des  valeurs  comprises  entre 
la  racines,  c'est-à-dire  plus  grandes  que  —3  mats  plus  petites 
que  i,  on  aurait  des  résultats  négatifs  et  par  conséquent  de  signe 
cootraire  au  coefiicient  1  de  x^. 

2*  Soit  le  trinôme        —  4y'  + 1 7y  —  1 S , 
et  cherchons  les  valeors  de  y  pour  que  le  trinAme  donne  un  ré- 
sultat positif, 

Cetrinfimeestégalà      -i^y"— ^y+^j 

en  égalant  &  xéro  la  parenUièse,  on  aura  les  racines  du  trinAme 
Agalé  V  ïéro  et  par  conséquent  ses  facteim. 

Les  racines  sont  3  et  ^• 

Les  facteurs  du  trinAme  donné  seront  donc  — 4{y— 3]  et 

Pour  que  leur  proddit  soit  poritif,  il  est  nécessaire  que  tes  fhdenrs 
entre  parenthèses  soient  de  signe  eontraire,  et  alors  il  but  que 

l'on  ait   y<2  et  y>-^>    faisons  donc  y  =  2,   nous  aurons 

— 4(2  —  3)  ^2  —  valeur  positive  et  de 

signe  contraire  au  coellieient  —4  de  y'; 

Pour  avoir  tes  valeurs  de  y  qui  rendraient  le  trinAme  négatif, 
on  supposerait  à  cette  lettre  des  valeurs  plus  grandes  qne  3  on 

plus  petites  que  ^. 

3*  Sùit  le  trinôme        i'  —  lOc  +  21 
qnicatégaU  (z— 3}  (a:— 7);  pour  que  ce  triDOme  ne  prenne 
qw  des  valeurs  potitives,  il  ftmt  évideianient  ne  donner  à  x 
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que  des  valeurs  supérieures  à  7  ou  infiineures  6  3,  toutes  les 
valeurs  négatives  sans  exception  con  vieil  il  lont  alors. 

4"  Soit  h  trinôme  ir'  +  "ir  +  6 

qui  est  égal  à  (x  -j-  3]  3]  ;  si  l'on  veut  obteuir  un  résultat 
négatir,  il  faudra  allrihuer  h  x  une  valeur  comprise  enlie  \a 
racioes,  telle  que  — 2,3. 

S*  Soit  le  trinôme 

n  on  l'égde  à  séro,  ses  racines  seront  toutes  les  deut  |;  on  a 
alors 

Et  il  est  évident  que,  pour  toute  valeur  de  x  plus  grande  on 

pins  petite  qne  ^,  diaque  factenr  deviendra  en  métDb  tenitis 

positif  on  ségaUf,  et  le  produit  sera  toujours  positif,  le  eoeticient 
4  étant  lui-même  positif;  ce  qui  est  confurme  an  second  piû- 
clpe  (n'369}. 

ScoLiE  1.  On  Fera  alfeniioti  que  ce  que  nous  avons  dit  au  sujet 
des  racines  égales  (n°  ne  s'applique  qu'A  l'équation  ramenée 
i»  la  (orme,  x'  -\-  px  q  =  n,  cnr  de  ce  qu'un  Iriiiflme  éRdIéà 
7.ivo  :li>[ine  ûi'iix.  rMm:s  égales,  il  ne  fuiidruit  pas  en  coDclure 
généralemenl  que  le  trinôcne  est  un  carré,  mais  seulement  oa  tri- 
ndme  lorsqu'il  est  mis  sons  ia  forme  du  premier  membre  de  l'é- 
quation d-detsUB. 

Aiâsl  soit  —  44* — «4» — 3B 

iM  racineB  de  ce  trinAme  égalé  è  zéro  sont  x  =  ^3^0',  dobc 
le  trinôme  est  égal  à  —  4(a;-)-3)  (^  +  3),  et  si  les  deux  fa&- 
Inin  et  "-^3,  équivalent  i  un  carré,  le  troisième  fac- 

teur —  i  n'en  est  pas  un,  ni  le  trinOme  donné  non  plus. 

ScoLit  II.  Nous  n'avons  point  à  nous  occuper  du  cas  oii  les  ra- 
tines égales  en  valeur  absolue  aureiest  des  signes  contraires, 
puisque  de  telles  racines  ne  peuvent  élrë  données  que  par  un  bi- 
nAme  ±  a  égalé  à  léro  ou  par  des  équations  i»  degré  supé- 
rieur et  pair.   [Voir  n*  970.) 

6*  Soit  le  trinôme  —  4a;*  — 12*  —  2t 

lorsqu'on  l'égale  léro  pour  en  avotr  le*  ndaes,  oa  dianCe  «Dr 
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mite  les  Mgnes  de  tous  tes  termes,  puis  on  fait  disparaître  le  Go«t- 
ficienl;  on  a  donc  successivement 

*r»  +  i2a:+22  =  0      el         +  3a:  +  ^  =  0  A. 

Qiianl  an  Irinftme  donné,  il  est,  comme  on  sait,  équiTaleot 

à     —  t(43;'  +  liE  +  22)     ou  à     —  i(x*  +  3x -{- 

Les  racines  de  l'équalion  A  sont 

Le  ptemler  menibrè  est  donc  égal  k 

9oqB  cMtfl  forme  il  n'est  pas  facile  de  voir  quelles  valeurs  da  s 
rendraient  le  trinAme  donné  négatif;  mais  comme  il  revient  au 
mâme  de  chercher  tes  valeurs  qui  rendront  toujours  jioulif  le  tri- 

22 

nOme   ^  '\-3x -\-  —,   il  est  visible  que  taule  valeur  positive 

attribuée  à  x  alleindra  ce  but,  et  le  troisième  principe  [n*  269) 
nous  dit  aussi  que  toute  valeur  positive  ou  négative  de  x  don- 
nera un  résulliit  de  même  signe  qun  le  coellicienl  1  de  s'; 
donc  toulfs  valeurs  réelles  rendront  positif  le  trindme  ci-dessus, 
et  par  conséquent  le  trinôme  considéré  ne  pourra  prendre  que 
des  valeurs  négatives. 

D'ailleurs  cette  solution  e^obtiendra  en  remarquant  que  le  tri- 
nftme  égalé  à  zéro  ayant  ses  racines  imaginaires,  peut  alors 

être  mis  sous  la  forme  ~f~  ^  /'j  +  i^^'  ^^^)t  o'Hl-à'>âbto 
qué  l'on  aura 


Pmf  nlmporia  quelle  vdsur  de  m,  le  trinAme  dn  pnqniBF 
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membre  sem  donc  égal  li  la  sera  me  de  deux  quantités  poiitWes, 

puisque  toute  valenr  réelle  attribuée  k  x  dans  le  iHiiAiDe 

donnera  une  valeur  positive  îorsqa'on  l'élëvera  au  carré  (n*  181), 
et  par  conséquent  le  trinAme  donné,  qui  équivaut  au  tiiofime  ci- 
dessus  multiplié  par  —  4,  sera  négatif. 

Or  remarquera  que  io  trinAme  donné  peut  prendre  toutes  les 
valeurs  possibles  entre  —13  et  l'infini  négnlif,  mais  il  ne  peut 
an  prendre  aocuoe  inférieure  à  13  en  valeur  absolue;  il  suffît  de 
coi^déter  le  second  membre  de  l'équation  B,  car,  quand  même 


on  ferait  a;  =  —  -,    ce  qui  annulerait  le  terme       +  ~ 


il  lesterait  toujours  le  terme  +  qui  dmt  éire  multiplié 
par  —4. 

COKSIDËRATIONS  RâTROSPECTITES. 

978.  Avant  de  passer  aux  problèmes  du  seconii  degré>  rap- 
peloos-noas  quelqaes  principes  essentlGls. 

D'abord  dans  me  équation  du  premier  degré  l'inconnue  ne  peat 
avt^  qu'une  valenr,  et  (n*  186]  si  un  problème  fc  pluslean  incon- 
■mes  peut  quelqDflfoîs  Are  résolu  au  moyen  d'nne  seule  inconnue, 
cela  n'arrive  que  lorsquH  existe  on  rapport  entre  les  inconnues. 

En  passant  aux  équations  du  second  degré,  on  voit  que  les  pro- 
cédés de  résolution  consistent  ii  abaisser  le  degré  de  l'équation 
par  des  transformations  permises  et  équivalentes,  de  telle  sorte 
que  l'inconnue  â  la  première  puis^uncR  se  présente  seule  dans  un 
membre.  L'artifice  employé  pour  cein  était  d'olitcnir  invariable- 
ment un  carré  contenant  l'inconnue  à  toutes  les  puissances  que 
renfermait  l'équation,  et  l'extraction  de  la  racine  carrée  était  l'auxi- 
liaire indispensable. 

Nous  avons  expliqué  la  présence  des  deux  valeurs  de  l'incon- 
nue par  le  prindpe  que  toute  quantité  avait  deux  racines  carrées, 
mais  principalement  parce  que  le  premier  membre  de  toute  équi- 
lion  du  second  degré  k  une  inconnue  était  décomposable  en  deux 
lacteurs  du  premier  degré  par  rapport  k  l'inconnue  (n*  SS7},  et 
que  chaque  facteur  égalé  à  téro  dcuinait  une  valeur  de  x;  mais 
il  restait  à  prouver  clairement,  lorsque  l'on  emjdoTsit  cette  dé- 
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composhion  en  Tacleurs,  qu'ii  no  poLiv.nit  y  en  avoir  ni  plus  ni 
moins  de  deux.  Or^  indépendamment  de  toute  autre  explication, 
sous  dirons  que  : 

//  ne  peut  y  avoir  moins  de  deux  fadeurs,  puisqu'il  est  démontré 
que  cette,  équation  peut  toujours  se  décomposer  en  deux  facteurs,  et 
d'un  autrecùté,  en  n'admettant  qu'un  facteur  du  premier  degré  pur 
rapport  à  l'inconnue,  ce  facteur  multiplié  par  n'imparte  quelle  quan- 
tité indépendante  de  l'inconnue  ne  pourrait  reproduire  le  premier 
membi-e  d'uni;  cqimtion  du  second  degré  dont  le  second  membre  sé- 
rail zéro,  et  la  mf-me  raison  fait  qu'il  ne  peut  y  avoir  plus  de  deux 
fadeurs,  car,  par  exemple,  trois  facteurs  donneraient  une  expres- 
sion contenant  l'inconnue  au  troisième  degré,  et  ainsi  de  suite. 

Quant  valeurs  de  l'inconnue,  on  les  a  nommées  racines, 
en  partie  parce  qu'elles  sont  provenues  d'une  extraction  de  racine 
cariée  et  en.partîe  parce  qu'au  moyen  de  ces  valeurs  on  peut  re- 
produire l'équation  qui  les  a  données. 

973.  Pour  bien  comprendre  comment  une  équation  du  pre- 
mier degré  h  deux  inconnues  peut  quelquefois  être  résolue  par 
l'empM  d'une  seule,  remarquons  que  toute  équation  peut  être 
considérée  comme  étant  la  traduction  alg:ébrïque  d'ane  question 
de  cette  nature  :  Trouver  la  quantité  ou  les  quantités  qui,  combinées 
d'une  certaine  manière  avec  d'autres  quantités  données,  fournissent 
telle  autre  quantité  pour  résultat. 

Or,  si  l'énoncé  de  la  queslion  renferme  deux  nombres  inconnus, 
il  pourra  arriver  que  cet  énonré  n'indiquera  auonnc  relation  rfirerte 
entre  les  deux  inconnues,  et  alors  il  faudra  l'emploi  de  deux  lettres 
pour  résoudre  le  problème;  mais  il  pourra  se  faire  aussi  que  les 
deux  inconnues  soient  liées  de  telle  sorte  qu'il  soit  évident  que 
l'une  est  une  Tonction  de  l'autre,  comme  lorsqu'on  dit  que  leur 
somme,  leur  différence,  leur  produit,  etc.,  équivaut  h  une  quan- 
tité  connue.  Dans  ce  cas  on  pourra,  il  est  vrai,  employer  deux 
lettres,  mais  aussi  on  pourra  se  contenter  d'une  senl& 

Ainsi,  par  exemple,  s'il  est  dît  que  leur  somme  est  a,  Vatiù  des 
inconnues  étant  y,  l'autre  sera  représentée  par  a— p. 

Dans  cette  hypothèse,  on  sera  conduit  Ji  une  équation  à  une 
seule  inconnue,  et  comme  on  ne  peut  pas  écrire  algébriquement 
que  y  représente  la  première  quantité  plutAt  que  la  seconde,  il 
en  résulte  que  la  valeor  trouvée  pour  y  fera  connaître  les  deux 
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qnaDâtés,  c'ect-à-dire  qnB  si  l'on  prend  pom  3  l'une  des  qun- 
tilés,  l'autre  sera  a— y,  et  réciproquement. 

Cependant,  il  ne  faut  pas  conclure  que  l'équation  du  premier 
degré  à  «ne  inconnue  donne  dans  cette  circonstance  deux  vaitm 
pour  rinconnue»  mais  la  valew  des  deux  inconnues,  ce  qui  eit 
bien  différent;  car  il  fout  faire  attention  que  la  solution  trouvée 
est  réellement  fournie  par  deux  équations  du  premier  degré  k  une 
ipconnoe. 

En  eSbt,  lorsque  par  exemple,  on  demande  deux  nombres  doiil 
on  connaît  la  somme  a  et  la  différence  b,  si  on  leprétenls 
par  X  i'un  des  nombres  inconnus  et  par  x-^b  le  Hoond, 
c^est  comme  si  l'on  posait  cette  équation. 

Seconde  valeur  =x  +  b. 

Or  cette  condition  est  ai  évidente  que  l'on  supprime  cette  éqnk- 
tion  tacite  fournie  par  le  rdsonnement  et  qui  serl  rèellonent  I 
déterminer  la  seconde  valeur,  lorsque  la  première  est  connue, 

c^est4-dire  quand  on  a  trouvé  x=^[a-\-b). 

Uooctm  prili/''!»/'  Il  dnij:  inconnues  ilii  primiier  degré  ne  ptui 
être  rétolu  ions  rr;„/,/i>i  ilc  tlf-r  /■iiiwiiiMn  i  n"  i.vij. 

Xndépeudaminciit  dus  procédés  anulyliques  employés^  la  rnémi 
eonudération  peut  ^vb  à  fali-e  concevoir  pourquoi  mu  ifuetù» 
du  tecond  degré  à  une  tneonmie  donne  deux  valeurs  pour  t'iacmtm, 

En  effet,  l'équation  générale  du  second  degré  peut  être  regardée 
comme  la  traduction  àa  œttc  question  : 

Connaissant  la  iomme  et  le  produit  de  deux  tpiimtitéi,  délermiatr 
cet  quonlités. 

Pour  le  faire  voir,  il  sufiit  de  se  rappeler  que,  dans  l'équalion 
px-^  !/  =  <.>,  ou  conuail  la  summe  — p  de  deux  quantiléa 
doul  le  ju'odiiil  c^t  ij,  et  que,  puur  résoudre  celto  équation,  il 
faut  déterminer  ces  qiiantilés;  on  peut  d'ailleurs  s'en  assurer  en 
résolvant  cetteniéme  question,  car  si  l'on  repréMOte  par  x  l'une 
des  quantités,  l'autre  pourra  être  représentée  par  — p — x  évi- 
demment; leur  produit  sera  donc  x[-—p — :c}  ou  — a? — pS 
qui  doit  être  égal  à   //;    on  a  donc   — x' — px=g   OU  Ken 

Ainsi,  ii  résuKf;  que  nous  obtenons  an  moyen  d'une  seule  înooD- 
Due  la  réponse  à  une  quetitlon  ii  deux  inconnues,  mais  tonjtwn 
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au  ni(iyc!i  (le  la  valeur  — p  —  x  qui  équivaut  à  tiiie  équation, 
B74,  Il  est  clair,  en  effet,  que  lu  qu^sliiin  iirécodenti'  pptit  flrc 
résolue  au  moyen  de  deux  inconnues,  car  p  étant  la  sonnn<' 
des  deux  quantités,  si  on  désigne  par  w  la  première  et  par  y 
la  seconde,  on  aura  les  équations 

et  xy  =  q 

d'où  l'on  tire  par  1k  substituiion  x'-\-  px-^q  =  Q  A. 

Ce  qui  montre  qup  l'équation  du  second  degré  à  une  inconnitfl 
peut  être  conaiHériii!  comme  mu  résultai  d'élimi  nation  entre  deui 
équations  h  deux  inconnues  qui  peut  à  lui  eeul  exprimar  lu  ctRi'' 
ditiona  du  probKime  qui  étaient  exprimées  collectivemeni  par 
dem  antres  équations.   (  l'air  n"      et  283.) 

Pour  saisir  toutes  tes  conséquences  de  ce  résultat,  il  fant  r^^ 
chir  qu'il  existe  une  grande  dlETércnce  entre  l'équation  A  résnl' 
tant  des  opérations  ci-dessus  et  l'équation  2T=a+*  prove- 
nant de  l'élimination  des  deux  équations  x-\-y  =  a  et 
X  —  y=^à  [n'  lijii);  car  de  4E  =  a  +  fi  on  ne  peut  tirer  que 
la  valeur  de  x  (une  des  inconnues),  tandis  que  de  l'équation 
finale  A,  on  peut  et  l'on  doit  obtenir  les  valeurs  de  x  et  de 

—p — X  (n'ies). 

On  t^pdle  équation  finale  celle  qui  résulte  de  la  comparaison  de 
plusieurs  autres  dans  une  question  à  plusieurs  inconnues  et  qui 
donne,  pour  l'inconnue  qu'elle  contient  seule,  une  valeur  qui  con- 
vient i  la  même  inconnue  dans  les  autres  équations  et  qui,  par 
cela  même,  donne  la  solution  du  problème. 

On  remarquera  encore  que  les  deux  équations  x-\-i/  =  a 
et  X  —  y  =  à  qui  concourent  à  la  formation  de  l'équation  fmalo 
îx-=a-\-l>  sont  du  premier  degré,  tandis  que  des  deux  équa- 
tions x-\-y=  —  p  et  xy  =  q  qui  donnent  l'équation  finale  A, 
la  seconde  est  du  second  degré. 

Enfin,  on  B'espUqne»  les  deux  valeurs  de  x  (n*  ST3]  par  les 
mêmes  considérations  établies  au  commencement  de  ce  n*  S73, 
c'csl-à-dire  que  si  x  est  pris  pour  un  des  nombres,  —p--x 
sera  l'autre  et  réciproquement. 

273.  On  peut  généraliser  encon:  plus  le  principe  (n°273)en 
disant  que  toutn  les  questiom  qui  conduisent  à  des  équations  du 
teeçnd  degré,  modifiées  convi    bleui ent,  reviennent  A  déterminer 
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deux  quantités  dont  on  cmwxU  la  somme  et  le  produit;  certiùne- 
meot  les  doimées  ne  seront  pas  loujouis  celle  somme  et  ce  pro- 
duit, mais  on  ponm  implîcitemtmt  les  déduire. 
Cela  ne  petit  surprendre,  si  l'on  Tait  attention  que  detémmch  qm 

dilfhent  entre  eux,  soit  par  certaines  rcslrictions  OU  par  quelques 
conditions  que  l'on  iio  pi-tit  écrire  nigébriqiiemeni,  doivtniviea- 
soirement  conduire  â  la  mi-mi:  ég"nlion,  si,  pour  le»  rftouâre,  Ufeut 
éliiblir  Us  mêmes  rel'ilions  Je  cnl/jnl  entre  les  quantités  connues  et 
les  incontutes;  c'csl  pourquoi  nous  dirons  qun 
en  général  une  équation  donne  tontes  les  valeurs  réelles  ou  imagi- 
naires, positives  ou  négatives  gui  soumises  aux  opérations  de  calcul 
indiquies  dems  cette  équatton,  rendent  les  deux  membres  égaux. 

Les  applicatioDS  suivantes  aideront  à  comprendre  tout  cela. 

QuBSTioR.  La  somme  de  deux  nombres  est  11,  leur  produit  eslii. 
Quels  sottt  ces  nombres? 

X  étant  le  premier,  on  peut  représenter  le  second  par  11— x 
dans  l'hypnIhèsG  permise  où  le  premier  est  le  plus  grand. 

On  aura  donc    a:(H — a;)=24    ou    x*— llx=— .34, 


—p  —  X   ou   11 — X  sera  3; 

Si  au  contraire  nous  prenoDs  x=3,  la  Bubfltitution  de  cette 
valeur  dans  l'équation  tarate  2*  ni/etir  =  11 — x,  amène 
11  — x=9;  donc  des  deux  valeurs  de  x  l'une  est  la  valeur 
de  —p—x  et  réciproquement. 

Nota.  Si  dans  ce  problème  les  Taleurs  de  x  donnent  les  valenn 
des  deux  nombres,  cela  tient  fc  nne  drconstanee  particulière  de  la 
composition  de  l'équation  que  nous  allons  expliquer  tout  à  i'beure. 
(F«>n'a78.) 

Maintenant,  soit  crtu  Airtaa  ocmioii  : 

La  différtttce  de  deux  nombres  est  6,  leur  prodtàt  est  U.  Q^t 
«mtceatumôm? 


d'où 


8 
3. 


le  second  nombre 


X  étant  le  pins  grand, 
x—6    sera  le  plus  petit. 
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d'où  x{x~-i)='U  ou  2"  — 5*=S4; 


et  enfla 


Bd  efiet,  à  faa  prend  x  =  S,  on  ann  je  —6  =  3,  et  la 
question  est  résolue; 

Sil'on  prend  s=  — 3,  on  a  x~S  =  — 8,  cequifaitune 
seconde  solution,  en  quantités  algébriques; 

Mais  on  remarquera  ici  que  lu  seconde  valeur  de  x  n'est  pas  lu 
second  nombre  x  —  5  et  réciproquement,  comme  dans  la  ques- 
tion précédente  ;  cela  tient  à  ce  que  les  équations  h  deux  incoJi- 
Dues  qui  pouvaient  résoudre  ce  problème  n'étaient  point  tymétri- 
çves  par  rapport  b  ces  inconnues  (n°  276). 

Il  noua  reste  à  faire  voir  que  la  question  peut,  étant  modifier, 
rentrer  dans  la  précédente  et  que  la  valeur  a/  de  x  devient 
alors  celle  de       et  réciproquement. 

Pour  ceta,  remplaçons  noti-c  énoncé  par  celui-ci  : 

La  «Hwne  de  deux  nomàm  est  5,  leur  prodmt  eif  —  S4.  Quels 
umteanombntf 

X  étant  l'un  de  ces  nombres,  S — x  sera  le  second, 

d'où        ie{5— a:}=— 24,     puis     a:'— Sr=îi, 


En  prenant  8  pour  valeur  du  premier  nombre,  on  trouve 
5  —  X  —  —  3;  or  &  —  X  est  luen  égal  it  — p  — x  ou  au 
second  nombre. 

Si  l'on  prend  a;  =  —  3,  il  vient  — p  —  a;  =  5-|-3  =  +  8. 
Ce  qui  nous  fait  voir  k  vérité  des  principes  précédents,  qui 
n'existent  d'ailleurs  qu'autant  que  l'on  considère  l'équation  comme 
représentant  la  somme  el  le  produit  de  deux  quanlilés. 
ScoLiE.  On  aurait  pu  résoudre  ce  problème  en  représentant  le 

second  nombre  par  ~,  car  ^  =  — p — x,  puisque  cette  équa- 
lionrevientà       x*-\-px= — q  ou  x*-\-ja+g=:Q. 

976.  Nous  avons  va  l'utilité  de  la  (Uscnssion  de  l'éqnalion  du 
second  degré>  quelques  nouveaux  déluls  ne  paraîtront  pas  supers 
Sus  à  celai  qui  veut  étudier  sériememenl  i'algëbre. 
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Noua  allons  alors  reprenilre  ccXl<:  Uiscii^bjou  sumraairemaiit  a 
un  autre  point  de  vuet 

GonsidâTone  d'abord  l'équation  générale  sous  ta  forme 
3f±px — y  =  0  dans  latjuelli^  p  et  g  sont  supposées  repré- 
senter des  valeurs  positives. 

On  pourra  dire  que,  ci'tlû  équation  donnera  toujours  deavaleore 
réelles  et  que  le  proiliiii  — g  des  rncincR  etunt  négatif,  les  deux 
mcines  imronl  des  signts  contrairi's  :  doue  p  qui  esl  leur  somme 
algébrique,  abstraction  tmln  do  snii  sifjiui,  dmient  linir  dilliireiice 
arithmétique. 

En  effet  (q*  313],  le  problème  représenté  par  notre  équation, 
consiate  à  (roiii»r  dtux  nomàrei  de  lignes  ctmtrairet  dont  la  tonane 
algébrique  Moit  égale  à  =p}>  (le  signe  de  p  est  d'wUeuis  indiffét- 
natUâ]  et  dont  It  pndt^t  *oU  égal  à  — q\ 

Or,  il  Ht  kisâ  da  v<^  que  le  problènu  est  to^jouis  posuble,  car 

ai  l'on  lepréseplç  par  ^J>4~<'  Tun  de  ces  nombres,  l'autre  sera 
—  d,  afin  que  leur  somme  Eoit  p  qui  d'ailleurs  'peat  dire 
pontif  ou  négatif;  nous  aurons  donc  d>^,  pour  que  les  itenx 

quantités  ^  +     et  2  —    puissent  être  de  signe  contraire,  d 

jiouvant  aussi  être  pris  aussi  grand  qu'on  voudra  pour  que  le  pro- 
duit de  ces  deux  nombres  soit  égal  à  — q.  Il  ne  resle  plus  qu'à 
diereher  s'il  sera  toujours  possible  de  <Jiotgir  d  de  manière  que 


l'on  ait  y  —  rf'  =  —  y;    (  rf  >  |  en  valeur  absolue  çt  positif] 


Cela  se  pourra  toujours,  car  ayant  ^p,     on  aura 

>  ^      (les  carrés  se  comportant  comme  leurs  rafùnes},  et 

rien  n'empAcheta  de  lui  attiibuer  telle  grandenr  qui  sera  con- 
venable pour  vérifier  l'égalité  d-dessus^  (  Voir  n°  33iS.) 

C'est  pourquoi  les  racines  de  l'équation  sont  toujours  réelles 
larsqua  ç  catnégatlF. 

Observation,  j  Quant  à  la  racine  négative  donnée  par  l'équation, 
clin  ne  contient  pas  toujours  la  réponse  diiecle  à  la  question  dont 
elle  a  été  dédiûlo  ;  pour  l'interpréiter,  elle  ivéqçssit^,  comnie.  djins 
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les  équations  du  premier  dfpré,  quR  l'on  change  a;  en  — r  et 
que  l'on  tAche  d'en  déduire  le  nouvel  énoncé  qui  admet  cette  va- 
leur pour  solution.    (  Vuir  a"  277  et  278.) 

Noua  ajouterons  que  lo  même  équation  peut  servir  à  des  ques- 
tkHu  dont  les  éooncés  sont  différents  par  le  seiiB  de  certainea  coo- 
diUons  ;  lors  dota  qu'wne  racine  négative  tie  convient  pat  à  la  gua- 
tion.  il  faut  supposer  que  cetl«  racine  satisferait  à  une  question 
plus  générale  que  celle  dunt  ou  s'est  occupé  et  dont  la  même 
équation  serait  la  Iraduclion. 

Ainsi,  les  deux  racines  d'une  éi|ualio[i  du  second  degré  ne  con- 
vienneut  pas  toujours  à  la  qucsUnn,  uKiis  tutiti  s  dcu-v  vérifient 
l'équation  qui  peut  alors  être  (^oiniilein^  rninnir'  hi  lr:ultielion 
d'une  question  plus  générale  qui  adiui  itruit      lieiix  valeurs.  » 

Maintenant,  si  nous  supposons  dans  I  Vqualiou  gi^uénile  q  [lo- 

ritif  et  plus  petit  que  i;)',  tes  deux  racines  seront  réelles,  po- 
sitives ou  négatives,  mais  de  même  signe,  connue  ou  l'a  vu  n°  353, 
art.  3°  et  i'.  Car  un  produit  posilif  ne  peut  provenir  t|U(!  de  deux 
quantités  do  même  signe,  et  la  question  est  réduite  à  trouver  deux 
nombre!  de  même  signe  dont  la  somme  iotl  égaie  ù  et  dont 

ie  pradttit  mil  égal  à  g   plus  petit  que  le  carré  de  la  moitié  de 

atie  tomme,  ce  qiù  sera  tov^jours  possible  ;  car  |  -f     étant  l'un 

des  nombres,  ^ — d  sera  le  second,  avec  la  condition  ''<^i 
fafln  que  les  deux  nombres  soient  de  mfme  signe. 

Et  alors  le  produit  ^  —  d'  des  deux  nombres  sera  toujours 
posilif  et  plus  pelit  que    ^  . 

C'est  pourquoi  la  question  est  possible,  et  l'on  obtient  des  ra- 
cines réelles,  toutes  deux  posîlivi^s,  si  /•  est  négatif,  ou  toutes 
deux  négatives  si  />    est  posilif. 

Les  hypothèses  restant  les  [uèiiies  pour  p,  q  et  d,  mais  avec 

la  dOd^tioti  que  q  devienne  égal  à  on  peut  démonlrsr 

d'une  manière  analogue  que  les  deux  raùnes  se  comporteront 
comme  d-deesus,  et  conformément  i  ce  que  l'on  a  vu  n° 
pour  tes  racines  égitted. 
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Enlin,  si  l'on  suppose    î>^'  pouvons  dire  que  la 

question  est  impossible;  car  l'énoncé  de  la  question  sera  celui-ci  : 
Trouver  deux  nombres  de  même  signe  dont  la  somme  soit  égale 
à  ':3p.  p  et  dont  le  produit    g  soit  plus  grand  que  le  carré  de  la 
moitié  de  cette  somme. 
Or,  il  faut  que  l'on  ait     <  |i    afin  que  les  deux  nombres 

soîenl  de  iiiôiiii!  si[;iie,  et  comme  ^ — sera  toujoiUS  une 

quantité  plus  pelile  que    ~,    quelque  valeur  que  l'on  suppose 

à  d,  on  oe  trouvera  jamais     ~—d^>q,    c'est-à-dire  on 

no  Urouvera  point  deux  nombres  |  +d   et  ^ — d,  dont  lo 
produit  soit  plus  grand  que  le  carré  de  la  molUé  de  leur  somme, 
car,  quand  mtaie  on  ferait  d=0,  on  aurait  au  plus  ^=$) 
»)• 

tandis  que  nous  devons  avoir  i>~. 

On  n'obtient  alors  que  des  racines  Im^naires  qui  vérifient 
l'équation. 

CoBoiuiRB  I.  n  résulte  de  celte  discussion  que  le  grmii 
produit  que  l'on  pmae  lAtenir  en  partageant  un  nombre  en  deuz 
parli&  potir  les  multij^ùr  entre  elles,  est  le  carré  de  la  moitié  de 
ce  nomire. 

Car  nous  venons  de  voir  que  le  produit  q  était  le  plus  grand 
poâsil)t>',  c'est -il -dire  ogal  au  carré  de  la  moitié  des  deux  parties 
d'un  nombre,  lorsque  ces  parties  étaient  égales  et  par  conséquent 
que  leur  différence   d   était  zéro. 

Quant  à  supposer  d  négatif  et  plus  petit  qne   |    en  valeur 

absolue,  cela  reproduirait  les  mêmes  conséqœnces,  et  de  même 

que  l'on  ne  peut  supposer  on  ne  peut  attribuer  à  d 

une  valeur  négative  plus  grande  que  carcela  rendrait  égale- 
ment q   négatif,  ce  qni  serait  coatre  l'bypotbëse. 
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CoBOLUiBE  n.  Les  racines  d'une  équation  du  second  degré  étant 
données  généralement  par  une  expression  de  la  forme  aàz^, 
il  est  visible  : 

i°  Que  si  l'une  des  racines  est  réelle,  l'autre  le  sera  aussi; 

2°  Que  si  l'une  est  comraeiisurable,  l'autre  le  sera  ; 

3*  Que  si  Tune  est  imaginaire,  l'autre  le  sera  aussi,  puisque  ces 
racines  ne  dl&ërcDt  que  par  le  signe  de  la  quantité  radicale. 

[|  est  bieo  entendu  alors  que  les  co^cieats  de  l'équatioa  sont 
réelâ,  cul'  sans  cela  les  crâséquences  devraieut  âtre  modifiées 
[n-  2ti5). 

V  On  pourrait,  comme  au  n"  256,  mais  par  d'autres  considéra- 
tioDS,  faire  voir  que,  lorsque  les  racines  sont  inégales,  le  premier 
membre  de  l'équalion  x'  -\-px-\-q=0  équivaut  à  la  différence 
de  deux  carrés  ;  si  les  racines  sont  égales,  cette  différence  de  deux 
carrés  réduit  réellemcnl  In  pi  oniit  r  niL  Uilu'ii  à  un  li  iiiùiiie  carri;  ;  et 
enfm  si  les  racini's  suiil  imaj^liiMjii's,  1i'  pivinit  l' uittuibre  équivitul  à 
la  somme  de  deux  quanlitos  po.silivi's  ou  bien  ii  la  soiimie  de  deux 
carrés,  car  le  second  terme  -|-  r  peut  tïlrc  regardé  comme  lo 
carré  de    v'^.        (  VoiV  n'  258.) 

Nous  ferons  observer  aussi  que  les  racines  égales  no  peuvent 
fitre  données  qne  par  un  trinôme  égalé  k  zéro,  qui  doit  ôlie  non- 
seulement  nn  carré,  mais  un  carré  lei  que  le  second  terme  sdt  égal 
en  valeur  absolue  à  la  somme  des  deux  autres  aprèi  que  x  at 
nmplacé  par  sa  valeur;  ce  qui  conduit  à  dire  qu'alors  le  terme  q 
est  égal  à  x'. 

Si  donc  le  trinâme  du  second  degré  qui  compose  le  premier 
membre  a  ses  trois  termes  positif,  on  peut  en  conclure  que  la 
valeur  de  x  sera  négative,  et  réciproquement  si  le  second 
terme  est  négatif,  les  valeurs  égiUei  de  x  seront  poùUves  con- 
formément au  n°  181 . 

377.  Nous  avons  dit  dans  lo  numéro  précédent  que  la  valeur 
négative  donnée  par  l'inconnue  n'était  pas  toujours  une  réponte 
directe  à  la  question,  il  faut  s'entendre  là-dessus;  généralement 
les  réponses  directes  sont  les  valeurs  positives  quand  on  envisage 
que  ces  solutions  doivent  être  exprimées  arilhmétiquement,  et  alors 
toute  valeur  négative  trouvés  indique  qne  le  problème  ne  peut  être 
résolu  par  cette  valeur  et  qu'il  faut  modifier  son  énoncé,  ce  qui 
eiige  quelquefds  que  l'on  conndËre  la  question  ii  un  autre  point 
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da.  vue.  MaÏB  on  compread  que  si  l'on  Uemandait  le  nombre  dont 
h  c«ré  vftut  30,  les  valeurs  x=e  et  x=—&  seraient  des 
réponses  directes  à  l'on  admet  qu'un  nombre  peut  avoir  deux  la- 
does  carrées  numériques. 

IVaprës  cela,  il  résulte  de  la  discussion  de  l'équation  du  second 
de^  que  4*  si  g  est  négatif  dans  le  premier  mrânbre,  quel 
que  soit  p,  on  n'aura  qu'une  solution  directe. 

r  61  q  est  positif  et  pins  petit  que    ^-p',   p  étant  {XMÏlif 

il  n'y  a  aucune  solution  directe,  c'esl-à-dire  positive. 
Si    p    est  négatif  il  y  aura  ileii\  solutions  dircclca. 

3°  Si    q   est  positif  ft  plus  ;;r,ui(l  qu"    \  p',    il  n'y  aura  au - 

ciuie  solution  directi.'  o;i  iiidincfv,  luii^iiur.'  l-s  r,ii;;iies  seront  inia- 
ginnircs. 

U78.  Nous  arrivons  au\  applications  donnant  liru  à  des  équa- 
tions du  second  degré  i  parmi  ces  questions  il  peut  y  en  avoir  qui 
seront  évidemment  des  questions  contenant  daui  inconnues,  puis- 
que d'ailleurs  l'équation  du  second  degré  b  une  inconnue  peut 
{a*  275]  être  considérée  comme  devant  fùre  connaître  deux 
nombres. 

On  se  rappellera  que  la  résolution  des  problèmes  nialhémaliques 
est  basée  sur  les  rapports  connus  qui  existent  entre  des  choses  que 
l'on  connaît  et  des  clioscs  que  l'on  ignore,  rapports  que  l'on  met 
en  évidence  au  moyen  d'une  équation  qu'il  m;  .s'agit  plus  que  de 
Résoudre. 

Deux  procédés  principaux  se  présentent  alors  quand  il  s'agit 
d'une  équation  du  second  degré.     [Voir  n"  ïbO.) 

Le  premier  consiste  à  opérer  sur  l'équation  portîoidiére  MHnmc 
on  l'a  fait  n-  24S  sur  l'équation  générale. 

le  second  n'exige  que  l'applioation  directe  de  la  formule  géné- 
itjfi  à  l'équation  particulière,  ce  qni  est  bien  plus  sxpéditif}  0» 
bien  on  peut  avoir  recours  à  ta  r^te  n'  347- 

Le  principe  mentionné  dans  le  corollaire  du  n"  263  devrii  aussi 
être  mis  en  mémoire,  car  il  est  d'une  (;rnndc  utilité. 

Enlin,  ainsi  qu'il  a  été  dit  n-  186,  il  ne  faudra  pas  néglig*'  ^ 
relations  directes  qui  existent  entre  les  inconnues,  parce  que  chaqP^ 
relation  de  cette  espèce  diminue  d'une  unité  le  nombiv  des  éqo*- 
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lioiH,  et  conduit  plus  vite  i  l'équalion  fioale.  (  Voir  le  Phobùiir  IV 
du  n'  156  «t  n*  134.) 

PROBLÈMES. 

Pour  pttmier  pnAlème  nous  prendrons  celte  quetf  on  d^k  ré- 
toluft  mais  qui  tè  prAte  fkrâlemenl  à  certaines  oonMirebons  qu'il 
nt  utile  de  connaître. 

Oaapariagémtiimireendeuxpariin,lairimM fait  39  tt 
leur  produit  380.  Quellei  ioni  m  parlinf 

Soit      X      l'une  des  parties;      39 — x  eBtlawOOOde 
et  l'équation  sent       x{39—x)  =  380 
d'oii      —    +  391  =  380      ou      x'  -  Sto  —  —  3801 

Si  le  terme  connu    — 380    était  dans  le  premier  membre,  il 

aaajt  positif  et  pins  petit  que  ,  donc  d^à  nous  pouvons 

dire,  d'après  les  remarques  [n"  264  et  277),  que  nous  aurons 
deux  racines  inégales  et  positives,  c'est-à-dire  deux  solutions  di- 
rectes. 

SI  l'on  applique  la  formule  x  =  —  ^  /)  ±  ^^  +  9  du  n- 145 

ona  *=-2±\/  — 380=^±y'-=.5.;t|, 

/)  valant  —  30,  —  /j  vaut  39  ;  de  même  quo  g  étant  éf[al 
il  la  quantilÉ  conniie,  vaut  — 3S0. 

Nous  avons  donc  x'  =  20      et  x'=19. 
3!  A  si'  représentent  les  deux  valeurs  de  x        (n*  963). 

D'où  il  résulte  que  si  l'on  prend  pour  l'une  des  parties  la  pre- 
mière valeur  de  x,  la  seconde  partie  39 — x  sera  19)  et 
réciproquement  si  l'on  prend  19  ponr  première  voleur  de  Xy 
U  seconde  partie  39 — x  sera  90. 

Ainsi,  outre  les  deux  solutions  directes,  il  est  ànoter  que,  Axât 
en  problème,  l'tnconnne  x  donne  à  la  fois  la  valeur  des  deux 
parties,  comme  on  l'a  vu  dans  le  n*  27fi. 

Cctle  parlicalarité  remarquable  peut  s'expliguer  de  piiauvn 

D'abord  on  peut  observer  que  l'équation  reste  la  même,  soit  que 


l'on  désigne  par  x  la  première  partie  nipposée  la  [dus  grandct 
soit  que  x  déugne  la  seconde  parUe  ou  la  plus  petite;  doue  ià 
l'équation  devait  domur  le»  deux  valevn  et  ne  pai  damer  l'une 
plutôt  gue  Vautre. 

(Ce  résultat  n'entait  pas  eu  lîeu  û  l'on  eût  été  conduit  &  oonù- 
dérer  la  ^îSécencedes  deux  parties  avec  leur  produit  (n'  27S],  car 
dans  ceUfl  dernière  hypothèse,  on  ne  peut  plut  dire  que  les  éqnn- 
lions  à  deux  inconnues  qui  auraient  pu  également  donner  la  solu- 
tion  de  notre  problème  scient  symélriquesO 

En  efièt,  on  aurait  pu  désigner  les  deux  parties  par  x  et  >f, 

et  les  équations  auraient  été  ■x-\-y=^  \ 

et  xy  =  mi\ 
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On  voit  alors  que  les  inconnues  x  et  j  mirent  de  la  même 
manière  dans  les  deux  équations,  c'est-à-dire  que  l'on  aura  tou- 
jours les  mêmes  équations  si  l'on  permute  les  deux  lettres;  car  il 
estdairque  y-{-x=^3Q  et  ^=380  donnwont  lesmémi-s 
valeurs  des  inconnues;  par  conséquent  les  valeurs  de  l'une  seront 
les  mêmes  que  les  valeurs  de  l'autre. 

En  outre  un  peut  dire  quand  on  emploie  deux  inconnues  que 
l'égvalinn  finale  en  X  qui  donnerait  les  valeurs  de  x  serait  h 
même  qve  l'équation  finale  en  y  qm  donnerait  les  valeurs  de  y; 
ou,  en  d'autres  termes,  les  valeurs  de  ces  inconnues  sont  les  racines 


Si  au  contraire  on  avait  eu  les  équations  x — y=39  et 
xs=  380,  on  verrait  qu'elles  ne  seraient  plus  symélriques,  car 
X — y  =  39  n'est  pas  la  même  équation  que  y — x=Z9, 

Nvu.  Le  problème  aurait  pu  Être  résolu  au  moyen  du  corol- 
Uire  [viBS). 

pHOBLiu  H.  On  demande  un  nombre  tel  que  le  double  de  ton  carré, 
migmetUi  du  triple  de  cenombre,  donne  pour  total  SO. 

Soîl  X  ce  nombre 
on  a  de  suite  féqualion    2z<-f  3x=20, 

d'où  ^ar=IO, 
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puis     i  ■■ 


3^.  /169  3_^13 
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Les  deux  valeurs  sont  donc   3:=^  el  x= — 4. 

La  vnleur  positive  répond  directement  à  la  question  ;  quant  à  la 
valeur  —  4  qui  n'est  plus  un  nombre  arithmélique,  mais  une  va- 
leur  numérique  algébrique,  elle  ne  satisfait  plus,  puisque  l'on  de- 
mande un  noiiiLie  supposé  absolu.  Celle  quanlîlé  — 4  réririe 
néanmoins  l'équalion . 

Si  l'on  voulait  interpréter  cette  valeur  — 4,  il  faudrait  faire 
1  =  —  X  (n*  159]  dans  l'équation  du  problème  et  voir  alors 
quelle  modification  on  pourrait  faire  li  l'énoncé  da  problème  pour 
que  la  valeur  —  i  fût  une  solution  directe. 

Or,  on  obtient  ainsi  l'équation  z'  —  ^z  =  iQ  qui,  ne  diffé- 
rant que  par  le  signe  du  coefficient  du  second  terme,  doit  alors 
nous  donner  les  mêmes  valeurs  que  ta  première  équation,  saufles 

«gnes  des  rwûses  qui  seront  changés,  puisque  ;>  ou  ^  de- 
vient  p  ou  —  ^. 

JUnn,  sans  employer  aucune  règle  ni  formule,  nous  pouvons 
dire  que  les  deux  valoirsda  x  sontalors 


Il  en  résulte  que  la  valeur  primitive  — 4  est,  abstraction  faite 
du  signe  — ,  la  réponse  directe  i  cette  question  : 

Trouver  un  nombre  tel  que  le  double  de  son  carré  diminué  de 
Irais  fois  ce  nombre  donne  20. 

PnoBttMK  III.  On  a  nrhcté  vn  certain  nombre  de  mètre»  de  drap 
pour  yiQ  francs:  si  pour  le  même  prix  on  avait  eu  T  mètres  de  moùa, 
le  mètre  aurait  coûté  l',60  de  plus.  Combien  a-t-on  eu  de  mètresl 

Soit  X  le  nombre  de  mètres  acheté, 
il  est  dmr  que  repésentera  le  prix  da  mètre. 

D'après  les  données,  n  l'on  avait  en  T  mètres  de  moins,  le  prix 
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da mètre  aurait  été  supérieur  faceluique  l'on  a  payé  dcl',60; 
nous  aurons  donc  une  équation  facile  à  établir  entre  ces  deux  prix, 
car,  pour  7  mètres  de  moins,  le  prix  du  mètre  serait  représenté  par 

^  puisque  ce  prix  serait  supérieur  h  l'autre  de  un  franc 

toigmte  etntime$,  U  diffirence  antre  ces  priï  est  i',60,  ce  qà 
donne  l'équation 


Pour  obtenir  x  nous  multiplierons  tons  les  termes  parj^— 72^, 
produit  des  dénominateurs,  et  il  vient 

336*— 3363!  +  2332  =  1 ,60  X  ar»  —  7xX  1 ,60 

après  la  suppression  des  dénominateurs,  pu  observant  que  celte 
suppression  a  lieu  [n'  131)  parce  qu'alors  les  numérateurs  des  frac- 
tions sont  divisibles  par  le  dénominateur;  mais  on  fera  attentitm 
que  l'on  s'évite  ces  divisions  en  multipliant  le  premier  terme  de 
l'équation  par  x,  le  second  par  x — 7  et  le  troisième  par 
x'  —  Tf ,  car  évidemment  cela  revient  à  multiplier  tons  Isa  termes 
par  x' — 7z,  si  en  outre  on  supprime  les  dénominateiirs  des 
tenues  qui  en  ont. 

Mûntenant  si  l'on  réduit,  transpose  et  change  les  expresàons 
fractionnaires  dédmales  en  fractions  ordioiùres,  on  obtient 


Faisant  disparaître  le  dénominateur  5  et  divisant  ensuite  par  le 
coeffident  8  de  2*,  on  a 

I»— 71  =  1470, 


La  valeur  positive  Ai  satisfait  à  l'équatioi)  et  à  l'énoncé ,  car 


et 
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le  prix  du  mètre,  et  35  mètres  pour  !e  mémo  pn\  de  330  francs 
donnent  pour  un  mètre,  ou  9  fr.  60,  prix  qui  surpase 
8  francs  de  1  fr.  60. 

Quant  à  la  valeur  négative,  elle  serait  (prise  poùtivement)  la 
réponsfl  au  proidëme  résultant  de  féqnation  obtenue  dans  laquelle 
on  changerait  x  en  — x,  car  cela  donnerait 

—X — 7       —X  X 

En  observant  qu'il  est  permis  ili-  changer  les  signes  du  numéra- 
teur et  du  dénominateur  il'uue  fraction,  et  qu'il  est  permis  aussi 
(le  changer  les  signes  des  temifa  d'une  cqiiation. 

Enfm  si  l'on  chnnge  de  nouveau  les  signes  de  tous  les  termes 
aSn  d'avoir  une  valeur  positive  dans  le  second  membi-e  que  l'on 
puisse  interpréter,  il  viendra 

X        »  +  ' 

dont  on  déduit  cet  énoncé  : 

Unctrtainnambrede  mètres  d'étoffe  a  coûté 336  frmei;  at  i'o» 
e6t  pfqé  ie  même  prix  pour  7  mètres  déplus,  le  mètre  aurait  a^é 
i  fr.  GOde  fflomt.  Quel  est  ce  timbre  de  mètres? 

En  efièt,  notre  dernière  équation  deviendrait 
x'  +  7x=W0, 
qui  doit  donner  et  donne 

«'=35    et  4s  (D-aea). 

Nota.  Il  n'y  avait  pas  obligation  de  cbanger  les  Tractions  cl^i^ 
maies  en  fractions  ordioBires. 

PROBiiHB  IV.  Un  marchand  a  vendu  un  objet  24  francs,  et  à  ce 
prix  il  perd  autant  pour  cent  que  cet  objet  lui  avait  coûté.  Quel 
était  ce  prix? 

Appelons  y  ce  pm. 

Il  résulte  de  l'énoncé  que  le  marchand  perd  autant  de  francs 
pour  cent  francs  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  nombre  qui  représente 
le  prii;  par  exemple,  si  le  prix  était  10  francs,  il  perdrait  W  pom 

cent  de  10  francs  ou  >  c'est-à-dire  1  ffanc. 


400  ÉLÉMENTS  d'aLGËBUE. 

D'après  cela,  le  prix  élant  y,  su  perte  sera 

l'^m  ™  Ï55»' 

Uais  nous  avons  une  autre  expression  de  la  perle  représentée 

âridffinniHit  par        y  —  21   perle. 

Notre  équation  est  donc  trouvée,  et  nous  aurons 

^=^-2i,    <rm,  y»-iOOy=-M0O. 

On  peut  voir  déjà  que  les  deux  racines  seront  réelles  et  posi- 
tives, car  nous  avons  id  p  négatif  et  q  pins  petit  que  ^  ^ 
ou  3500. 

Ces  raaaes  sont  ï=50±VS600  —  2UO=SO=blO, 
donc  ^"  =  60  el  y'  =  40. 

Vérifions  ces  deux  solutions  directes  : 

Si  nous  prenons  d'al>ard  le  prix  60  francs  qu'avait  coûté  l'Ob' 
jet,  et  que  le  marchand  revend  24  francs,  il  éprouve  une  perte 
de  36  fiasct  qui,  d'après  l'énoncé,  doit  Être  de  60  pour  cent  du 
|ffix  de  son  achat,  qui  est  60;  donc  on  doit  avcdr 

36  =  ^X60     ou     36  =  36. 

En  prenant  ensuite  le  prix  d'achat,  40  francs,  il  éprouve  une 
perle  de  40— U  ou  16  francs,  qid  doit  être  égale  à  40  pour 

cent  de  40  francs  ou  à  de  40  ft«ncs;  et  en  effët 

16  =  i«^. 
100 

AUTRE  pnOCÉDB  DE  RésoLmoN. 

Soit  X  le  prix  d'acquisition. 

On  peut  dire  que  le  marchand,  pour  100  francs  de  vente  faite, 
perdrut  une  sonme  x  ^[sle  au  prix  qu'il  a  acheté  l'ol^jet,  et 
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(jetneoder  quelle  est  la  perte  alors  qa"\\  éprouve  pour  la  sonuu  x 

i^-tatmt  co  qw  fiondviL  i  celte  propartioB 

CHf  )0  qiHtri&q»  term»  d'une  ^pofMon  l'obtieBt  in  dîviiant  la 

produit  des  moyens  par  l'extrâme  connu  ;  ce  qui  donne  l'équattoQ 

I  — ~=2i  ou  a:*  — 100a;  =  — 2i00, 

ei)  sp  basant  sur  ce  que  le  prix     x     diminue  de  la  perte 

est  éfiA  an  prix  de  la  vente.    [Voir  d'ailleurs  Beiout.  page  lâ3.) 

Phobique  V.  Un  inarchand  p  vendu  un  ol/Jei  2*  francs  et  à  ce 
prix  il  a  gagné  mitant  pour  cent  que  l'objet  lui  avait  coûté.  On  de- 
mande le  prix  d'achat. 

Soit  X  le  prix  d'achat. 

Le  marcband  pour  ceal  francs  de  marchandise  vendue  gagne- 
rait uoe  somme  x;   par  conséquent  pour  savoir  quel  sera  son 
bénéRce  pour  une 'somme    x    nous  poserons  la  proportion 
z> 

400  :  X  ::  X  :  —  dont  le  quatrième  terme  nous  donne  t'exprft- 
iimde  son  bénéfice;  pour  connaître  léellement  m  gaio,  Il  nom 
faut  une  équation  qui  s'obtient  en  cotuldâFant  que  gt^ant  — 
en  vendant  l'objet  S4  iïaiiçs,  ileni^ulte  quele  {«izd'^çhQt  jcpnt 
an  bénéfice  doit  être  égaH  34. 

Donc          ""^^^^      *"*      ^  +  100z  =  9M0. 

Co»  "Oyons  qne  nous  R'WffliW  pll»  «rffltt»}"*  P<»«i- 
thes,  car  ;  ou  2400  serait  négatif  dan^  le  {veipisf  ^pApit^p^ 

Nons  aurons  donc  «E^SO^t  s/ttSOO+MOO:::— BOd=VQ, 
ce  qm  donne  x  =  20  e^  x=  — 130. 

La  première  valeur  20  satisfait  à  l'énoncé,  car  ayanf  acheta 
s  M 
20  Ir^iça  et  vendant  2*,  il  gagne  20  du  cent  qu 

20  X  2Û 

du  priE  20,  ce  qui  donne  ~  *  '■"""'^  bénéfice.  . 

36 
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ÉLÉMENTS  u'Air.ÈDnE. 


Qvmt  à  la  valeur  négativt  — 120,  elle  ne  convient  pas  à  la 
question,  on  peat  la  considérei  Beulement  comme  liée  ft  cetto 
même  équaUon  qni  ceralt  la  tnductton  d'une  question  susceptible 
de  denx  solutions,  mais  dont  l'énoncé  n'aurait  peut-élra  pas  de 

mpport  avec  celui  de  notre  problème  (n*  1 59]  ;  d'ailleurs  ce  que 
nous  avons  dit  (n°  273)  suffit  pour  expliquer  la  présence  des  deux 
racines. 

Si  l'on  substitue  — x  à  la  place  de  x  dans  l'équation  du 
prolil&me,  il  vient    ^ — a;  =  2ù  équation  de  laquelle  on  peu 

déduire  un  nouvel  énoncé  qui  serait  une  modiScntion  dans  l'ac- 
ception des  quantités  qu'elle  contient  (n*  278). 
FHOBLiMK  VL  Tratvermiambretd  quetiàtimeatTiime^oiae 
n  e  vf  fois  ce  nombre  et  eneon  le  nombre  50  le  tout  faste  30. 
L'équation  est  évidente  et  l'on  r 

3:'  + 9a: +  50  =  30 

Les  deux  valeors  de  x  sont  négatives  et  annoncent  un  énoncé 
Tideux,  comme  cda  était  visible;  pour  le  leetifier,  sll  y  a  lieu, 
DOUB  changerons  x  ea  —a,  d'où 

a:*-te4-SO=30    et  aï=:|=fc|. 

L'équation  nouvelle  nous  dit  assex  clairement  qu'il  iàut  irouwr 
im  nombre  tel  que  n  après  avoir  ajouté  60  à  «on  carré,  on  en  retrax' 
ehg  9  foi»  ce  ttombv,  h  rate  «ni  égal  à  30. 

LesTBleurs  x  =  li  et  «  =  4  ysstisibnt. 

PbokIu  Vn.  Partager  le  nomAfe  IS  en  deux  partie»  tdie»  que 
leur  produit  faste  40. 

Soit  X  l'une  des  parties,  13 — a:  eeral'autre. 

Et  l'équation  sera  x[ii  —  x]  =  iO. 
Onendéduit  — I2ar  =  ~40. 

Sans  aller  plus  loin  nous  pouvons  conclure  que  le  problème  est 
impossible,  car  d'abord  {n*  276,  coroi.  i")  le  plus  grand  produit 
que  l'on  puisse  obtenir  avec  13  partagé  en  deux  parties  est  36; 


CBIPITBE  T.  AOS 

ensaite  [n' 277)  g  ou  — iO  étaDt  positif  dans  le  premier  mem- 
bre et  plus  grand  que  ^j)'  ou  36,  nous  devons  frouvar  des  ta- 

cuies  imaginaires,  et  en  effet  il  vient 

X  —  6  ±  ^3&  —  AO  =  6± 

Néanmoins,  s'il  n'esiste  pas  alors  de  nombres  qui  satisfassent  à 
Ténoicé,  ces  deux  quantité  ou  valeurs  de  x  y  satisfont,  car  leur 
produit  fait  ifi;  de  plus  si  l'on  prend  6+  \/—  *  ponr  l'une 
despartiesde  12,  l'autre  partie  sera  6  —  V — i  etleursomme 
tut  19. 

On  remarquera  aussi  que  les  deux  parties  du  nombre  donné  sont 
eiqtrimées  par  chacune  des  valeurs  de  z;  cela  provient,  comme 
nons  l'avons  dit,  de  ce  que»  si  l'on  efil  résolu  ce  problème  avec 
deux  inconnues,  les  deux  équations  auraient  été  symétriqnes. 


Paonim  Vm.  Ayant  deux  lumièrad'itaensités  différentes,  trou- 
ver tur  la  ligne  droite  gui  joint  ces  deux  lumières,  le  point  éga- 
lement éclairé  par  Pme  et  par  Foutre, 

Le  ledeur  est  supposé  connaître  ce  principe  de  physique  :  que 
rinlendté  d'une  lumière  décroît  comme  le  carré  des  distances  ;  ou 
bien  que  les  intensités  d'une  mSme  lumière  à  deux  distances  diffé- 
rentes sont  en  raison  inverse  du  carré  de  ces  distances,  c'est-â- 
dire  qu'à  une  dislance  double,  triple,  etc.,  l'intensité  ou  force  de 
Inndive  est  4  fois,  9  fois,  etc.,  plus  petite. 

V   P  ?'  

A  B 

Soient  donc  deux  lumières  A  et  D  placùes  à  ces  deux  points; 
soit  d  la  distance  connue  AB;  soient  a  l'intensité  de  la 
lumière  A  &  l'unité  de  distaDcs  choisie  et  h  lintensité  de-  la 
lumière  B  à  la  même  distance  ;  soit  F  le  point  cherché  et  la 
distance  inconnne  ÀP  égale  h  x\  la  dbtance  BP  sers  alors 

Or,  puisque  nntenidté  de  A  est  a  à  une  distance  1,  son  in- 


hua  ËLÉUERTS  OAiOteaB, 

tendu  à  des  distances  doubles,  triples,  eU;.,  sera  le  qaut,  la 
neavièpoe,  etc.,  de  ce  qu'elle  ét^tt  d'ubord  ;  donc,  pour  une  dis- 
tance X,  àie  sera  ^,  et  de  même  représentera  l'in- 
tensité de  la  Inmi^  B  aune  disttin(H>  à—x,  c'est-à-dire (pi'au 
point  P  les  intensités  respectives  de  ces  lumières  soont  et 

(d— -a;)*'  i>">*piii«i<iep8rhypathèfitc«iBt«B>itfs<knvairtAtMl 

égales  h  ce  point  P,  nous  aurons  l'équation  cherchée 


On  peut  s'y  prendre  de  plusieurs  manières  pour  tétoiiàm  cette 
équation. 

Ainsi  l'on  peut  multiplier  les  deux  membres  par  pws  m» 
suilepar  [d — x)',  cequidonnesi 


.    «  «là         I  aV  ad' 

Réduisant  le  second  tenoe  sous  le  radical  an  mSme  dénomfill' 
leur,  et  preBfmt  ensuite  la  radnp  carrée  du  dénominateur  conpinn. 


.^.^^o'd*— gifla— 6) 
a — b  a— fc 

Si  l'on  effectue  la  mullipUcatian  sous  le  radical  et  'oq  ré- 
duise, le  radical  dflri0idra  <^ahd* ,  et  en  faisant  sortie  le  (iq(ffV 
d',.  «m  8  _ 
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Ofl  peut  eocore  sinlplilier  celle  expression  ea  faisant  atteMion 
que  (n*  910)  toute  guaniilé  équivaut  à  sa  racine  carrée  multipliée 
par  cette  même  racine,  et  quo  l'on  a  aussi 

Par  conséquent,  nous  pourrons  remplacer  a  ±  \/âï  par 
par  les  mômes  motifs,  le  dénoininatcur  sera 
^1  à  (v/â)*  — (^',  il  pourra  être  considéré  comme  la  difië- 
tencede  deux  carrés  (n*  58)  cl  remplacé  par  {ifâ-^  <iiS\{i/â — 

De  sorts  que  finalement  on  aura 


qiU  tltHine  les  deux  videurs 

til  auilprimant  le  fàctelir  abmmun  au  numérateur  et  au  dénomi- 
nateur de  chaque  valeur. 

Pour  obtenir  ces  valeurs,  nous  avonï  employé  un  procédé  plus 
tcititjillqtlé  qu'il  n'était  nécessaire,  mais  k's  calcula  qu'il  oSrtài 
étaient  utiles  à  connaître  ;  on  pouvait  donc  opérer  plus  umple- 

£d  «ffrif  l'équation  Q  équivaut  à  =  t. 

Et  alors  si  nous  prenons  la  radne  carrée  des  deux  membres, 
BOUS  Barons  exkctemBDt  celle  dû  premira,  tie  qiii  àoDBS 

puis,  faisant  disparaître  les  dénominateurs,  il  vient 

[d  —  x)  i/â  =  ±x  ^bi  en  effectuant  la  multiplication  indiquée, 

transposBUtj  ctungeant  les  signes  et  mettant  x  en  évidence,  on 

obtient 


4}/ttdz</Si  =  d\/â,  d'où 


formule  qui  donne  les  udmes  valeurs  que  l'autre. 


Nota.  On  trouve  dans  les  leQODS  de  H.  Lefélmre  un  procédé  qui 
ne  donne  pas  de  radicaux,  basé  sur  le  prindpe  du  n*  352,  et  sur 
une  conndératioa  du  n*  28S. 

Maintenant  la  première  cbose  qui  doit  nous  frapper,  c'est  qu'il 
peut  y  avoir  deux  points  également  éclairés,  puisqu'il  y  a  deux 
racines,  à  moins  que  les  valeurs  trouvées  ne  conviennent  pas  h  I* 
question,  c'est  ce  que  nous  allons  examiner. 

DISCLSSIOS, 

Nous  avons,  1°  x  =  —^-^^—  qui  donne  d — x 

2°  x= — ^ — -_  qui  donne  d  —  x 

d\â  d\/2+ds/b—diJ2 

car  a  ■■  ■     -  =  

v/a  +  v'i  s/a  +  ^b 

Soit,  r  û>é. 

Il  en  réfiultc  que  la  première  valeur  de  j!  est  positive,  puisque 

dsTa 

cette  valeur  - — — _    étant  composée  de  quantités  positives 

par  leur  nature,  et  d'ailleurs  tous  les  termes,  eu  égard  à  leur 
signe,  étant  positifs,  elle  doit  être  poùtive. 

En  outre,  cette  valeur  est  plus  petite  que  d,  car     ■  ^ 

est  évidemment  une  friicUon,  et  toute  quantité  multipliée  par  une 
fraction  est  plus  petite  nprès  cette  opération;  d'où  nous  concluons 
que  le  point  P,  également  éclairé,  est  situé  entre  les  points  A 
et  B,   et  en  outre  qu'il  est  plus  près  de  B  que  de  A. 

En  effet,  ayant  a>6,   on  peut  dire  que  l'on  a 
ou  que    <Ja  +  v'''^     +  V^i  et  divisant  les  deux  membres 
pei  y^^^^,  il  vient  (n°  334) 


^'a+fb' 

fa-fb' 
d<Jl 


CHAPITRE  V.  A07 

Par  conséquent  on  a  — à\fa    >  ^  > 

e[  le  point  P,  qui  est  situé  à  une  distance  de  A  égale  à  x, 
est  éloigné  de  À  de  plus  de  U  moitié  de  ou  de  AB,  ce  qui 
doit  être,  puisque  l'on  suppose  l'inlennlé  de  la  Inmièie  A  plus 
grande  que  celle  de  la  lumière  B. 

Quant  à  la  valeur  — J^.— -  ■■  de    d — x    qui  correspond  à  lu 

première  valeur  de  x,  elle  doit  donner  le  point  P  h  la  mémo 
place  en  observant  que  cette  distance  est  comptée  à  parUr  de  B  ; 

or  cette  valeur  est  aussi  positive  et  plut  petite  que  ^ ,  comme 

on  peut  le  vérifier  en  raisonnant  comme  nous  l'avons  &it  ponr  x, 
tait,  à  cause  de    a>  b,    on  aura 

VÏ>V^;       puis       sjl  +  fb^ifb, 

i>-p^      ou  --^<1(„.233). 
+  A  +  v^ 

et  enfin  "  ,-<z'' 

Ce  qni  devdt  ét» ,  car  un  point  P  ne  peut  se  trouver  en  mfcne 
temps  à  une  distance  AP>-  ^  et  à  nne  distance  BP  tà  cette 

dendère  n'est  pins  petite  qne 

.La  laxmdevaiew  de  ar  est  encore  pontive,  pnisque  l'on  a 
V'Â  <  V^)  et  elle  est  pins  grande  que  d  on  AB,  car  la  valeur 

^  de  X  ayant  «o  dénominateur  plus  petit  que  i/â,  il 
^  —  V* 

en  résnite  que  est  un  nombre  fiactitHinaire  pins 
Va  —  ^ 
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gnuidqne  1,  d'où  ■  xf,  ce  qui  nous  dmfaia  on  dhtw 

y/a —  v'6 

point  P'  égalemeat  éclairé  par  les  deux  lumières  et  sihié  but  le 
prolongemoilt  dtl  la  ligiie  AB;  quant  &  savoir  de  qubl  d)(£,  il  ësI 
évident  que  ce  schi  6  di-oité  du  point  !!  où  csf  silinii;  la  jimiière 
de  pHis  fcible  intnnsité. 
Oa  Irouverâit  aussi  que  ce  point  serait  déterminé  par  la  voleur 
d  Jh 

d  -^a;  égale  à  —    Valeur  négative,  ëdnliiifi  (A  dtirait 

v'«-s/î 

a'j  Bltendt*  à  cause  de  x>  d. 

Pour  interpréter  cette  vairur  iiégiitive,  i!  sulîil  de  se  rappeler  ee 
qui  a  clé  dit  n°  150,  cm-  rien  ne  nous  autorisait  à  supposer  le 
ptoiot  P  (également  éclairé)  entre  A  et  II  plutôt  que  situé  an 
delà  de  B,  et  alors  uous  devons  regarder  le  vËleur  absolue  de 
d  —X  comme  donnant  la  distance  BP*  dans  un  seiU  opposé. 

En  outre  il  est  permis  do  changer  les  signes  des  termes  d'une 
—d<Jb 

6  qnationet  la  valem-     d—x  =  -p  =  devient 

^ — 

x  —  d=s  -yf*^       qui  donne  la  dilUficfi  ]j>jfeitiTe  BP*; 
yo — yô 

X  vslant  AP'  on  é^W,  vaut  W. 

valfiurs  ptisitfves  pour  x  conformé- 
278,  car  ces  deux,  valeurs  sont  liées 
lisque  si,  au  lieu  de  prendre  AP  pour 
u  contraire  AP',  on  Aurait  été  conduit 
jffet,  si  AP'  représente  la  dislance  du 
:ment  éclairé  par  B  et  par  A,  il  en 
résulte  que  F  sera  aussi  déterminé  par  BP'  =  j;         ce  qui 

conduit  i,  l'équation    ~  =  j^~^>     équation  idon^que  avec 
l'équation  U,  car  laseule  dilTéreace  en  apparenceest  la  dénooii- 
naleur   [x — d)*  quiéquivautà   [d — x)'. 
2*  Soit  a<6. 

dJâ 

--"—z    de  X,  sera  «nHilfe  ftumine 


SCOLIB. 

On  a  trouvé  deux 

ment  à  c* 

s  que  l'on  a  vu  n" 

par  unu  i 

uéme  équation,  pi 

l'inconnu 

e  I,  ou  eût  pris  a 

à  la  méii 

le  équation;  en  ( 

point  A 

au  point  F  égale 

ËHAPinB  T. 


0^  S  âé  eipti(iué>  IBUS  plus  petite  que  ^,  car&causede 
«<i,   onauta  V«+Vô<^+\^   ou  5\/â<v'ô+^. 

d'où  -AT<i  ^  ^r<i- 

La  vdeiiF  coirespoDdeDte    d — x,  savo 

aussi  àoËitive  et  plds  grande  que    ^     à  cause  de  ^ 

qui  est  plus  grand  que    - . 

Et  alors  dans  notre  hypothèse  le  point  F  situé  entre  A  et 
B   «era  plus  près  de  A  que  de  B. 

là  leeondt  valeur  de  x  esl  négative  il  cause  de 

^  >  ^  dans  k  dénominateur. 
Pour  l'interpréter,  nous  ferons    x=—x    dans  l'équation  Âu 

proMènUi  cè  qui  donne 

Or  cette  équation,  par  sa  composition,  conduirait  à  un  énoncé 
duquel  il  résulterait  que  x  et  d  +  x  repriisenteriiienl  la  dis- 
tance des  iQniii'.Tcs  au  ptiiiil  .'galiiiiifint  écluiré,  t't  par  conséquent 
d-{-x  doil  cepréstntei' la  ilistance  du  point  lî  au  point  cgalft- 
ment  éclairé,  ce  qui,  h  cause  de  «  <*,  exige  que  ce  point  ioit 
situé  à  la  gauche  de  A  à  une  place  quelconque  P";  et  nous 
en  concluons  qu'il  faut  prendre  positivement  la  valeur  négative 
de  X  en  la  comptant  h  partir  de    A    en  allant  à  gauche. 

aUiB  la  valeur  correspondante      d~x=   «si 

va— V* 

positive,  car  x  ayant  une  valeur  négative,  alors  d — x  équivaut 
b  d-^l — a:},   X  ayant  une  valeur  positive;  en  outre  il  résulte 

que   -         ■    étant  une  valeur  négaUve,    -"^  ^-    «st  une 

y/ô  ^  —  \/b 

valeur  positive. 


AlO  bLËUBIlTS  D'ueËBU. 

Oa  trouveraît  ansu  qa'die  est  plus  grande  que  d  et  qifeUe 
indique  une  distance  du  p<HDt  B  au  point  également  édairé 
situé  à  gauche  da  A  et  égal  b  d-\-x  cemme  on  le  troureraît 
si  on  eût  établi  l'équation  dans  rhypotbèse  où  P  sergit  à  gaodie 
de  A. 

3*  Soit  a=6. 

Les  premières  valeurs  x  et  d — x  seréduisenlk    ^,  ce 

qui  Tait  voir  que  le  point  également  éclairé  est  situé,  comme  on  le 
comprend,  uu  milieu  de  AB. 

Les  deux  autres  valeurs  se  réduisent  h         et  — 
à-dire  deviennent  inGides,  ugne  dimpossîbilité. 

Ce  résultai  pourrait  s'expliquer  en  ne  considérant  pas  zéro 
comme  tout  à  Tait  nul,  et  alors  la  différence  entre  les  deux  înleu- 
silùs,  sans  âtvc  nulle,  étant  trcs-petite,  on  conçoit  qu'il  existe  un 
second  point  également  éclaire  situé  h  une  dislance  très-grande 
de  A  ou  de  B,  de  telle  sorte  que  lorsque  la  différence  est  tout  à 
fait  nulle  ou,  pour  mieux  dire,  plus  petilo  que  toute  quantité  finie 
possible,  le  second  point  fst  alors  siluo  n  une  distance  infinie. 

Nous  remarquerons,  duprcs  Gcllnlu^,  que  si,  dans  la  même 
bjfpothëse,  on  considérait  les  expressions  non  simplifiées 

_  d{a  ±  v^) 
*~     a—b  ' 

"îad  0 
elles  se  réduiraient  a    3;=:-^   et    2  =  g* 

.Mais  cette  dernière  Tslenr  provient  de  la  présence  d^n  foo- 

teur  commun   \/a —  v'^   qii  existe  dans  les  deux  termes  de 

dia  —  ^ûè)  r-r  r  r 

— !  ^ — -  quand  on  ri'm])lLice  n  el    \lab    par    ^a-^a  et 

dâ-\}b  (page  405);  après  sa  suppression,  il  reste  j:  =  ^^^  =  ^; 

car   i/â=  <J6   à  cause  de   a  =  6. 

d{a+  s/âSl 

La  première  valeur    x  =  — — —r--   contint  aussi  un  fac- 
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leur  commun  -|-  ^Jb,  mais  sa  suppression  donne  également 
—^t   symbole  de  l'inilni. 

■^1  aoee  la  même  ht/pothèie  a  =  b  oa  suppose  d  =  0,  le 
premier  «ystème  de  valeurs  x  et  d—x  se  réduit  à  zéro  et 

le  second  système  donne  g. 

La  première  solution  xssO  et  d  —  £  =  0  exprime  que  la 
distance  AP  est  nulle,  c'est-ànlïre  que  le  point  P  est  ft  la  place 
même  des  lumières. 

La  solution  ^  ^  —  indique  une  vraie  in- 

détermination,  car  (n°194)  si  nous  cherchons  la  valeur  de  x  au 
moyen  de  l'équation,  nous  trouvons  que  {a—b)z'—iadx^'~ad* 
M  change  en 

Os!»— Oar=— 0=0  ou  0  =  0}  (VotrnMM.) 

et  en  effisl,  on  peut  prendre  aussi  pour  P  tel  point  que  l'on 
voudra  à  drcnte  ou  à  gauche  des  lumières. 

Enfin, liPmmppou  d  =  0,  a  étantdiKrentede  b,  l'équa- 
tion se  diange  en  (a — b)a?=0  qui  donne  «=±0,  ceqni 
fiùt  voir  que  dans  ce  cas  il  n'y  a  que  le  seul  point  oii  sont  les  la- 
miètes  qui  soït  également  éclairé. 

DES  ËQUATIOHS  BICARRÉES. 

379.  Les  équations  du  quatrième  degré  qui  ne  contiennent  que 
Inis  termes  et  les  puissances  paires  del'inconnue  s'appellent  ^^û»- 
tiotu  biearfit»!  elles  font  partie  des  équations  IrinAmes  suscep- 
tibles d'être  résolues  ii  la  manière  de  celles  du  second  degré. 

La  Tonne  générale  de  cette  équation  est 

aa;'-t-fii*-|-c=0  oa  «*+pi'+î=0, 

En  Usant  è  ou  égalé  céto,  nous  pourrons  appliquer  la 
même  dénon^oatïon  à  l'équation  è  deux  termes 

En  sorte  qne  dons  ces  équations  l'inconnue  est  le  corré  rio-la 
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mfime  îuaHiDue  considérée  dans  uae  équtlîon  da  leaaû.  dtffi 
arec  l'exposant  qu'eUe  y  aurait. 

n  est  éndent  qne       =  m    est  la  même  équation  que 
^•i'  =  m   danslaqudle  :t*  est  élevé  au  carré, 
Âe  même  -)-  px"  +  ç  =  0  revient  k 

x'.a:'  +  px.r-f  y  =  0. 
La  résolution  do  ces  équations  s'oblient  par  les  règles  relatives 
H  câlbs  du  second  degré. 

Oii  twaëttera  donc  ces  cijualions  h  une  des  deuj  fahnes  géné- 
rales ti-dessus,  de  telle  sorte  que  si,  par  exemple,  lé  terme  en 
était  négatif  ou  affecté  d'un  coefEcient,  ob  cbangerut  les  àgnes 
des  termes  et  l'on  ferait  disparaître  ce  coeBIbient  (n»  SU). 
JUnsi,  pcfor  résbudW    ^  —  ^  =  ■^^^i,      on  OUBn^ttîUi 

cette  équation  en       —  |*'— "Y'  considère 
comme  una  inconnue  au  premier  degré,  on  en  déduira  (ti*  U7) 
,  _  i  .  .         ,  360 

^  —  b  ~  V  25  2il 

après  qu'on  a  réduit   -g-    au  même  dénominateur^  puis  on 


tire 


Mais  nous  alloDS  traiter  cette  qoestion  d'un  manière  générale 

avec  une  légère,  modification. 

Soif  d'abord  l'fqtuaion  à  deux  ttrmei  »t. 

Noua  supposerons  a:'  —  y  et  alors  l'équation  donnée 
détiendra        y'  —  m  qui  donne  i/±=i3z\f^' 

Mais       y  =  x*       donne       x  —  ±<Jy, 

donc  x  =  ±'^>j  =  ±:  'i/±  V^* 

te  qui  montre  qu'il  faut  deux  exlraciions  successives  de  radnes 
carrées  pour  obtenir  x  qui  n  quntre  valeurs  aioni 

Passons  à  l'équation  x*-^p3^-\'g=0. 

En  faisant  x'=y  et  substituant, 


d'oil 


L'incotiniie  a  'loue  ([ii.itjfi  valeurs  résultant  do  la  combinaison 
des  deux  signes  qui  préci";il£:nt  le  prcnjier  nidira!  avec  diacune  des 
valeurs  qui  sont  sous  le  radical.  11  est  facile  de  voir  que  ce>  valeurs 
toni  deux  à  deux  igatet  et  de  signes  cqnirairee. 

Lart^  let  voleurs  de  y  déduites  rét|uation  A  soi^ 
réelles  et  positivet,  les  quatre  valeurs  de  x  aoai  réelles;  ti  fune 
des  valeurs  de  y  esl  négative,  l'équation  donnée  qura  dtv^  va- 
hici-s  de  X  réelles  et  deux  imaginaires;  enfin  si  les  deux  valeurs 
de  y  sont  négatives  ou  imaginaires,  les  quatre  Tacinet  x  de 
l'équatjpn  serppt  imaginaires. 

On  peut  vérifier  une  partie  de  ces  énoncés  sur  l'équation  numé- 
rique pffipédeiilii,  car  x'  représentant  ce  que  i)ou^  OVOfi^  dé- 
signé plus  tard  par  y,  on  voit  que  les  deux  valeurs  de  son 

4  et  ^qn'qlors  les  quatre  valeurs  ife  x  fiofit 


On  observera  qne  (n°  216)  la  radne  carrée  de  s'obtient 
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ScuuE.  A  ce  sujet  nous  rappellerons  que  si  l'on  trouvait  pour 
l'inconnue  une  valeur  toile  qiiR    ai         ^^^^  laquelle  m 

ou  n  ne  serait  pas  un  carré,  ou  dans  laquelle  m  ne  serait  pas 
divi^ble  par  n,  en  un  mot  si  l'on  obtenait  un  radical  dont  on  ne 
pomiait  avoir  la  racine  exacte,  il  serait  avantageux  de  rendre  ra- 
tionnel le  dénominateur  (n'  2t>l).   

/2Ï7 

Ainsi  dans  le  cas  oii  l'on  aurait  x=5±  W— ,   on  la 

„  ,  .  /2821    .  ,  v'iiâî     .  „,  ,,  ., 

changerait  en  ic  =  5±  W-j^  =  5±— ^g— ,  et  sïi  était 
besoin  d'avoir  la  valeur  de   x  à  près,  par  exemple,  il 

snffindtd'exlrairela  racine  carrée  de  S8S1  à  ^  pria,  puisque 
cette  raiùiie  carrée  devant  «tie  ensuite  divisée  par  13,  cela  ferait 
une  approximation  plus  grande  qne  (n**  219  etSiSO.) 

Sàt  encore  à  réioudre  B£*=li80 
nous  changeons  cette  équation  en  x* = 356 

puis  prenant  la  racine  carrée  des  deux  membres,  il  vient 
a»  =±^66. 

lïenant  encore  la  racine  carrée,  on  a    x=±^  ±^236 

or^556=±l6       donc       x=±.\J±iQ  c'est-à-dire 

1=4,  x=~h,  x=\f^li     et    x  =  — \/~16. 

Les  procédés,  comme  on  voit,  se  réduisent  à  prendre  deux  fois 
de  suite  la  radne  carrée  des  deux  membres,  ce  qui  exige,  lorsqu'il 
s'agit  d'une  équation  trinôme,  l'emploi  de  la  règle  ordinaire 
(n'  247)  ponr  la  prendèro  opér^on. 

ÉQUATIONS  TRINOMES. 

980.  On  donne  en  général  le  nom  A'équaliont  trinAmei  à  des 
équations  à  trois  termes  qui  ne  renferment  que  deox  termes  con- 
tenant l'inconn»  avec  im  exposant  double  l'un  de  l'autre  et  nn 
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terme  coann.  Ces  équations  sont  susceptibles  d'être  résolues  plu- 
ies mêmes  procédés  que  les  équalions  bicarrées  et  nnr  conséquent 
comme  les  équations  du  second  degré. 

Les  équalions  tri  n  6m  es  comprennent  également  te  cas  de  Véqya- 
tùm  gétiérate  bim'nne  x^"  =  a,  m  étant  un  entier  positif  quel- 
conque, car  VéqiioHon  gmérok  irimme  eiani 


il  suffit  de  faire  égal  fi  zéro  le  coeflicient  p  de  l'inconnue  à  la 
moindre  puissance. 

La  résolution  de  l'équation  trinAme  dépend  alors  de  celle  de 
l'équation  du  second  degré  à  trois  termes  et  de  celle  de  Véguotton 
à  deux  termes;  on  appelle  ainsi  toute  cquotion  qui  ne  renferme 
qu'une  seule  puissance  de  l'inconnue  et  un  terme  connu,  elle  est 
représentée  généralement  par  x"  —  a  =  0. 

Pour  résoudre  l'équatiou  A  nous  considérons  x"  comme 
fÎDCODnne  au  premier  degré,  et  alors  suivant  la  règle  pour  le 
second  degré  noos  anrons 


car  {n' 45)  a;'"=i~.a:'"  et  par  conséquent  la  racine  est  a;". 

Maintenant  pour  avoir  la  valeur  de  x,  il  nous  faut  prendre 
la  racine  m**^  de  chaque  membre,  ce  que  nous  ne  savons  pas  faire 
encore,  mais  nous  pouvons  du  moins  la  prendre  dans  le  premier 
membre  et  indiquer  l'opération  dans  le  second,  ce  qui  donne 


m  étant  un  nombre  inconnu  nous  ne  devons  metlre  aucun 
dgne  devant  le  radical  (n*  30i]. 

La  résoIntiDn  de  l'équation  triuAme  exige  donc  la  comuisunco 
de  celle  de  l'équation  trinOme  du  second  degré  et  de  cdie  de 
l'équation  binAme  ou  à  deux  termes  d'un  degré  quelconque  que 
l'on  verra  plus  tard,  mais  nous  savons  du  moins  résoudre  les 
équations  trinAmes  dont  l'exposant  le  plus  fort  de  x  est  4. 

Kous  disons  quelques  mots  sur  cette  espèce  d'équations,  parce 
qu'elle  comprend  l'équation  trinOme  du  quatrième  d^ré  (n*  S79) 
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et  qu'alors  on  se  rendra  mieux  compte  de  la  résolution  da  cettfl 
denùdre  dont  on  peut  souvent  avoir  beaoin,  û  l'on  observe  qns 
les  équations  du  second  degré  h  denx  inoonnuea  (dont  nous  alIiHii 
Uentât  nous  occuper)  condoiseot  généialeniait  à  une  équation 
&i>ls  du  qt^triëme  d^ré  à  nue  seuls  inconnuB  que  noua  pour- 
rons par  conséquwt  résoudre  loitsqii^e  rentrcxa  ims  I4  dans 
de  celte  du  n*  279. 

Indépendamment  de  cela,  l'nrithmétiquc  nous  ayant  donné  le 
moyen  d'extraire  la  racine  cubique  d'uu  iioinbrc,  il  nous  sera 
posuble  aussi  de  résoudr'e  une  équation  numérique  trinûmo  du 
lÉciéme  degré,  c'c^l-à-dire  dans  laquelle  on  aurait    m  =  3. 

Supposons  en  cfi'et  (]uc  l'on  ait  cette  t'quatiuu 
œ^  — 3oj:'  =  — 216 

Pour  la  résoudre  nous  considérerons  z*  comme  étant  l'in- 
connue à  la  première  puissance  par  rapport  à  qui  en  est  le 
carré  et  il  vient  en  prenant  la  ratâne  cairée 

Le  radical  du  seoond  degré  équivaut  à  T 

La  radns  eolnigig  {1^  Vf  est  3,ce]ls(^  8  est  2, 
et  alors  on  s  x=  |^ 

valeurs  qui  vérifient  l'équatioR  donnée;  mats  il  en  existe  encore 
d'aubes  ninsi  qu'on  l(t  verra;  car  il  faut  noter  ici  que,  par  le  pro- 
cédé employé,  les  deux  valeurs  de  x,  savoir  3  et  S,  sont 
réellomenl  des  racines  sixièmes  (n'364);  déplus  ^/S7  com- 
porte 3  valeurs,  ainsi  que  ,  de  sorle  qqç  ^  valeun  (]>K 
l'on  peut  oblenir  pour  x  donnant  les  eix  Mcineq  qui  pouvant  vé- 
>ifier  l'^qMon  donoMi     (  Voir  n*  419.] 
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EXIRACTIOH  DE  LA  BACINE  CABBËE  DES  ÛUANTITËS  EN 
PARTIE  RATIOnSELLES  ET  EH  PARTIE  RADICALES. 

S81.  La  résolution  des  équations  trinômes  du  quatrième  degré 
doDue  ordinairement  une  racine  qui  se  présente  sous  la  forme  de 
deus  radicaux  superposés,  c'est-à-dire  une  valeur  qui  ne  peut  être 
obtenue  que  par  deux  extractions  successives  de  racine  carrée, 
ce  qui  constitue  une  nouvelle  opération  algébrique  qui  est  l'ex- 
Iraction  de  la  racine  carrée  d'une  quantité  de  la  forme  a  ±  \/4 
composée  d'une  quantité  rationnelle  et  d'une  quantité  radicale; 
nous  lupposons  a.  el  h  être  des  quantités  numériques  ou  algébrtquei 
tommensurables  et  ^  être  une  quantité  irrationnelle. 

Il  importe  donc  pour  que  la  résolution  de  ces  sortes  d'équnfions 
soil  complète,  que  l'on  réduise,  lorsque  cela  est  possible,  l'expres- 
sion y/a±\b  à  une  expression  plus  simple  qui  ne  contienne 
qu'une  quantité  rationnelle  avec  un  radical  du  second  degré  ou  gui 
puisse  être  exprimée  par  la  somme  algébrique  de  deux  radicaux. 

Pour  se  rendre  compte  des  motifs  qui  ont  poussé  &  cette  re- 
cherche, ou  remarquera  qu'une  quantité  telle  que  élevée 
au  carré  donne  une  expression  pareille  dans  laquelle  un  des  termes 
est  toujours  rationnel  ;  car  le  carré  étant  û'±2ov'*  +  * 
ainsi  que  b  pouvant,  comme  rationneli,  être  réunis  en  un  seul  terme 
ratumu/  m,  je  suppose,  on  a  alors  pour  lésulUt  m±^y/î  qui 
est  de  la  forme  o±VÂ; 

Réciproquement,  si  on  voulait  prendre  la  racine  carrée  de 

wa^Sovï,  c'est-à-dire  si  l'on  posait  \/m±ia\/b,  on  trou- 
verait, en  remplaçant  m  par  sa  valeur,  que  cette  expression 
équivaut  à  a     ^  expression  plus  facile  à  apprécier. 

De  même  si  on  élève  au  carré  l'expression  \/adi\'b  on  obtient 
une  expression  de  la  même  forme  que  a±^,  car  le  résultat 
pourra  être  exprimé  par  (a-i-b]±:îi/^  et,  rédproquement,  la 
raiânesera  \/âdb:^! 

D'oïl  l'on  a  coocla  qu'une  expresûon  telle  que  ^o±  \/5 
1  37 


as 
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pouvut  être  exprimée  quelquerois  par  une  eipressioD  de  k  mÉme 
fiKine  ou  par  la  gomme  de  deux  radicaux  du  second  d^ré. 

Il  nra  dono  avantageux  d'effectuer,  lorsqu'on  le  pourra,  cette 
mnaronualiou,  puisque  l'on  aura  tout  au  ^us  deux  tecinee  car- 
rées ordin^reg  à  extraire,  tandis  qu'use  expresnon  tdle  qoe 

^a±\fb  exige  une  exlraclion  de  racine  carrée  d'une  antre 
racine  carrée. 

Cherchons  alors  à  giirh  sir/iii'f  fin  r/'aimuulni  cette  possibilité. 

Mais  d'abord  nous  jinsi^rmis  l  e  |)[  i[ii  ipi'  : 

Lorsque  deux  quantités  incammeiisiiraliles  de  la  forme  a  i;  ^ 
Bont  égales,  les  parties  commensurables  sont  égales  entre  elles  aàsi 
qtte  les  parités  inconmensurabla. 

En  effet,  nous  remarquerons  qu'une  quantité  tncommensunble 
ne  peut  devenir  commensurabte  par  l'addition,  soustraction,  etc., 
d'aucune  quantité  commensursble;  car,  par  exemple,  supposor 
que  serait  commensurable,  conduirait  à  trouver  que  ^  le 
serait  auasi^  puisque  tout  multiple  ou  sous-multiple  d'une  quan* 
tité  commensurable  l'est  aussi  i 

Par  conséquent,  une  quantité  commensurable  ne  peut  être  égale 
&  une  incommensurable  ;  en  un  mot,  s'il  en  était  autrementt  il 
&udrait  admettre  qu'une  quantité  peut  être  en  même  temps  soi» 
ces  deux  états,  ce  qui  est  absurde. 


Maintenaot  posons 


et  voyons  ce  qui  rôsiiltu  de  cette  équation  hypothétique,  car  nous 
supposons  que  le  prt'iuiiT  membre  peut  ûtre  égal  à  deux  monAmes 
affectés  de  radicaux  du  scfonii  degré  [les  quantités  ;c  et  ^  étant 
des  quantités  conimensurables),  mois  rn  ohsen'ant  que  yfx  eA 
sont  deux  mouAnies  irrationnels,  ou  bien,  d'nprèfi  ce  que  nous 
avons  expliqué,  si  l'un  ilf:^  radicaux  \x  ou  y'y  est  rationnel, 
l'autre  reste  irralionnL'I. 
Ceci  entendu,  ou  aura  l'i-'alcnient  —  — 

Il  s'agit  inainlenant  de  Iiouvit  Ips  nouibii's  ['ationuL'Is  qui  peu- 
vent, dans  certains  cas,  n>iii|)lacei-  j,-  el  y. 

Le  moyen  le  plus  naturel  fst  d'idever  au  i:arré  les  deux  membres 
de  l'équation  A,  parce  que  nous  pourrons  comparer  le  carré  de 
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la  quanlitô  }/x-\-'ily  avec  lo  carré  a4-\^>  et  ensinte  parci> 
que  cela  nous  permettnk  d'en  déduire  les  valeurs  de  x  et  de  ^ 
qui  nous  sont  inconnues;  cette  opération  donne 

Les  deux  membres  sont  de  la  même  forme,  puisque  x-^y 
peut  roriuei'  un  sent  terme  rntiannel  et  est  un 

nioil^mfi  irralioniini  uoiumt;  \lb. 

D';iprt;s  le  principi;  éUilili,  il  résulte  de  l'équation  ci-dessus  qu'il 
y  a  égalité  enlre  les  parties  commensu râbles  et  incommensurables  ; 
par  conséquent,  ou  a  les  équations 

B  3;  +  y  =  a    et    ^^ïy=^\''b.  C 

Si  la  seconde  équation  n'était  pas  irrationnelle,  il  serait  facile  d<^ 
déduire  les  valeurs  de    x   cl  de    y  (n"983). 

Or,  si  l'on  élève  au  carré  les  deux  juembres  de  cette  second-' 
Aquatlon  (noir  n*  29S),  il  est  évident  que  les  inconnues  seront  dé- 
fivrée*  4n  radical  et  l'on  aura  pour  équation  équivalenta 
E  ixy  =  b  (n'iH). 

En  prenant  la  valenr  de  ^  dans  l'équation  i-{-tf  =  a  et  lu 
substiliiant  dans  ixy  =  b,  on  obtiendrait  la  valeur  de  x,  puis 
celle  de  y;  mais  on  peut  employer  le  preecdé  suivant  qui  est 
plus  in(!éiiieux. 
Nous  avons  la  somme  n  dfs  deux  quantités  x-\-!/. 
Si  nous  connaissions  leur  différence,  ces  inconnues  seraient 
connues;  or  ù  du  oarrà  as' +  Sjcjf  +  y*,  résoltuitde  (s  +  yA 
on  retmiicbut  on  aurait  la  curé  de  x-^y\  igtoBOfls 

d'après  WB  idées,  en  élevant  au  carré  les  deux  mMnbfSB  de  l'équa- 
tion B,  il  viendra  a:'  +  Isy-^-  y'  =  a';  pub,  soustrayant 
membre  i  membre  l'équation  E,  il  reste 

qui,  en  prenant  la  racine  des  deux  membres,  donne 

X — y=:ijn'  —  b.      (  Voir  h  Scolib  I.) 
MRÎntciiant,  en  S(i|>|x>sunl  x  la  plus  grande  des  deux  qiniii- 
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ûté»,  noniâurons  (n*  1S6) 

pnr  conséquent,  l'équation  A  deviendra 

Cette  valeur  de  la  racine  carrée  a  +  est  plus  compliquée 
que  ^0  +  iji,  mais  aussi  nous  remarquerons  que  nous  cher- 
cbons  des  valenrs  de  z  et  de  y  qui  soient  commensorables  ;  or, 
pour  cela,  il  est  daïr  qull  faut  que  ^a* — b  disparaisse»  c'est-4- 
dire  que  a* — b  toit  un  mré;  deA  W  le  signe  auquel  nous  recon- 
nattrons  que  la  simpliflcafion  denoandée  pourra  avoir  lien,  car,  des 
opérations  précédentes,  il  est  facile  de  conclnre  que  si  a+V* 
le  carré  d'une  expression  de  la  forme  0  +  ^  ou  ^+\/*»  eels 
ne  peut  avoir  lieu  que  lorsque  o* — b  est  un  carré,  pourvu  ton- 
tefois  que  la  quantité  représentée  par  6  ne  s(A  pas  vn  curé, 
comme  cela  d'ailleurs  est  supposé. 

Donc  lorsqu'il  s'agira  d'extraire  la  radne  carrée  d'une  qaantilé 
tdie  que  a-f-  V^i  il  fondra  commencer  par  voir  si  l'on  e  un 
carré  pour  la  quantité  représentée  par  —  b,  et  dans  ce  cas  le 
procédé  consiste  à 

Kxulraire  du  earré  a*  (de  la  partie  rationnelle)  te  carré  b  de  h 
partie  irrationnelle,  puis  à  prendre  la  racine  carrée  de  ce  rtfte,  de 
manière  que,  dédgnant  par  m  cette  racine  de   a*  —  b,  on 


écrira 


et  l'on  aura  ainsi  la  radne 


dierchée  dont  un  des  termes  pourra  être  ralionnel. 

On  aurail  obtenu  les  mf'mes  v;il(!iirs  di'  r  et  dfi  y  si,  au  lien 

du  cuiisidén^r  rùqiKiiini)  A.  ou  eût  pris  v''"  —  =  — "i/yi 
toute  la  difliîrcnce  cojisisteriiit  dans  le  signe  -}-  rjui  auraitélé  rem- 
placé par  le  signe  —  devant  le  second  terme  du  second  membre  ; 


par  conséquent,  on  a  aussi 


SnouE  I.  Toiitn  qiinntilé  a  dmx  racines  carrées;  ainsi  les  deux 
termes  irrationnels  du  second  merniire  deviiiunt,  dans  chaque  for- 
mule, être  précédés  du  double  signe  ±;  si  nuus  ne  l'avons  pas 

mis,  c'est  parce  que  nous  avons  posé  y/a-f  V'*  =  v'^+V'ï' 
ce  ([ui  étaîlsupposerquenousne  considérions  que  la  valeur  positive 
ilii  premier  membre  n*  309;  mais  pour  l'exactitude  des  opérations, 
on  (Ii>ît  rétablir  le  double  signe  et  considérer  et  i/y  comme 
précédés  de  ±,  ce  qui  fait  que  lorsqu'il  s'agit  de  la  racine  carrée 
de  a — v'6,  il  faut  regarder  v'y  comme  précédé  de 
d'après  cela,  on  aura 


En  observant  que  chaque  valeur  sr  correspond,  ainsi  que  cela 
est  clair  d'après  les  motifs  qui  nous  ont  fait  metlre  te  double  signe, 
el  pour  éviter  toute  erreur,  on  pourra  écrire  les  formules  dessus 


ScouB  n.  Quelle  que  soit  la  quantité  a* — b,  les  formules  ci- 
dessus  sont  vraies  quand  bien  même  a'  —  b  ne  serait  pas  un 
carré,  mais  on  conçoit  qu'alors  les  seconds  membres  ne  pour- 
raient être  considérés  comme  exprimant  une  simplification  des 
premiers;  on  n'effectuera  donc  cette  transformation  que  lorsque 
a* — b  sera  an  carré. 


452  tiiiUEriis  i»'a).(;èdhe. 

ScoLiK  111.  Il  est  assfï  inti  rcssmit  ili'  \mv  II  s  diverses  manlÈrrs 
employées  par  les  algébristfs  pour  iirrivci'  ii  hi  deleniiiuation  des 
valeurs  de  x  et  de  y;  il  est  impossible  de  les  réunir  ici,  lUiiis 
nous  ferons  remarquer  un  procédé  de  résolution  que  nous  em- 
ploierons du  reste;  ainsi,  du  moment  oii  nous  connaissions  la 
sonunû  et  le  produit  4zy.    ces  inconnues  étaient  fa- 

dles  il  délerminor;  en  effet,  nous  avions  leur  somme  o  et  leur 

produit  |,  par  conséquent  (n°  i&i,  eorol.],  nous  pouvions  en 
conclure  que  X  et       étaient  les  racines  de  l'équation 

X'  — aX+  jft=0. 

Nota.  Nous  employons  r  K  majuscule  pour  faire  voir  que 
cette  équation  n'appartient  pas  plus  &  x  qu'à  y,  en  un  mot  pour 
montrer  que  tonte  équation  ayant  les  mêmes  coefficients,  aurait 
pour  raidnas  les  valeurs  de  x  et  de    y;   ainà  l'équation 

z' — ttï  + jé=0  remplinnt  le  niSmeoffice. 

Or,  Iqs  valeurs  de  l'inconnue  dans  oHle  équation  ou  la  précé- 
dente étant  ^  -  -     ol  - — - " — -,    en  observant 


Nous  aurons 


que  •'- 


.     -  =•  y  =  \  

comme  nous  l'avons  trouvé. 

ScOLiE  IV.  Généralement  toute  expression  telleque^ =±(7±A 
indiqua  que  q  a  quatre  valeurs  résultant  de  la  combinaison  des 
quatre  signes,  et  alors  si  nous  avons  fait  une  restriction  au  sujet 

des  valeurs  de  ^  'a-\->/b  et  de  '^a  —  v'6  c'est  parce  qu'il 
était  évident,  d'après  nos  opérations,  que  ^a-\-\fb  ne  pomait 
être  qu'à  la  somme  des  quantités  \/x  et  y/y  prises  po- 
silivpmenlou  négativement  simultanément;  cependant  les  deux 
premières  formules  D  et  F  permettent  &  celui  qui  n'a  pas  i«é- 
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sidé  à  leur  composition  d'en  déduire  quatre  valeurs  pour  obacune, 
MM  pouvoir  en  eonelun  qu'un  ladîcal  du  second  degré  a  quatr« 
valeurs,  caroniemaR]iteraque,{>Brexeniple,  la  pcemiire  expres- 
sion ^a-\->/b  contient  un  radical  susceptible  lai-m£me  de 
deax  valeun,  puisque  a  deux  raùnes  ;  nous  n'en  avons  îm- 
pltcilement  considéré  que  la  positive  (n°  200],  c'est  pourquoi  nous 
avons  dit  aussi  qu'il  fallait  pi  cndrr  Ips  valeurs  positives  ensemble 
ei  les  valeurs  i)i')!>ilives  eiisrinbli.'  pour  la  fonuulo  D;  quant  à  la 
formule  F,  les  valeurs  ciiiTcs|Hizjilaiitcs  sont  une  viileur  positive 
avec  une  négative,  ou  uuc  né(;utjve  nvrc  une  positive. 

Mais  si  l'on  voulait  combiner  les  valeurs  de  toutes  les  maniÈres, 
alors  il  faudrait  supposer  que  le  premier  memlirc  comporte  toutes 

ses  valeurs  et  qu'il  équivaut  à  V^(i+  \lb,  de  sorlo  qu'une  Kuh 
des  formules  donnerait  les  quatre  valeurs  fiiurnies  par  ka  deux, 
mais  interprétées  comme  nous  l'avons  observé. 
AfPuCiTiOM  I.  On  demande  si  4  +  9  <i/3  a  "ne  racine  exacte, 

c'est-à-dire  si    V^4-|-2       peut  te  mettre  suus  me  forme  ^u» 
iimple  ne  contenant  qu\n  radical  ou  la  sommp  Je  dmu:  radicaux? 
Or,  si  l'on  compare  cette  expression  avec  la  runimle  G  propre 

au  cas  présent,  nous  aurons  ((=1,  v''' =  -  v'^— v''"^  (n'aiT); 
par  conséquent  ft  =  12  et  o' — b  ou  lli —  \'î  ist  un  carré, 
ce  qui  nous  permet  de  sirnpiiticr;  alors  en  remplaçant  dans  la 
fbmale  G  les  lettres  par  leur  valeur,  on  aura  en  prenant  d'abord 
lamùae  S  de  1G—  12  ou  4 

\/!Tï7î=±  y/~)=±(>/5+,/T]=±(v/5+i). 

Ainsi  les  racines  de  la  quantité  donnée  sont  1  -|~  ^3  et 
—  i  —  \jz  que  l'on  peut  vérifier  en  les  élevant  an  carié. 

Si  l'on  avait  eu  à  simplifier  s/ i — Sy'S,  on  aurait  pris  la  for- 
mule   H    et  l'on  aurait  trouvé 

V/*—  2  y/s  =  ±  (Vâ  —       ^  ± v'3  —  l)- 
ArruciTiON  11.   Trotmer,  t'il  est  poaible,  la  racine  carrée  de 

ti  +  av'3ô. 


i2â  ÉLÉMENTS  D'AI.GEnnE. 

En  comparant  avec  la  formule  G,  on  a      a  =  {l, 
\/î=2v/3Ô==^«Ô,      d'où      6  =  lMi     'alors  il  vient 
c>— i  =  12i  — 120=3  1'     qui  est  le  carré  de  1. 

Donc 

Trouver  si     V^7—T^  peut  donner  une  va- 


leur plus  simple. 

NQus&\oasa=1,<Jb=3<JÏ=\/ÏS  et  a'— 6=49— 18=31 
qni  n'est  pas  un  carré,  donc  il  n'y  a  pas  lieu  de  simplifier. 

ScouB,  Dans  ces  trois  applications  nous  avons  toujours  pris  le 
lerme  rationnel  a   positir;  lorsqu'il  est  négatif  cl  plus  grand  que 

le  terme  irratioand,  le  radical    ^a±\fb    est  alors  imaj^inaire 
et  il  se  pr^nteun  résultat  de  calcul  en  conirnclK^iioii  av(?c  les 
prindpes  exposés  dans  la  théorie  des  radicaux.     (  Voir  n*  A32). 
AmiCiTion  IV.  On  demande  n  l'on  peut  simplifier 


Nous  avons  a  =  mn-{-  et  ^  —  2/)  V'"  "i"  p':  alors 
h  =  ip'{mn  +  p')    et    o'  — i  =  m'n'.    (K.  n°  282,  Scoue  III.) 

Donc  on  peut  avoir  la  racine  de  o* — S  et  simplifier  l'ex- 
pression doniién;  en  remplaçant  dans  la  formule  H  les  lettres 
par  leur  valeur  ainsi  Ironvée  et  ^a*—à  par  tm,  on  trouve 
que  IV^tprcssion  donnée  équivaut  & 

qui  se  réduit  à  ±(^inR-]-J''-~p)j 

En  élevant  au  carré  cette  expresdun,  on  retrouve  la  quantité 
«m  -f-  2/)'  —  2/j  v'ffiB  +  p*  ■ 

CoROLuiRB.  L'utilité  des  formules  G  et  H  se  voit  dans  la 
résolution  des  équations  du  quatrième  degré  ou  d'une  équation  du 
second  degré  destinée  b  donner  la  résolution  d'une  équation  du 
qualriëme  (ni  319).      (  Voir  Scoub  III,  n*  283.) 
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En  effet  pour  résoudre  l'équRtion  particulière 

1*  — 1463;'  =  — 3025 

on  emploiera,  soit  la  rnrmule  F  (n'  279),  soit  le  procédé  poar 
obtenir  celle  formule,  ea  faisant  x^=y. 

Dans  te  premier  cas,  on  verra  ai  l'on  peut  Amplifier  les  valeurs 
de  X, 

Dans  le  second  cas  on  Iroiive  y  =  73  ±  —  302S  et 

pour  avoir  x,  il  faut  aprôs  avoir  pris  la  racinn  dp  3304  dans  la 
valeur  de  y,  e:ilraire  de  nouveau  la  racine  cIr  73  ±48;  or, 
sans  làire  ces  opérations,  on  peut  avoir  de  suite  les  valeurs  de  x 
en  comparant  la  valeur  de  y  à  a  ±       ce  qui  donne 

o  =  73,     </b  =  v/G329  — 302B, 
et  a'  -  fi  =  5329  —  [5329  -  3025]  =  3025 

c'est-à-dire  un  carré;  d'oii  l'un  cunthil  quu  les  valeurs  de  a;  se 
présenteront  sous  une  forme  plus simpleque la  formule  F  (n°979), 
et  alors  remplaçant  dans  les  formules  G  et  H  les  lettres  par  leur 
valeur,  on  aura  les  quatre  valeurs  z=lj,  a;  =  8,  x=—S, 
X—  — 11  que  l'on  peut  vériBcr, 

n  aurait  été  plus  prompt  d'employer  la  formule  du  n*  370. 

jimiCAimi  DIS  FRUiciras  rnicAnans  ad  cas  o&  u  udical 
siun  lucmiRB. 

289.  Les  mêmes  formules  générâtes  G  et  H  peuvent  servir 
également  à  extraire  la  racine  carrée  d'une  quantité  en  partie 
lationnelte  et  en  partie  imaginaire.  (  Voir  vT  412  et  422.) 

AnuçAtint  V.  Soit  le  binôme  1  -f-  4^ — 3  dont  on  demande  la 
racine  carrée. 

On  aura  dans  la  formule  G,  o=l,  \/b=iy/~3,  et  A=— 48, 
d'oà  a'  — &  =  1 -|- 48  =  49;  on  pourra  donc  simplifier  et 
l'on  aura 

=*(v/¥+\/%==^('+«- 
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Un  cas  assei  curieux  à  noter  esl  cp.iui  où  les  racines  carrées  des 
quantités  imaginaires  ononfimes  sont  des  binâmes  contraïremeot 
aux  prindpes  pour  les  quantités  réelles  n°*  S5  et  57. 

Telle  est  la  quantité 
dont  les  racines  sont      1 4*  ^ — 1    ^t    —  i  —  ^ — l. 

En  efieti  puisqu'il  n'y  a  point  de  partie  rationnelle,  on  a  alors 

et    bts  —  A,    d'uti    0*— i=0  +  4=4,     ce  qui  dtnuw 

=±(l  +  »/=l)  =  ±(i  +  ,/=7). 

Od  peut  obtenir  une  formule  particulière  pour  ces  quantités. 

Soit  donc  ^m^—l  l'expremon  dont  oh 

eherdie  une  vaiew  plus  nm)de. 
ffl  est  une  quantità  réelle  quelconque,  mais  rationnelle. 

Nous  tupposerana  ^m.^ — i  =  «  ^f  -  yi/ — 1 
X  el  y  étant  des  quantités  commensurables. 
En  Nevaat  au  carré  cette  équation,  il  vient 

en  obEerrant  que  {yij—i)*  =  y* X  —  1  —  —  y*. 

D'après  ce  qui  s  été  dit  n*  S8t,  nous  pouvtms  établir  une  égalité 
entre  les  parties  commensurables  et  les  parties  iacoRunensurables 
de  l'équation  A  dans  cbaquo  membre,  et  alors  ou  a 

a:'  —  y'  =  0  (puisqu'il 
■'y  a  point  do  quantité  rationnelle  dans  le  premier  membre], 
et  aiyV — 1  —  m  V  —  1 . 

Os  la  premibre  équation  on  tire  x*  =  g\  puis  x  =  y  [*],  et 

(*]  Noos  ne  metton»  point  ±  daianl  (,  parce  qaa  mu*  ne  chercliinu  qos 
IM  valeun  Ae  -i-x  a  à»  +  y,  et  que,  pour  lat  «Atenlr,  iwui  STOnitleTéiii 
untf  iM  «spctMiMU  qui  conieaaliiiiicM  qnviUiâ*. 
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de  la  seconde,  en  divisant  par  v'— on  obUent 

îxt/  =  m    ou    ai*  =  n,    puis       =  j    8t   i  =  ± 

par  conséquent  on  aura 

ScouB  I.  Cette  farmul<^  peut  être  mise  sous  la  forma 

v/».vCT=±y/î(i  +  V=^ 

qui  est  plus  facile  à  interpréter. 

On  voit  aussi  que  par  ce  procédé  on  obtient  les  deux  racines  de 
m  ^ — quoique  nous  n'ayons  chercbé  que  la  valeur  pontive; 
cela  provient  de  ce  que  st  nous  eus^ns  posé 


l'élévation  au  carré  aurait  donné  li:  mémo  résultat  que  ci-dessus  ; 
l'équation  2j:'  =  m  devait  donc  nous  donner  les  mûmes  valeurs 
puisqu'elle  satisfaisait  aux  deux  hypothèses. 

ScoLiB.  II.  Toutes  les  fois  qui;  ia  quunlité  im:iginajre  sera  de  la 
fornifi  m  \^ — 1 ,  on  pourra  toujmirs  avoir  une  <:xprcssion  de  la 
racine  àc,  cctlp  quaiililo  rxpriuiée  de  l;i  mâme  manière  que  la  for- 
mule, cm'  u'  -  1/  si'iii  tijujours  un  carré. 

ïin  effet,  soit  V'TV— T.  on  "  "  =  0.  \^  =  \J—  40  et 
o'  —  b   sera   U-j-iH;    il  en        loujnm's  iim^i,  puisq\u'  pour 

ce  radical  contiendra  toujours  un  nombre  négutif  dont  la  vdeur 
absolue  sera  un  carré;  or  ce  nombre  négatif  devient  positif  lors- 
qu'on le  soustrait  de  a*  =  0. 

Scoiii  Ifl.  L'avantage  de  ces  extractions  de  racine  est  visible, 
car,  dans  cerlaimcat,  lorsqu'il  s'agit  par  exemple  de  l'addition  de 
deux  racines  de  cette  espèce,  on  obUent  une  quantité  réelle  et 
rationiii^lle,  même  lorsque  l'on  conudëre  des  quantités  înta^- 


Ainû       y/ie  +  Wi/^  +  ^16—30         =  10. 
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Car  on  a     a  =16,     </b  =  \/--900,     ô  =  —  900, 
a'  — 6  =  256  +  900  =  1156    dont  la  racine  est    34,  etalors 

V'l6  +  30\/^=5  +  3\/^;    v''*6— 30  ^^=5— 3  v^^. 

On  a  pu  remarquer  que  dans  toutes  les  upplications,  nous  avons 
regardé  1b  second  terme  représenté  par  \/b  comme  positif, 
quel  que  fOt  son  signe,  lorsqu'il  s'agissait  d'en  déduire  b;  on 
conçoit  en  effet  que  (y/ï)  ou  ( —  \/ï)  donnent  le  mémo 
résultat. 

ScouE  iV,  Noue  avons  dit  que  les  formules  G  et  H  étaient 
vraies  lors  même  que  a* —  b  n'était  pas  un  carré,  car  quelli's 

que  soient  a  cl  b,  ïl  ftaut  que  l'équution  -f  ^  =  ^  +  yy 
soit  vérifiée  par  les  valeurs  de  x  et  de  y  que  l'on  rn  déduit;  rn 
outre  si  l'on  a  pu  trouver  des  valeurs  déterminées  pour  ics  dcu\ 
inconnues,  c'est  parce  que  l'on  avait  mis  la  condition  que  x  et  y 
représentaient  des  quantités  commensurables,  et  établi  d'après 
cela  que  x-{-y  était  égal  à  a,  etc.;  sans  celle  condition,  il  y 
aurait  eu  une  inilnité  de  solutions,  puisque  l'on  aurait  eu  une  seule 

équation  à  deux  inconnues  :    \fn^\~JÎ>=  \[x  +  v'y 

Il  résulte  de  là  qun  l'on  peut  attribuer  k  a  ci  h  des  valeurs 
négatives  sans  que  les  fonniiios  (1  et  H  cessi  iit  d'être  vraies, 
mais  cela  conduit  iiux  quantités  imaginaires  que  nous  examine- 
rons plus  loin,  (  Voir  n"  422.  )  ____ 
Si  b  étant  positif  a  est  négatif,  l'expression  -}-  \jb 
ne  peut  être  réelle  qu'autant  que  l'on  a  a'  <  6;  sans  cette  con- 
<ti(îon  v/a' — b  devient  imaginaire,  et  l'on  ne  peut  obtenir 
qu'une  expression  imaginaire  pour  la  valeur  de  ^o-(-  V^  ({ai 

revient  dans  cette  hypothèse  à  \l—  a  +  ^6  [a  et  b  repré- 
sentant des  quantités  positives),    (  Voir  la  i"  Applicatioh.) 

On  a  encore     v'—  *6  +  30         =  3  +  5 
ar,  par  la  formule,  on  a 


cbaphub  V. 


î*  On  trouvera  que     y'— 16— 30  v -1  =  3— 5  V— i 

Dans  cette  dernière  application,  on  ne  peut  obtenir  qu'une  ex- 
pression de  la  même  forme  que  le  premier  membre,  car  a' — b 
»u  95-^-18  n'est  pas  un  carré.  On  remarquera  msà  que  le 
second  terme  du  second  membre  est  ifflagiDaire,  car  8  —  ^43 
donne  une  quantité  négative 

Pour  vérifier  la  valeur  représentée  par  le  second  membre,  on 
■'élèverait  au  carré;  le  résultat  serait 

4*  On  aura     

Ce  qui  nous  fait  voir  encore  que  le  premier  membre  ne  peut 
être  simplifié. 

DES  ËQD&TIONS  DU  SECOND  DEGRti  A  PLUSIEURS 
INCONNUES. 

Ï8S.  Si  une  question  contenant  plusieurs  inconnues  conduit 
il  plusieurs  équations  à  plus  d'une  inconnue  dont  une  seule  soit 
du  second  degré,  sa  résolution  ne  présentera  aucune  diUicuKé, 
puisqu^il  suffira  d'avoir  recours  aux  principes  qui  ont  servi  à  ré- 
soudre les  équations  du  premier  d^ré  à  plusieurs  inconnues.  On 
en  a  en  des  excmpl(?s  n*  ilS,  et  les  problèmes  que  nous  pré- 
sentenHiS  feront  comprendre  les  méthodes. 

Lors  donc  qu'une  question  nécessitera  l'emploi  de  plusieurs 
inconnues  et  que  ces  inconnues  ou  quelques-unes  de  ces  inconnues 
moutcront  au  second  degré,  il  faudra  comme  pour  le  premier 
degré  autant  d'équations  que  d'inconnues  aKn  que  la  question  ait 
une  solution  détenninée,  sans  toutefois  qu'il  soit  besoin  que  ctia- 
cune  de  ces  équations  contienne  toutes  les  inconnues. 
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Pour  résoudre  les  questions  qui  conduisent  h  plusieurs  incon- 
nues au  dclù  du  premier  degré,  il  faut  ramener  les  équatinns 
obtenues  à  uim!  seule  qui  ne  conlieniie  plus  qu'une  inconnue. 

Une  équation  est  du  second  di.'grc  non-seulement  quand  anc 
des  inconnues  est  au  second  degrë,  mais  aussi  lorsque  deox  de 
ces  inconnues  sont  multipliées  entre  elles  à  la  première  puissance. 

En  considérant  le  cas  où  une  question  aurait  conduit  b  deux 
équations  quelconques  du  S4^nd  degré  a  deux  inconnues  x  et  y, 
la  forme  la  plus  générale  du  eus  cquitlioiis  s<:rn 

«'/  +  tx'j  +  ex*  -r  d<j  ■\-fx  =  g 

a'if  +  l'-rij  +  ex'  +  d':j  +fxzz-. ,,' 

Un  (les  prorùdijs  li's  plus  simples  pom-  oblenir  les  sahilions 
communes  à  ces  deux  équations  fst  la  méthode  par  réduction 
(nM«). 

Nous  malliplierons  alors  la  première  équation  par  a'  et  la 
seconde  par  a,  puis  soustrayant  la  seconde  de  la  première,  nou.i 
obtiendrons  une  troisième  équation  qui,  pour  plus  de  simplicité, 
pourra  itre  représentée  par 

mxy  -[-  n^'  +     +  ça  =  A  E 
la  lettre    m    rrpn^ciiLmt  la  (iiiïéri'nce  algébrique  db — àb'  el 
ainsi  pour  les  :u:lrcs  Icttri!^,  df  sorte  que   k=dg  —  o/. 

Au  lif;ii  ilu  s\>U''iiic  (ioii]}i'i,  on  peut  considérer  un  système  com- 
posé, par  exemple,  de  la  première  équation  du  système  donni: 
avec  l'équatiou  E. 

Cette  dernière  donne  y  =  — car 

mxy-\-py  =  (mx^p)y. 

En  substituant  dans  la  première  équation  «lté  valenr  da  y  en 
fonction  de  x,  nous  aurons 

Dans  celte  équation  )e  srcond  terme  contient  les  deux  termes 
bxy  et  dy  de  la  première  équation. 

Eo  diassant  les  dénominateurs  i>t  TaisHnr  les  mulliplicatkin.s 
indiquées)  il  est  aisé  de  voir  que  l'an  obtiendrait  aoe  équatlou 
du  quatrièiuo  degvé,  génriralpment  complète  et  qui  pour  être  rfm- 
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lue  exigerait  la  connaissance  de  principes  qne  nous  n'exposenns 

Nous  ne  considérerons  donc  que  des  équations  oondaisant  à  une 

équaliiiii  (ii::ilc  du  second  degré. 

884.  Si  l'on  a  deux  êqualions  ei  deux  inconnues  et  que  l'une  de 
m  éçiialiuiis  ne  passe  pas  le  premier  degré,  on  opérera  à  la  manièn 
du  premier  degré  en  preiKiiil  dans  l'èqimlion  du  /iretnier  degré  la 
valeur  de  l'inconnue  ou  d'une  des  iticonnu»  el  la  lubstitumt  dont  la 
■  teeonde  qui  ne  contiendra  plus  qt^un 


Soit  donc  le  sjstëme 


on  réduit  la  première  équation  à  —  4i  +  9y  =  —  60 

d'où  a  =  154--y. 

On  substitue  le  carré  de  nette  valpiir  a  la  place  de  a*  dans  le 
saoondc  équation,  ce  qui  donne 

d'oil  l'on  tire  par  le  procédé  ordintûre 

.  .  1080  2896 
^^  +  ^^  =  "-80" 

et  enfin 

_     5*0     .  /338B6  _     UO     i  84 
89      V  (89)*  89      '89  ' 

724 

Par  conséquent    y  = — *  et  ,v  =  — gg" 
294 

etdors  z  =  6     et  »  =  — — . 

Oo  a  donc  deux  couples  de  valeurs  qui  vérifient  les  équations, 

savoir  j  =  C      et      y=  —  4  d'uneiati, 

29*    .  744 
et  x  =  —  -^  et  y  =  — —  d-.iii»iûrt. 

On  peut  véri&er  ces  valeurs. 
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ScouR.  Ces  deux  couples  ne  constituent  gias  quatre  solutions.  Il 
est  clair  que  si  un  système  d'équations  du  premier  degré  h  deux 
inconnues  donne  un  couple  de  valeurs,  un  système  d'équations 
du  second  degré  à  deux  inconnues  doildonner  deux  couples,  puis- 
que l'inconnue  du  second  degré  ayant  deux  valeurs  délermine 
dus  deux  valeurs  correspondantes  de  l'autre  inconnue  qui  lui  est 
liée. 

PnoBLfafG  1.  Trouver  deux  nombres  leh  que  ia  lomme  de  Imm 
produits  par  les  nombres  respi'clifs  a  et  b  toit  égale  h  Ss 
et  que  leur  produit  soil  égal  à  p. 

Soient     a;     et     y     les  nombres  cherchés 
on  anra  les  équations    ax  +  b!/  =  %s 
et  xy  =  p. 

De  la  première  on  tire  y  =  ^  ^  et  substituant  cette  va- 
leur dans  la  seconde,  il  vient  en  réduisant,  changeant  les  signes  et 
multipliant  par  b 

ax'  —  2sj:  =  —  bp  d'où 
e='~±^y/i^—abp     et    y  —  ^^^^iji'—aèp 
en  fdsant  altenlion  quel'on  trouve  d'abord 


Pour  avoir  y,   on  se  sert  de  la  valeur  y= — - — ; 

2s  —  ax  équivaut  k    2*  — («±\/s* — abj/j. 

Les  deux  valeurs  ;c  et  y  nous  font  voir  par  leur  compu- 
ntion  qu'elles  résultent  de  deux  équations  symétriques;  en  elkt,  on 
àunùt  les  mËmeséquetiODS  là  l'on  permutait  a  et  (.  x  et  y; 
par  conséquent  la  valeur  de  X,  peut  se  déduire  de  cdle  de  g 
oucdie  de  ^  an  moyen  de  la  valeur  de  s;  en  Usant  ces  per- 
mutations dans  les  formules. 
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Ce  problème  peut  admettre  deux  sololiona  direotM,  car  f  est 

positif  et  plus  grand  vide  m  ment  que  /»*  —  abp  ;  TOtSs  il  faut 
en  outre  que  ces  valeurs  soient  réelles,  ce  qui  exige  que  i*  soit 
égal  ou  plus  grand  que  abp. 

Dans  l'hypothÈse  particulière  de  n  =  i  et  i  =  1 
on  trouve  x  =  sdi^s' — p  et  i/  =  s::fi\V — p, 
les  valeurs  de  x  sont  les  mËmcs  que  celles  de  y  prises  dans 
UD  ordre  inverse  et  réciproquement  ;  d'où  l'on  voit  encore  plus 
clairement,  comme  au  n°  378,  que  les  inconnues  enlralent  de  la 
ni£nie  manière  dans  les  équations  et  dans  ce  dernier  cas  lant  ('■n- 
guiéler  des  ew^imU,  c'eat-i-dire  sans  les  permuter;  car  il  fout 
observer  que  la  symétrie  des  deux  équations  du  problàme  n'existe 
pas,  si  l'on  nepermute  pas  aussi  les  coefficients.  Or,  dans  notre  der- 
nière hypothèse,  le  problème  consiste  à  trouver  deux  nombres  dont 
\-i  somme  soit  2ï  et  le  produit  soit  p,  ce  qui  nous  ramène  tu 
jiroblème  I  (n"  STS.) 

Si  la  question  contenait  plus  <Ic  deux  inconnues,  on  se 
servirait  des  niâmes  principes;  ainsi 

Problème  11.  Soit  proposé  de  trouver  quatre  nombres  en  propor- 
lion,  connaissant  la  somme  28  des  extrêmes,  la  somme  2s'  des 
moyens  et  la  soTome  4c'  des  carrés  de  ces  nombre*. 

Soient  u,  X,  y  et  s  les  quatre  termes  incomiuB  de  ta 
proportion. 

Les  deux  premières  données  et  la  propriété  fondamentalfl  des 
proportions  nous  donneront  les  trois  équations 

u-\-i  =  'îs,      x  +  y  =  2f',      ui  =  xy 
et  la  froiriëme  donnée  de  la  question  nous  roumira  la  quatrième 
équation  a' -f  a:' +  y' + 1*  =  4c*. 

Le  procédé  ordinaire  pour  obtenir  la  valeur  de  ces  inconnues 
est  de  prendre  la  valeur  d'une  de  ces  inconnues  dans  une  des  équa- 
tions et  de  la  substituer  dans  une  autre  et  ainsi  de  suite  ;  mais 
l'emploi  de  cette  mélhode  dans  ce  problème  présenterait  quelques 
diUicultés  que  l'on  peut  éviter  en  opérant  comme  il  va  être  ex- 
pliqué. 

Nous  remarquerons  que  nous  avons  les  sommes  de  ces  qua^K 
tités  prises  deux  à  deux  et  différentes,  si  donc  leur  produit  était 
connu  leurs  valeurs  seraient  trouvées  (n*'  278). 


ASâ  ËLËUBIfTS  d'aI 

Or,  le  produit  de  u  par  s  est  égal  h  cdni  da  r  jpar  y; 
raÏBOBDODS  coaunB  li  ces  prodiiila  étaient  connus,  nous  aurou 

d'une  part    {     '  et  d'autre  part    I  ' 

Le  premier  sjstëme  nous  donae  (tT  ttS,  conll.)  les  parties  aé- 
cessaires  pour  coDstniire  ooe  éqiulion  dd  second  àe^  'dont  I«t 
rvdnes  seraiml 

ti=(-{- ^^—ay   flt  zssi—^i^—xy, 
OKDmeoaa  vn&*S84,  sooL  m. 

Et  le  seoond  système  doone 

les  quatre  inconmies  cesseraient  dooo  de  l'Aie  si  le  produit  xjf 
ou  son  égal  ta  était  connu. 

Or,  eu  substituant  les  valeurs  de  ces  iacomnei  dajw  li  qnt- 
tnème  équation,  on  obtient 

en  déreloppant,  c'estrà-dire  effectuant  les  oaleuh  mditpiés,  pots 

réduisant,  il  vient 

4ï'+4s''  —  ixff  =  ic',    d'où       =    +  s"  —  c*. 
Maintenant  si  l'on  reporte  celte  valeur  de        ou   tu  dam 
les  expressions  des  valeurs  des  quatre  inconnues,  il  vient 

Onpeutvoir,  eneffet,  que  les  quafrenombres  u,  x,  y  et  s 
«MatitMDt  daoa  eet  ordre  les  quatoe  termes  d'une  praportion, 

MTM  s     

+  (i  — V?nZ7i)  =  j«  — e»4./i 

puisque  les  seconds  membres  soni  égaux,  cela  prouve  bien  fin 
jus=xy,  et  l'onsait  que  lorsque  le  produit  de  deux  nomlires  est 
égal  au  produit  de  deux  autres^  ib  forment  les  quates  tem» 
d'une  proportion. 


Digitizedby  Co 


OHAPITBB  T.  A86 
Nota.  On  ae  sert  ordinairement,  dans  des  ciiconatances  sem- 
blables, d'une  inconnue  appelée  auxiliaire;  ainsi  en  désignant 
par   p    cette  inconnue,  on  aurait  fait    uz  =  p,    xy=p,  et 
l'on  aurait  raisonné  sur  p  coninie  sur  une  quantité  connue. 

Nous  dirons  aussi  que  l'on  représente  une  quantité  par  3s  ou 
par  ic',  etc.,  quand  on  sait  que  la  suite  des  cnlculs  conduite 
prendre  la  moitié  de  ce  nombre  îs,  parce  que  cela  évite  les 
fractions;  il  en  est  de  mâme  poar  ici'  qui  éviterait  un  radical,  d 
l'an  devait  en  prendre  la  radoe  earrée,  et  Ici  l'on  voit  que  le  coef- 
ficient 4  sons  a  pettnis  aussi  d'obtenb*  «y  Sans  déucHidita* 
tcur.  Quant  h  l'exposant  3  de  c  son  utilité,  dans  une  autre 
circonstance,  serait  encore  visible,  car  le  radical  contiendrait  aloM 
sinon  un  carré,  du  moins  la  différence  de  deux  catrés,  ce  qiH 
peut  servir. 

Autre  fbocédé.  On  aurait  pu  éviter  l'emploi  d'une  inconme 
auxiliaire,  comme  nous  l'avons  fait  indirectement,  mais  cela 
exige  un  peu  d'habitude  du  calcul  algébrique. 

Nous  connusuoDs  donc  la  somme  u^z  d'une  part,  et  la 
•omme  s-j-y  d'aiUre  parti  il  n'y  avait  d'inconnu  que  Is  pro- 
duit xy  ou  uz. 

Or,  en  examinant  les  quatre  équations  données  par  l'énoncé,  on 
peut  voir  que  si  l'on  élève  au  carré  les  deux  premières,  on  obtien- 
dra un  résultat  qui  contiendra  la  somme  -\- z' x' -\- y'  des 
carrés  des  quatre  termes  inconnus,  et  d'un  autre  côté  que  ce 
résultat  contiendra  aussi  les  produits  de  u  par  s  eldc  x  par  y  ; 
celte  remarque  montre  encore  que  si  l'on  relrancbe  de  ces  équa- 
tions additionnées  membre  h  membre  la  quatrième  équation ,  on 
éliminera  les  quatre  carrés  ci-dessus,  et  qu'il  ne  restera  dans 
le  premira  membre  qu'un  t«me  eo  fonction  de  xg,  puisqne 
tix=^yx,  et  l'on  aura 

\xij  =  As'  +  is"  —  4t-    ou    XI/  =  h:  —  s'  -\-  s''  —  e', 

comme  nous  l'avions  trouvé,  mais  ici  beaucoup  plus  simplement. 
Pour  avoir  les  inconnues  x,  y,  u  et  z,  il  ne  s'agit  plus  que 

d'établir  les  équations 

X'— fcX  +  ti'  +  s"'— c')=0     qui  donna  w  et  s, 
X*— 2«'X +  — c'):=0    qui  donne  jc  et  y.  " 

(VbirScou>IlI>n*381,) 


AS6  ÉLÉMENTS  d'algèbre, 

Fmbiàxb  IU.  Déterminer  deux  nombres  dont  m  COiutatt  la  tomme 
da  earrfs  aàui  gîte  le  pivduit. 

On  donne  x'-\~y'=a   et   xy  =  b; 

la  question  serait  résolue  si  l'on  connaîssût  la  Talenr  de  X-\-y, 
car  on  pourrait  établir  une  éqnatio»  qui  donnerait  les  valeurs  des 
inconnues  (n°  205,  Corol.). 

Or  ce  qui  manque  à  ic'+y'  pour  être  un  carré  dont  on 
puisse  prendre  la  racine,  c'est  le  terme   ixy    (n°  57). 

Mais  nous  avons  xy  =  b;  si  donc  nous  multiplions  la  seconde 
équation  donnée  par  1,  nous  aurons  'ixy='ib,  el  si  nous 
tijontons  membre  à  membre  celle  équation  à  la  première*  il  vient 

Puis,  prenant  la  racine  des  deux  membres,  on  b 

Ualntenant  que  nous  conmisscms  b  somme  et  le  jHodnit  des 
deux  inoonnues,  nous  pouvons  établir  l'équation 

X'q:Xi/M^  +  6  =  0,  H 

et  puisque  les  velenrs  de  X  sont  celles  qui  doivent  donner  «  et 
y,  il  en  résulte  que  l'on  a 


C 


en  ayant  soin  de  prendre  les  signes  supérieurs  ensemble  et  les 
signes  inférieurs  aussi  ensemble. 
En  efli^i  U  fout  obuner  que  dans  la  Tohnols  A  U  valeur  de  x 
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se  décompose  véritablement  en  quatre  valeurs  déterminées  par  la 
combinaison  des  doubles  signes;  cependant  il  ne  faut  pas  en  con- 
clure qu'une  équationdu  second  degré  puisse  avoir  quatre  racines, 
mais  seulement  que  la  formule  A  donne  les  quatre  valeurs  que 
donneraient  lea  deux  équations  distinctes 

X'— v'ï+26xX  +  é=0  D 

X'+ v^  +  2ÏxX+*  =  0  G 

auxquelles  l'équation  H  est  équivalente.  On  comprend  que  l'é- 
quation du  second  degré  ayant  toujours  deux  racines  en  ronction 
de  ses  coefficients,  si  ces  coi^fficients  ou  un  de  ces  eot/fidfnts  ont  une 
valeur  double,  chaque  racine  aura  alors  une  valeur  double,  cl  c'est 
ce  qui  arrive  ici  à  cause  de  la  somme  x-^-y  qui  a  deux  valeurs 

Nous  savons  en  outre  que  lorsqu'une  équation  doit  donner  les 
valeurs  de  deux  inconnues,  a  l'on  prend  pour  x  la  première  des 
valeurs,  la  seconde  sera  celle  de  y  (n*  278];  or,  id  pour  inter- 
préter oonvaaablement  les  quatre  valeurs  qne  l'va  trouve  par  la 
fimsule  A,  il  font  avoir  recours  am  équations  D  et  G  qui 
fournissent  chucune  les  valeurs  de  a;  et  de  y  pour  une  seule 
valeur  de  z  -)-  y,  et  alors  on  doit  considérer  que  pour 


formule  résultant  de  l'équalion  D, 

la  valeur  de  x  étant  donnée  par  la  première  valeur  du  second 
membre,  celle  de  y  est  alws  donnée  par  la  seconde  vairtir. 

\/r+IÏ±  v^a  — 2i 


De  même  si  l'on  prend  ensuite   X  = 

la  première  valeur  étant  celle  de  x,  la  seconde  sera  celle  de  y; 
si  donc  au  lieu  de  considérer  les  deux  valeurs  de  x  et  de  y, 
que  l'on  peut  déduire  de  la  formule  A,  nous  réunissons  les  va- 
leurs de  X  ensemble  et  les  valeurs  de  y  ensemble,  on  deira 
les  écrire  sous  la  forme  B  et  C,  en  les  interprétant  comme 
nons  l'avons  dit. 

Nou.  Ce  problème  pouvait  6tre  résolu  de  bien  des  manières, 
dn«,  en  prenant  la  valeur  de  y  au  moyen  de  la  seconde  équa- 
tion el  la  substituant  dans  la  première,  on  aurait  éliminé  cette  in- 
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Ou  bien  remarquant  que  ^'y'  serait  le  produit  des  deux  quan- 
tités x*  -\-y'  dont  nous  connaissons  la  somme,  on  aurait  obtenu 
focllemeot  =  5'  ;  alors  do  cette  équation  et  de  la  première 
ic*  4-  s'  =  i>  nous  aurions  [n'  265)  formé  une  équation  du  se- 
cond degré  dont  les  racines  auraient  élé  les  valeurs  de  x'  et 
de  y',  et  prenant  ensuite  les  racines  carrées  de  ces  valeurs,  le 
problème  aurait  été  résolu;  mais  les  calculs  que  cela  néoessitâ  exi- 
gent un  peu  d'attention  pour  faire  voir  lldôitilé  de  ces  lésaltsU 
avec  ceux  obtenus  par  le  premier  procédé. 

Enfln,  au  lieu  de  se  servir  du  produit  et  de  la  somme  des  deux 
inconnues,  on  pouvait  employer  leur  somme  et  leur  différence. 

Nous  avons  vu  comment  de  a;'  +  y'  —  i  on  pouvait  déduire 
la  valeur  de  x  +  y;  ainsi,  pour  avoir  la  différence  x  —  y,  il 
suffira  de  retrancber  d^  l'équation  ci-dessus  le  double  de  la  se- 
conde xjf  =  b,  car  on  aura 

—  ixjf  -J-  îj*  =  a — S6,  et  prenant  la  racine  i^Çil, 

btramneait  x+y^^VM-^' 

Par  conséquent,  on  peut  connattre  x  A  y  (n*  iS6). 
Pour  plus  de  clarté,  supposons  que  la  s<Hnm»  n'ait  qu'une  va- 
Iqut  4"  v'^  +       ^  QKe  l(t  difli^rence  n'dt  aussi  qu'une  v«> 

leur  4-  </â^^,  (M  aura  i  =  ^"^^^  -f 

Va  +  2ii      \u  —  26 
et  y=^^  ^ 

Pnrfflitnaptledçub^ugueauxvaleurs  de  x-^y  etde  x—y, 
QD  Hurti  HM  Q^vqlla  valeur  de  «  qui  sera 


fltunflVfileiirde  y  qniseFa 
Par  Ik  on  voH  daireœent  qu'en  râuniBsant  dans  une  même  lue- 


\/(!  +  2i      y  —  -ili 
9         '         »  • 
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mule  les  deux  valeurs  x,  et  dans  une  autre  les  deux  vsleun 
de  y,  on  obtiendra  les  mêmes  ndems  I!  et  C  trouvées  pré- 
cédemment et  prises  commi:  il  a  été  expliqué. 

pROBLbrelV.  La  tomme  de  deux  nombres  est  a,  la  somme  de 
Iturt  quatrièmes  puùtanet»  eif  b.  On  demanàt  guit»  Mtf  Ç*t 
nombres, 

SfmA  «  et  y  MB  nombres, 
nous  avons       i  -|-  y  =  a   et   x*     1/  =  b. 

Si,  pour  obtenir  x,  nous  prenons  la  valeur  de  y  dans  la 
première  équation  pour  la  substituer  dans  l'autre,  cette  Talent 
y  =  a  —  X  élevée  à  la  quatrième  puissance  et  mite  à  la  place  de 
y',  nous  donnf^ra  une  équation  complète  du  quatrième  degré 
en  X,  que  nous  ne  savons  résoudre. 

Nous  remarquerons  alors  que  si  l'on  élève  à  la  quatrième  puis- 
lance  let  dem  membre*  de  la  première  équation,  on  obtiendra 
dans  ce  rëuiltat  le«  deux  termes  x*  et  y',  que  noua  pourrons 
nmplacer  par  b,  c'est-à-direque  l'on  s'en  débarrassemeDsOHfir 
trayant  la  seconde  équation  de  la  première  ainsi  transformée,  ce 
^noUB  permettra  peut-être  d'obtenir  une  solution. 

La  quatrième  puissance  de  la  première  équation  est 

aï* 6ic'y'  +  ixy'  +  y'  =a'        qiri  se  réduit 

après  la  soustraction  de  la  seconde. 
Haîntenant  si  nous  mettons  cette  équation  sous  la  forme 

a:y(fa»  +  6x3+ *y*)= e*  —b,  A 

nous  poumms  lemphcer  lea  teniKB  ix*  et  ^  par  une 
expression  eonlatant  des  tneomma  avec  des  eommes,  ce  qai  est 
DU  avantage  ;  en  «flbt,  n  l'on  Cait  le  carré  de  la  prendère  équatioUf 
il  viait  x'-{-t^=ia* — Ity,  d'où  l'on  tire  4<E'*t-4y*=4a* — &xy, 
qui  permet  de  remplacer  I^quation  A  par 

Vf,  co«lii4émt  a^jf*  çomme  une  seule  iocoupue  au  secmd 


£&0 
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en  observant  que  c 

Connaissant  ar-{-y  et  xy,  nous  aurons  ces  inconnues  au 
moyen  de  l'équation    X' — oX+o*±  ^|(fl'  +  6)=0 

qui  donne  X^^iy/^-a'zFy/lla'+t). 


Si  l'on  prend  le  signe  —  devant  le  radical  +  *)< 

on  ne  trouve  évidemment  que  des  valeurs  imaginaires;  r  l'on 
prend  le  signe  inférieur  -|-,  la  nature  des  racines  dépendra  des 
valeurs  de  a  et  de  è   qui  devront,  pour  donner  des  valeurs 

réelles  pour  X,   être  telles  que  soit  au  moins  égal 


Les  valeurs  de  X  sont  celles  de  x  et  y.  (l'oiV  plus  bas.) 

Scom.  Ce  problème  pouvait  être  résolu  au  moyen  d'une  in- 
connue auxiliaire. 

Ainsi  l'on  aurait  pu  poser  xy^x.  • 

Alors  connaissant  x+y=a  et  «ir=2  (i  étant  supposée 
connue  pour  le  moment),  ou  aurait  trouvé  que  x  tX  y  étaient 
les  racines  d'une  équation  telle  que 

X* — oX+î=0     qui  donne    x=  -  + 


En  Eubslttuant  les  quatrièmes  puissances  de  ces  valeurs  de  x 
et  de   y   dans  la  seconde  équation  à  la  place  de        et  de 
on  retrouve  la  même  équaUon   — ia'x -{- 3i*  =  A — i*   qui  re- 
vient à  xy(4a*— 2zf)=a*  — en  changeant  les  signet  et  rem- 
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plaçant  xy  par  i;  il  ne  reste  plus  qu'à  contiDuer  comme  oq 
l'a  vu. 

Autre  pbocbdb.  On  aurait  pu,  comme  dans  Ip  problème  précé- 
deot,  chercher  la  différence  des  deux  quantilés,  puisque  leur 
gomme  étant  couniie,  le  problème  aurait  été  résolu. 

Vais  cette  différence  ne  pouvant  se  déduire  des  données,  od  a 
lecoars  à  ime  inconane  auiiliairo  sur  laquelle  on  opère  comme  si 
die  étût  oonane;  on  a  alors  X'i-y=a  et  x—y=s,  d'ob 

(w*  iS6)  on  tire    «=~^   et  y=^^. 

La  ButnUtntion  des  quatrièmes  puissances  de  ces  valenis  dans 
la  seconde  équation  du  problème  amène,  après  réduction  et  dispa- 
rititm  dn  dénominateur,  l'équation 

qui  est  du  quatrième  degré,  mais  rentre  dans  la  classe  de  celles 

que  nous  savons  résoudre  (n'379)  et  qui  donne 


11  y  a  plusieurs  observations  )i  faire  : 

D'abord  ces  formules  sont  les  mâmes  que  celles  fournies  par  ta 
formule  F  ;  car  ici  le  terme  radical  équivaut,  abstraction  faita 
de  tout  signe  le  précédant,  à 


Alors  il  est  visible  que  le  terme  radical  renfermé  dons  le 
grand  nidieal  équivaut  è  et  dans  la  formule  F  on 

peut  remplacer  -j  —  o'    par  ■ — 
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ScouE.  Ca  problème  nous  nionlra  que  par  certaiss  artilicaB  de 
calcul,  OD  peut  remeaer  b  des  équations  du  second  degré  ou  à  d« 
équations  triaAmes,  dea  questions  qni  par  les  procMte  ordinanes 
conduiraient  à  des  équations  du  quatrième  dtgré  que  nous  ne  ia> 

vons  résoudre  en  ce  moment.  [  V.  n*  334.) 

On  peut  égaleroenl  dans  certains  cas  abaisser  le  degré  de  l'é- 
quation iiiiale,  ce  qui  est  un  grand  point,  puisque  généralement 
on  se  contente  d'nue  valeur  de  l'inconDue  OU  d'w)  gjstème 
valeur  des  inconnues. 

Ainsi,  dans  l'hypolbèse  <A  une  question  anraR  condolt  aux 
équations  suivantes  : 

ix*  —  3x>j—^!/+''^=0  et  9Ty— lbj+a;»4.y+l=0; 

On  éviterait  l'équation  du  troisième  degré  qui  résulterait  de  la 
substitution  de  la  valeur  de  y  prise  dans  l'une  ou  l'autre  éqaa- 
tion,  en  multiplient  la  première  pRr  3,  la  seconde  par  3  et 
les  additionnant  ensuite,  car  il  viendrait 

11*"— ««+36=0 
dont  une  des  radnea  est  x=3  qui  donn^  Ta- 

cilement  y =5, 

286.  On  a  vu  (n*171)  qu'une  formule  pouvait  être  la  réponse 
à  plusieurs  questions  différentes,  c'est-à-dire  qu'une  équaUon 
était  quelquefois  la  même  pour  diverses  queslions,  it  en  est  de 
même  lorsque  ces  questions  conduisent  à  des  équations  du  second 
degré;  cela  se  comprend  d'après  ce  qui  a  élô  dit  n*î75,  puisque 
l'algèbre  se  borne  à  exprimer  des  relations  sans  spécifier  l'énoncé; 
par  réciproque  une  équation  peut  aussi  qnelquefds  être  traduite 
de  plusieurs  manières  en  langage  ordinaire  (n**  CT3  et  S78}.  En 
voici  une  nouvelle  preuve. 

PnoBLin  V.  Partager  une  ligne  iomie  ou  vn  rmiArt  damé  a  - 
en  dtux  parties  telle»  que  lté  carréi  de  cet  partie*  tinaU  entre  em 
comme   n  ti(  9  funili. 

X  étantune  des  parties,  l'autre  sera  a — x, 
par  conséquent,  d'après  l'énoncé,  on  doit  avoir 
a» 

:  (a — «)•  ::  m;  1     oo  7—. — ^  ^n. 

(a— ai)» 
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En  développant  cette  équalion  pour  la  ramener  à  la  forme 
-|-     -|-  5  =  0  ou  g'     px  —  q,  ûii  obtient  successivement 

X*  =  in(a' — iax  -\-  x*),        —  mx'  +  îamx  =  ma', 

,           ,          .  ,  iamx  ma* 
li—myr  +  3amx=mtr,        puis       je'-!--:  =  ■. 

d'oil 


 '^.^<  r^  ^.p^' 

|„m    V  (1-"')'     i-"*       i-m-  V 


en  faisaot  gorttr  du  radical  le  facteiiF  a*; 
donc 

— am±a\[m  aq=a^  o(*^^) 

X  =  — —  1—    et    a  —  x  =  —  =  — ;  . 

1  —  m  )  —m         i  —  m 

Telles  sont  les  parties  de  a  que  l'on  peut  vérifier;  on  voit  qu'il 
y  a.  Aeax  valeurs  de  x  et  deun  valeurs  de  a — x. 

Nous  allons  résoudre  ce  problème  d'uQO  antre  manière,  parce 
qu'il  se  présentera  des  transformations  utiles  à  connaître. 

1^  çjljbt,  dç  rjquafioii  |— --^^  «>  y  n«l!t  w  pienant  la 
NOilsdea  danx.membres 

d'où        s=±a/rïf^x>/m        ou        x±X'Jm  =  ±a<i/m 

ou  .  {l±^a!  =  ±a^ 

etenfin  a;  =  "^''^.  A. 

Nous  commencerons  par  observer  que  les  valeurs  données  par 
cette  formule  ne  cootiennent  qu'un  terme  dans  le  numérateur, 
tandis  que  par  le  premier  procédé  il  y  en  avait  deux;  il  nous  faut 
donc  prouver  que  ces  valeurs  sont  ^ales;  or  on  peut  remplacer  ta 
formule  _ 

x=s~^^^^      P"      *  =  ^  r- 
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car  ^.}/m  =  (<i/mf,  et  le  dénominateur  pouvant  être  regardé 
comme  la  différence  de  deux  carrés  (a*  68),  la  formule  d-dessus 
devMiidra  alors 

en  mettant  dans  le  nnmârateur  le  facteur         en  éridenee. 

SI  l'on  prend  la  valeur  de  x  avec  le  signe  supérÏRur, 
on  a  une  valeur  divisible  par    1  —  y/m,    car  évidemment 

— 7=  =  — ~ — =  —  ^>         conséquent  on  peut  sup- 

primer  ce  facteur  en  le  remplaçant  par  —  1  et  il  reste 

Si  dans  la  formule  B  on  prend  le  signe  inférieur,  on  a  une 
seconde  valeur  de  x  divisible  par  1  ~|-  v'^'"'  et  iIrsBte 

Ainsi  les  valenx  trouvées  par  les  deox  procédés  sont  Irîen  iden- 
tiques, car  il  en  serait  de  même  pour  les  valeurs  de  a  —  x  que 
l'on  déduirait  de  la  formule  A;  on  voit  en  même  temps  que 
dans  cette  formule  on  ne  doit  prendre  que  le  signe  supérieur 
dans  le  numérateur  avec  le  signe  supéiieur  dans  le  dénomina- 
tenr;  il  en  est  de  même  pour  les  signes  inférieurs,  comme  cela 

résulte  claîrement  de  l'équation  =dz</m    qui  équivaut 

à  età  .JL-=_v^. 

La  formule  A   nous  donne   a  —  : 


iB  reste  &  faire  Km  que  l'énoncé  da  {»vblëme  correspond 
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ï  celui  du  problème  des  lumières,  et  que  les  formules  de  l'un  con- 
viennent k  l'aulrc. 

En  effet  (n°  278,  PnoB.  7]  toute  la  question  con^stait  à  partager 
la  ligne  AB  =:  J  en  deux  parties  telles  que  leurs  cerréa  fussent 
dans  le  rapport  de  a  à  6  et  il  en  est  de  même  ici;  la  seule 
différence  consiste  en  ce  que  ce  rapport  est  exprimé  par  m:  i, 
mais  tout  rapport  peut  prendre  celle  forme  ;  il  sufilt  de  remplacer 
a   par  d   et  m   par    a,    pour  obtenir  U  formule 

_  d_-  (/jAJ  _  ±  v'^ 

qui  est  bien  la  m£mc  que  culledu  ii°  27S  et  donne  les  mûmes 
valeurs  de     x,     en  faisant  attention  que  la  seconde  valeur 

— '—t  qni  remplace  '  f  ,  équivaut  en  changeant 
i — Va — V* 

les  HgnflB,  &  remplace 
va — i 

L'énoncé  du  problème  des  lumières  serait  donc  ici  :  trouver  titr 

tme  droite  donnée  d  un  poittl  P  également  éclairé  par  deux 

lumièra  dont  les  inlemités  seraient  m  et  i. 

,     ,..  ^'        m        Id  —  x)'  1 

On  aurait  alors  1  equiilion  , ,   -  =  —  ou  — —!-=—, 

[(/  —  x]'      i  x"  m 

Nous  terminerons  en  disant  que  (n*  218]  on  pent  s'assurer  que 

ta  distance  d   est  partagée  en  parties  dont  les  carrés  sont  dans 

le  rapport  do  a  h  b,  car  on  a 


:a:b. 

SU?.  Lemhb.  Dans  une  fraclitm  ou  dans  une  quantité  entière,  on 
peut  changer  le  signe  d'un  ou  de  plusieurs  termet  tant  altérer 
la  valeur  de  cette  quantité,  pourvu  que  l'an  change  en  même  temps  le 
signedu  facteur  de  ce  terme  ou  de  ces  termes. 

N'oublions  pas  que  lorsqu'on  change  les  signes  de  tous  les  ternies 
d'une  fraclion,  on  change  la  valeur  de  chaque  terme,  mais  le  quo- 
tient ne  diange  pas,  parce  que  la  règle  des  signes  de  la  divîsioil 
rétablit  les  valeurs  dans  leur  état  printilif. 
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Soit  rfoM  a  +  6t*=c  noua  pourrons  remplseèr  ptr  ■•^l 
en  changeant  aussi  le  signe  de  son  facteur  \  (n*  11)  «t  almoii 
tara  a  — 6x— l=c  qui  est  égale  à  la  première  eipfwdon. 

âotfnKH'nlnumt  une  expression  lelle  que  aq[b-—e) 
on  peut  la  charger  évidemment  en  — aqie~li), 

&»/  mson   S— — ' 

Il  est  vIsiUe  que  cette  rraetiiHi  pourrait  âtre  simplifiée,  si  dans 
le  déuuminaleur,  «Huidéré  comme  un  seul  terme  composé  de 
deux  facteurs  principaux  a  —  h  et  ai  ^b^c — y(a — i), 
lefacteur  a— h  était  changé  en  h — a;  or  cela  se  peut, d'après 
la  règle  dus  signes  (n^  i9) ,  en  faisant  atlenlion  que  pour  changer  te» 
lignes  de  deux  facteurs,  il  faut,  s'ils  sont  polynômes,  changer  les 
signes  de  lous  les  leriiies. 

Nous  changerons  donc  n  — i  en  b — a  et  le  second  facteur 
en  — ad — b\c~q{a  —  li<,  en  observant  encore  que  nous  ne 
touchons  pas  aux  sigucs  des  quuntités  sous  le  radical,  car  ce  ra- 
dlcai  aveu  son  cocfiicienl  b  ne  fuit  qu'un  st:ul  ternie  [n'  11);  ces 
transformations  opérées,  îl  est  clair  que  l'on  pourra  supprimer  le 
facteur  commun  b — a,  et  qu'il  restera  l'expression 

  -   équivalente  à  la  proposéft  (*) 

— ad^bfjc — q[a — 6) 
A{His  ces  cbangemeots  de  «gne  et  suj^iumsioa  de  facteurs 

communs  le  résullat  dmt  être  le  même  que  si  l'oB  eSwtuut  les 

opérations  indiquées  dans  le  principe. 
„      .     „                 im— om  — ofa— 6)         ,  , 
De  raSme  1  expression    •        peut  eire  traïu- 

formée  de  manière  à  avoir  un  facteur  commoD  a — b  on  b—a, 
car  elle  équivaut  & 

{b~tt)mJrq[h~a)        .    —  iw[a— fi)— g(g— 6) 
-n[b-a)  S(5=ïî  - 


(*]  On  seisil  paTTBDu  au  mime  r^ullat  ou  1  un  téiallnt  équivalent,  cd  nb- 
tcrfanl  que  le  quoliantdedeui  taotean  mondaici  on  poljrnâuies  qui  ne  dllTè- 
lent  quH  par  la  signs  ipil  («teUa  lu  qaioUtéf  ait  tonliHin  égal  t  —  1 1  iiosl 
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Le  ehmgaaent  dt  ligne  ett  trèi^le  potir  reconnaître  l'idenliU 
de  deux  quantttéi. 

288.  Obsbsyjitioii.  Dans  la  résolulion  des  problèmes  compor- 
tant des  solutions  entières,  on  n'obtient  quelquefois  par  les  pro- 
ciidés  employés  que  des  solutions  approximatives  provenant,  soit 
d'une  ilivision  qui  ne  pouvait  se  faire  exactement,  soit  d'une  ex- 
traction de  racine  dans  le  même  cas;  11  est  alors  avanUgeux  dans 
certaines  circonslsnces  de  remplacer  l'expression  fraclionnaîre 
par  le  nombre  entier  supérieur  d'une  unité  k  la  partie  entière,  si, 
touteliob,  les  premières  décimales  sont  des  9. 

AiosI,  une  expresiîoR  telle  que  5,999  peut  être  remplacée 

tans  erreur  Importante  par  le  nombre  6,  pourvu  cependant  que 
la  qnanUté  n'sit  pas  II  subir,  par  la  suite,  des  opérations  qui  pour- 
raient amener  une  erreur  grave,  lorsque  réellement  la  valeur  frac- 
tionnaire trouvée  ne  doit  pas  devenir  égale  à  l'entier  sopérienr. 

Nous  rencontrerons  des  problèmes  oii  la  vraie  valeur  de  l'in- 
connue est  un  entier,  tandis  qu'on  ne  l'obtient  que  par  approxi- 
mation. (K.  n"  379.) 

289.  Problïke  VI.  frowtr  deux  nombres  tel»  que  la  diffirenee 
de  leurs  produilt  par  Itt  nombres  respectifs  -B  et  h  toit  égale 
à  un  nombre  dwmi  p  et  la  différence  de  leur»  carrét  toit 
égale  à  m  nomàire  q. 

Soient  x  et  y  les  nombres  cherchés. 

L'énoncé  donne  ax — bi/=p  et  a:' — y*=j. 

En  prenant  dans  la  première  équation  la  valeur  d'une  des  ia- 
connues,  celle  de  x,  par  exemple,  nous  aurons  celte  valeur 
«a-fimction  de  y,  màs  sans  radical,  et  substituant  cette  valant 


duri  la  satOBdréqnalion,  on  a 
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Ea  râduissDl  au  même  détioiiilQatcur  ce  qui  est  sous  le  radical, 
simpUtiact  le  numérateur  et  prenant  b  racine  carrée  du  dénomi- 
natcar,  il  vïeDt   

Le  numérateur,  après  réduction,  devient  Q*p' — o*ç(a' — 6"). 
Le  facteur  a*  étant  commun  aux  deux  termes,  on  a  pu  le  faire 
sortir  du  radical. 

Il  est  utile  aussi  de  noter  que  dans  la  réduction  au  même  déno- 
minateur, nous  n'avons  effectué  ta  multiplication  par  a* — que 
sur  le  terme  p*,  en  L'indiquant  seulement  sur  le  terme  tifq, 
pan»  que  cela  était  plus  avantageux  pour  nos  aimplifications.  Par 
le  même  motif,  l'élévation  au  carré  iJe  o* — b\  n'a  été  qu'indi- 
quée dans  le  dénominateur,  parce  que,  devant  en  prendre  en- 
suite la  racine,  il  était  inutile  d'effectuer  l'opération,  la  racine  s'ob- 
tenant  ensuite  par  la  simple  supprcssionderiudlcalion  du  carré. 

Uaintenant  si  l'on  reporte  notre  valeur  de  y  dans  la  valeur 
de  X  tirée  de  la  première  équation,  on  a 

è'p  ±nh\j II' — //  (n' — II') 
 „._/..  +P 


dans  le  numérateur  et  effectuant  la  division  par  a  sur  le  déno- 
minateur du  numérateur  (n'  139),  la  valeur  de   x  devient 

- ■^^-"^ ^ ^t_k'\'  "•"^•î  puiadiroaiiteiianitelMdeoxtMTiie» 


Le  terme  ttp  césulUnt  de  a'p  a  pu  être  mis  avant  le  toma 
radical,  parce  que  le  ^gne  ±  n'avait  pas  d'influence  sur  le 
terme  p  dans  la  formule  H. 

Nm»  avons  deux  valeurs  de  jf  et  deux  valeurs  de  a:  déter- 
minées par  l'éqntiioii  qui  a  donné  les  Taleon  de  y,  ce  qui  con- 
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Btitne  un  couple  de  systèmes  de  valeurs  (jni,  pour  être  prises  con- 
venablement, exigent  évidemment  que  l'on  prenne  les  signes 
inférieurs  ensemble.  (  Voir  n*  386.) 


La  discussion  k  laquelle  donne  lieo  ce  problème  est  assez  im- 
portante; nous  ne  nous  7  arrêterons  pas  :  le  problème  des  lu- 
mières (n*  278]  peut  renseigner  sur  la  marche  à  suivre;  nous 
examinerons  seulement  l'hypoIhËse  où  l'on  aurait  a=b. 

En  introduisant  cotte  supposition  dans  les  formules,  00  obtient  : 


Pour  le  premier  système 


lU  pour  le  second  système  on  a 


Le  premier  système  ne  convient  pas  au  problème  qui  n'admet 
pas  de  solutions  infînips,  et  indique  une  impossibilité;  quant  au 
second  qui  se  présente  sous  une  forme  indéterminée  et  semble 
en  conlradiclion  avec  le  premier  qui  exprime  en  quelque  sorte 
que  s'il  y  a  une  soluiion,  il  ne  peut  y  en  avoir  qu'une  donnée  par 
l'autre  système  ;  il  est  nécessuirc  d  eclaircir  ce  point  d'après  ce  qui 
a  été  dit  n°  191,  en  faisant  les  hypotbèses  a 
elle-même,  c'est-  è-dire  sur 

{o'_6')/-%J/=;''-<''ï 
alors  à  —ibpy=p''  —  a*q 

P*_a'g— P* 
^       îèp  lap 

Substituant  cfltte  valeur  de  y  dans  x  =  ^ILil£  =:  "^"^^ 
a  a 

a(«*g— f')  ,  _ 

il  vient    x=s  <-  =  \' 

a  iap 


d'où 


r  l'équatioQ 
qui  se  rëdnit 

àoausede  a=sb. 
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Ainsi  b  vraie  solution  est  donnée  par  cm  detnièm  valmn  ia 
y  et  lie  x.  Pour  qu'elle  Mit  direole,  it  but  que  chMone  des 
valeurs  soit  positite,  ce  qui  eoige  que  l'on  ait  û*f>p*  sut 
quoi  y    serait  négative. 

Elle  se  rétluîniit  h  r.éro  pnur  l'hypolbise  ou  peut 

prendre  des  exempli^s  lumitii'iqiK's  pour  vérilter. 

ConoLLiiHE.  Pui^qiif^  le  st'rniii)  «ysttïme  de  valeurs  indéterminées 
s'est  changé  en  un  syslome  détomiiné,  il  faut  alors  que  l'indéter- 
mination apparente  ail  été  produite  dans  les  formules  par  un  fac- 
teur commun  {ci'  19t).     (  Voir  n*  444.) 

Cherchons  eu  faettiur  on  cuii^idénint  le  système  qui  dans  les 
formules  I)  ol  II  ^i'.  ji: li^crilc  suiis  une  forme  indéterminée 
danslasup|>..sUiu.i  n='>. 

Si,  pour  faire  djs|iarailre  lo  radical  duns  le  numéraleur,  on 
inaUiplie(n»îl9)  U2"Viile<irde  T  par  — ap^bi/p'—g(a* — A") 
ou  obtient 

(□'—/(')  XI— a/>  —  Il  \ /  — j[o'— i')' 

En  réunissani  dans  le  numéraleur  W.s  termes  en  et  changeant 
Les  signes  du  twine  —lt^q(a*~ù')  (a'  287),  puis  en  cbugeant 
4DBÛ  dnDS  to  (Uooniiiuteur  les  lignes  dea  deux  bcleun.  il  viett 


Si  l'on  supprime  maintenaDt  le  racleuf  commun  6*— a*,  il 
reste   ^  +^  ?     —  qui  se réduit» 

"  valeur  de  x   pour  a=ft. 
'îap 

On  ferait  voir  de  même  que  dans  celte  hypothèse,  on  a 

y=5?  ^"""^^'^  multiplier  les  deux  termesde 

la  seconde  valeur  de   j/    par    —é/i— a  Vf**— ?("'—*') 
d'effectuer  les  opérations  analogues  il  celles  que  nous  avons  faites 
ci-dessus  pour  x. 
KvTA.  Ce  focteur  commun      — existe  paiement  dans  le 
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numératenr  et  le  dénominateur  des  valeurs  de  x  de  y  du 
premiei'  système,  on  le  fLiuiL  apparallre  ea  les  multipliant  respec- 
tivement par 

—  ap+èV?'— îla'  — 4')  et  —  fip  +  a  \/p' — j  [o'  —  6»), 
puis  disant    Qr=£    on  trouverait  que    x   et   y   soat  toutes 

û'rt  _|_  h'  2<ip 

deoi  égales  à  — '-^    ■      symbolede  l'infïni  comme 

On  aurait  pu  rendre  raliontiel  le  numérateur  en  employant  un 
autre  facteur,  ainsi  l'on  aurait  multipiiâ  les  deux  termes  ds  lsH> 
conde  valeur  de  a;   par    ap-\-b\lp' — 5(0' — i'). 

CALCUL  DE  LA  VALEUR  NUMÉRIQUE  DES  RACINES  DE  L'É- 
QUATIOS  ai'+ii  +  c=0  LORSQUE  L'UN  DES  COEFFI- 
CIENTS a  CD  c  EST  TBËS-PETIT  EN  VALEUR  ABSOLUS. 


990.  Lorsque  le  coefficient  du  [vemier  ou  du  dernier  tenus  est 
très  petit,  on  peut  obtenir  les  racines  appnxhia  des  équations 
qni  n'en  ont  pas  à'exacte*. 

Supposons  d'abord  que  dans  l'équation  ox* ■\-bX'\-e  =  (i 
le  coefficient  e  soit  très-pelilen  valeur  absolue  par  rapport  aux 
deux  autres  a  et  b,  et  afin  de  ne  point  avoir  de  racines  irna~ 
ginaires,  supposons  jiussi  que  la  quantité  —  ioc  soit  plus 
grande  que  zéro  ou  au  moins  égaie  il  zéro;  il  en  résulte  que  le 

produit  des  ratines  étant  éyal  à     -    [n°  2tj3),  sera  très-petit  en 

valeur  absolue  et  l'une  des  racines  sera  Irès-pelile  en  valeur 
absolue,  eu  il  n'y  &que  la  produit  d'une  Action  par  une  fraction 
au  d'un  entiar  pai  nne  fraotloa  qni  puisse  donner  an  lésultat  très- 
petit  en  valeur  absolue. 

Quant  à  l'autre  ratùne  elle  différera  très-peu  de  — ^> 
puisque  la  somme  des  radoes  est  égale  à  —  ~ ,  et  l'on  com- 
prend que  si  la  valeur  absolue  de  c  lend  vers  zéro,  le  produit 
des  racines  tendra  aussi  vers  zéro;  la  plus  petite  racine  s'appro- 
cbera  donc  de  zéro,  taudis  que  la  plus  grande  s'approchera 
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:  S  mniatenanl  et  au  cimlraire  nous  supposons  a  très-petit  en 
mleursbtolue  par  rapport  à  b  c,  le  produit  des  racines 
sera  très-grand  en  vUeur  alxoli»,  l'une  des  racines  sera  également 
très-grande  et  l'aolre  s'a^rocbara  d'autant  plus  de  —  ^  que  a 

sera  trbs-petit,  ce  qm,  sans  entrer  dans  tons  les  détails,  se  comprend 
fedlcment  en  réfléchissant  qoe  lorsque  a  tend  vers  zéro,  l'équa- 
tion du  sticond  degré  tend  elle-même  !i  se  changer  en  une  équa- 
tion du  premier  degré  bx-\-c  =  0  qui  donne  x  =  —  -^  va- 
leur de  celte  seconde  racine  dont  nous  parlions  ;  la  première  de\-ient 
alors  infinie  et  disparaît  avec  l'équation  du  second  degré. 

291.  Voici  maintenant  comment  on  peutt  dans  l'équation 
oz* -j- &c -{- c  =  0,  calculer  la  valeur  de  la  plus  petite  racine 
lorsque  l'on  suppose  e  très-petit  par  rappcurt  à  a  et 

Nous  naettnHU  l'équaUon  sous  la  forme 


A 


Par  notre  hypothèse,  il  résulte  que  ^  est  une  quantité  très- 
petite,  et  quant  au  cocfBcient    -,    il  ne  peut  être  très-grand, 

car  c  étant  très-.petit  par  rapport  à  a  et  on  ne  doit  pas  sup- 
poser a  lrès>petit  par  rapport  è  b;  par  conséquent  le  quotient 

ne  peut  £Ira  Iriis-grand  en  valeur  absolue  ;  le  terme    ^  x*  sert 

donc  toujours  très-petit  relativement  à  x,  car  nous  considérons 
la  valeur  la  plus  petite  da  x  qui  n'est  qu'une  fraction;  or  i'  est 

une  fraction  encore  plus  peUle,  et  le  rapport  de    ^x*  à  x 

est  une  quantité  irÈs-pdile    ^  x,    c'est*  dire  que  le  terme 

g  2*    est  une  fraction  de  x,  et  alors  si  l'on  néglige  ce  terme, 

on  aura  une  valeur  approchée  de  x  qui  sera 
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En  remplaçant  dans  le  second  membre  de  l'éqnalion  A  le  ùc- 


précédente. 

Pour  nne  approximation  plus  grande,  on  substilucrait  le  carré 
de  celle  valeur  à  Ib  plaoe  de  dans  A,  mais  (mUnairemeot 
une  seule  substitution  suffit. 

Ce  procédé  porte  le  nom  de  méthode  des  approxanatiim  suent- 
tâet. 

Passons  à  l'hjpotfièse  ob  le  coefDcient  a  est  très-petit  ea  va- 
leur absolue  par  rapport  aux  deux  autres;  d'après  ce  que  nous 
avons  dit  n*  ^0,  l'une  des  radues  sera  très-grande  en  valeur  ab- 
solue, tandis  que  l'autre  s'approchera  d'autant  plus  de    —  ^ 

que  a  sera  petit,  et  l'on  pourra  mois  facilémeot  une  approxi- 
maiion  de  cette  donière  radne- 
Hettons  toujours  Téquation  sons  la  forme 


a  étant  une  quantité  très-petite,  le  coeHIcient  —  -  a  une 
valeur  très-petite  positive  ou  négative,  ce  qui  Tait  que  le  terms- 
— -z*  est  très-petit  relativeinent  à  x,  car   ^  estunefrao» 

tion  très-petite  et  le  rapport  de  — k  m  est  — on 

une  fraction  de  x. 
Donc  si  l'on  néglige  le  terme  — tx*,    on  aura  une  valeur 


e>b  ne  peut  être  très-grande  en  valenr  absolue;  en  elfet  ce  se- 
nul  supposer  aussi  le  coeffident  b  Irès-pelit  par  rapport  à  e, 
te  que  nons  ne  snpposons  pas,  car  cela  empéoberait  d'appliquer 
le  procédé. 


qtprocbée  qui  sera  z  ; 


I  m  lemiii  —-^ar,  vu  aura  une  vaieur 
:  =  —  I    et  qui  même  dans  l'bjpothèse 


hbi  ÉLfiUENTS  d'aIGBBRE. 

Pour  avoir  une  valeur  ping  approchée,  on  remplacerait  x*  par 

{~  iy,  01  l'on  .ur.il  x  =  -î-^. 

AiruunOMS.  6oit  l'équation  oOOx'  -\-  500a;  —  ^  =s:0. 

On  peut,  ù  l'on  veut  ramener  cette  équation  Ik  la  forme 

x'+x-  t-  =  o. 

^  1000 

Sfnis  line  forme  comme  sons  l'autre,  on  voit  que  le  terme  connu 
est  très-petit  par  rapport  aux  autres  coef6cients;  l'une  des  racines 
sers  donc  très-petite  en  valear  absolue;  pour  la  calculer,  nous 


icrirons 


Donc,  en  négligeant  x*,  qui  doit  titre  très-petit,  m  aura  pour 

valeur  approchée  ^^'J^^'  valeur  trop  Torte  évidemment. 

Hais  en  remplaçant  x'  par  le  carré  de  la  valeur  approchée 
de  X,  on  aura 

__4  i      _  999 

'^"1000     dOOOOOO"  1000000' 

valeur  plus  approchée,  mais  trop  faillie;  pour  avoir  une  nouvelle 
approximation,  mais  alors,  par  excès,  il  faudrait  dans  l'équation 

X  =  X*  substituer  le  carré  da  la  valeur  ci-desaus  d« 

«  à  la  place  de  x*. 

Quant  à  l'autne  radne,  on  aura  aussi  sa  valeur  approchée  en  se 
liarâot  sur  ce  qng  [te  S6^  la  somme  dea  ratinea  eat  égala  îd 

à  —  1,  et  l'on  trouvera  pour  cette  racine 


re,  01 

-_l±l/î7X=_t±./lL  1±. 

~    i    V«««»      s    V 1000"   «  \ 


Si  l'on  eût  employé  le  procédé  ordinaire,  on  aurait  trouvé  a«c 
pluG  de  peine  et  par  approximation  aussi  que  la  valeur  des  racines 


CHAPITBI  T.  m 

âOQ   ,    5009  .  ,  9 

"  ""-(-«oo^TlKiw-  «I"""»"»  '  =  ïôôôô' 

valeur  de  la  plus  priitr  rarinn  en  vnlc;ir  nbsolue. 
OBSEHv*T:ons  [upoitTA^TEs.  D'nliord  on  voit  que  pour  prendre  la 

racine  de   t;;;:,^,    nous  avons  change  cette  quantité  en 

juuO  10000 

de  sorte  qu'il  n'y  avait  plus  qu'à  prendre  ia  racine  50,09   du 

numérateur  et  h  la  diviser  par  100,  radne  eucla  du  dénomi- 
naleur. 

Ensuite  on  peut  observer  que  les  valeurs  que  nous  obtenons 
ainsi  par  )«  procédé  ordinaire  sont  toujours  plut  petites  qu'il  tM 
fknt,  tandis  que  par  l'autre  métfaode,  eUes  (Ont  aHernativeiliart 
trop  grandes  et  trop  petltea. 

S*  Soit  fiquatim         SOOx^—x—  ^  =  0. 

Elle  admet     |~     pour  radne  la  pl)is  grande  et  — 

jMur  la  plus  petite;  la  somme  des  racines  doit  être  égale  à 
4  i 

—a  550- 

Nous  ne.  pourrons  obtenir  la  valeur  apivoohée  de  la  plus  petite 
rsdnepar  le  procédé  considéré,  parce  quedans  l'équation  donnée, 
non -seule ment  c  est  très-petit  par  rapport  à  b,  mais  parce 
que  b  lui-même  est  Irës-pelil  et  plus  petit  par  rnpporl  h  a 
quft  e  ne  IVst  à  l'égard  de  ù,  ce  qui  n'i'st  p.is  admis;  car  il 
est  sous-enlendn  que  lorsque  c  est  très-pi^lit  par  rapport  à  a 
et  b,  ces  deux  ooedioieuts  ne  doivent  pas  dtre  tels  que  l'un  soit 
ausu  trè^petit  par  rapport  &  l'autre. 

En  effet,  si  nous  posona  xss— 
nous  aurons      x= — ^     pour  premlbre  valeur  approchée; 
si  l'on  pose  ensuite   *  =  — ^  +  MWX^  =  ^  ^O-'^. 
on  n'a  encore  qu'une  valeur  qui  ne  contient  pas. 

r  Soit  Pépiatùm         _i-«i_af-^  =  0 
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Ici  le  coefficient  a  est  irès  -petit  par  rapport  aux  deux  autres  ; 
nous  poserons   x  =  —  ^  -f  afin  d'avoir  la  racine  qui 

diOËrepeude — ^t  oous  obtiendrons  x= — ^ 

valeur  approchée  par  excès  en  considérant  la  valeur  absidue. 
Pour  avoir  une  plus  grande  approximatkn,  Dons  éoriniis 

'=-w+4><(w)"=-<».'+«.-«' 

ou  x= — 9,99799,  valeur  trèe-approcbée,  puisque  la  vraie  va- 
leurest  x=~-iO.  (FotVn*28â.| 

On  peut  donc  s'arrêter  à  cette  approximation. 

On  déterminera  l'autre  racine  en  considérant  que  la  somme  des 

racines  —  -  Mtioiâtate&  1^  ou  1000,  oar  b  vaut 
—  1000  et  a  vantl;  on  pour  mieux  dire  b  vaut  — i  et 
a  vant  ce  qui  revient  au  même  ;  par  conséquent  l'antre 

ranoe  est  1000— (—9,99799)   on  1009,99799. 

Svu.  Si  dans  l'éqnatioo  considérée  le  second  terme  en  x  avait 
nn  coefflinent,  on  l'en  débarrasserait  en  divisant  tous  les  termes 

par  ce  coeffident  avant  de  poser  x=  —  j  —  g  x*. 
Nous  DesappoBons  pas  de  racines  imaginaires,  [n' 290).  ' 
ËQUinONS  IRRATIONNELLES. 

293.  Qnoiqnace  ne  stnt  pas  précisément  ici  la  place  de  s'oo- 
cnper  deséqualîoiMirratioDDriles,  nousallons  exposer  brièvement 
la  manière  d'en  résoudre  quelques-nsea. 

Supposons  qu'une  question  ait  donné  lieu  è  une  équation  irra- 
tionnelle de  la  forme  suivante  : 


La  première  chose  que  l'on  cherche  évidemment,  c'est  de  dé- 
gager inconnue  du  radical;  celasemit  Irès-Tacile  si  le  terme  radi- 
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cal  était  tout  itai  dans  un  membre,  puisqu'il  suffirait  d'élever  au 
carré  tonte  l'équation  ;  Mboiu  ddno  passer  le  terme  -  dans 
le  second  membn  et  formons  ensuite  le  carré  de  l'équalion,  nous 
uirons  ■—  =  f  —  ^  puis  transposant,  mulUidiant 
par        et  réduisant,  il  vient 

^-iç(q+t^^^-C>q\  A 

d'oïl  l'on  tire 

«=«(?+:)±v/''('+:)*-'''*- 

Od  peut  faire  sortir  le  facteur  c*,  et  observant  qu'il  reste  en- 
core la  difiërence  de  deux  carrés,  la  formule  pourra  [a°  68]  devenir 


Cette  application  permet  de  voir  à  peu  près  la  marche  k  suivre 
pour  obfenir  les  valeurs  de  x  dans  une  pareille  circonstance, 
car  s'il  y  avait  plusieurs  radicau:t,  cela  exigerait  plusieurs  consi- 
déralioDs,  surtout  s'ils  n'étaient  plus  du  second  degré. 

JUais  toutefois  il'faut  observur ced  que,  des  deux  valeurs  de  x, 
que  ces  équations  peuvent  donner  lorsqu'elles  monleat  au  second 
degré,  vne  seule  peut  quelquefois  convenir  h  l'équation  proposée 
ou  à  la  question  posée,  lors  môme  que  les  deux  racines  sont  po- 
tiUves,  comme  cela  a  lien  ici,  et  indiquent  ordinairement  deuxso- 
hitions  directes  (n*  S77]. 

Pour  s'expliquer  cette  contradiction  apparente,  nous  remar^ 
querons  que  l'équaUon  proposée  n'était  pas  une  équation  du  se- 
cond de^  et  qoe  la  méthode  employée  pour  la  résoudre  nous  a 
conduit  à  une  équation  du  second  degré  qui  n'était  pas  alors 
iguioeiaae  de  l'autre,  résultat  qu'il  faut  altribuer  à  la  multiplica- 
Uon  de  cette  équation  par  elle-même,  c'est-à-dire  par  une  quantité 
contenant  l'inconnue  (n°1S(i). 

Les  denx  racines  vérifient  l'équation  A,  mais  une  seule  (la 
seconde]  vériBe  l'équation  donnée. 
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La  première  rncine  vérifierait  aus^  l'équation 


 )-  -  =  5     qui»  élevée  au  carré,  donne  également  U 


noua  lun&B,  en  élevant  an  cané  les  à&a  membres 

Sx+6=f*+4x  +  4    ou    X*— JE— 2=b0, 
équation  qui  aurtit  pu  provenir  égalemwt  de  l'élévation  au  carré 


Les  deu3  racines  de  t'éqiialion  dn  second  degré  sont  ï  et 
—  elles  vcriHcnt  l'équation  B  et  ne  conviennent  pas  i  l'é- 
quation C. 

On  peut  dire  alors  que  l'équalion  du  second  degré  est  équiva- 
lente de  D,  qui  admet  deux  racines  dans  celte  circonstance. 

Par  réciproque,  l'équation  C  n'est  vériflée  par  aucune  des  va- 
leurs 2  et  —  1   qui  résultent  de  son  élévation  au  carré. 

Il  est  donc  nécessaire  d'al)server  que,  conlrairement  à  ce  que 
l'ona  vu  (a*16l),  l'équation  C,  qui  n'est  que  l'équation  B  dans 
laquelle  on  a  chanp;é  en  —  le  signe  +  du  terme  radical,  ne 
nous  donne  aucune  valeur  de  x  i  mais  il  faut  faire  atiention  que 
(n"  16<),  on  considère  des  équations  ralionnellcsi  tandis  qu'ici 
elles  sont  irrationnelles.  On  peut  comprendre  pourquoi  l'éqnation 
C  n'admet  .lucimc  racine,  car  si  l'on  suppose  x  positif,  le  ra- 
dical sera  réel  et  l'on  iiuru  pour  le  premier  membre  une  quantité 
négative,  tandis  que  le  second  sera  positif;  il  en  serait  encore  de 
môme  dans  l'bypothése  île  x  négatif  et  plus  petit  que  2  en 
valeur  absolue,,  et  enfin  l'hypothèse  de  x  plus  erand  ou  égal  à  2 
conduirait  aussi  à  une  absurdité  résultant  d'une  quantité  imagi- 
naire égale  à  une  qu.mtilé  réelle  {voir  n'  281),  ce  qui  fait  que 
l'on  ne  peut  même  pas  supposer  x  néfialif;  l'équation  C  est 
donc  une  équalion  fausse,  si  l'on  ne  considère  que  la  valeur  néga- 
tive du  radical,  comme  nous  l'avons  supposé  lacitcment. 

Si  l'on  changeait  les  signes  du  second  membre,  elle  admettrait 
les  mêmes  valeurs  que  B. 


de 


C. 
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On  notera  d'ailleurs  que  si  une  équation  de  la  forme  irratioD- 
nelle  considérée  admet  deux  valeurs,  sa  conjugtiée  n'en  admet 
aucune)  et  que  si  cette  équaUon  n'sdmet  qu'une  des  valeurs 
fournies  par  l'équation  du  second  degré  qui  en  est  provenoe, 
l'autre  valeur  convienl  k  sa  emjvgvie,  o'eat-ihdire  à  l'équation  qui 
ne  difiîire  que  par  les  signes  des  termes  ntionDels  ou,  ce  qui  rt- 
vieat  au  m4me,  à  l'équation  qui  ne  diffère  que  par  le  signe  du 
terme  irrationnel. 

Ainsi  — \3x  —  îi  =  —  X  -\-  i  donne,  par  l'élévntion  au 
carré,  3x—b=x^~ix  +  i,  d'où  Ion  lire  x  =  3  et  x=% 
valeurs  qui  vérifient  la  proposée  et  ne  conviennent  nullement  à  sa 
conjuguée  —      — 5  =  Jt  —  1. 

Si  Ku  contraire  nous  prenons  1  —  x  y/Sx  •{■  iH  qui,  étsvéa 
an  carré,  donne  a;'— Sx— 14  =  0,  d'où  x=7  et  «=— S{ 
elle  ne  sera  vérifiée  que  par  la  valeur  —  2,  car  il  vient 

H-2=V-6+l5. 

La  valeur  7  vérifie  la  conjuguée  ^~x  =  — ^3i-j-lB. 

30  Soit  à  résoudre  iêqualion     ^x^  —  B  =  x — 2; 

12 

l'élévation  au  carré  <lo  nui!  i' — B=x' — ix-\-i  ou  x=— =3, 
valeur  unique  qui  vcrilic  la  proposée  et  ne  convient  pas  ù  sa  con- 
juguée  2  —  1=:^^'  —  8- 

De  ces  divers  exemples  il  résulte  qu'une  équation  irrationnelle 
vraie  peut  avoir  deux  valeurs  pour  l'inconnue,  ou  une  seule;  dans 
ce  dernier  cas,  l'autre  racine  fournie  par  l'équation  du  second  de- 
gré vériSe  la  conjuguée;  mais  it  peut  arriva  que  l'équation  pro- 
venant de  l'élévation  au  carré  ne  soit,  après  rédaction,  que  du 
premier  degré,  et  dans  ce  cas  l'équation  irrationnelle  n'admet 
jamus  qu'une  valeur. 

Q  y  aurait  donc  è  rechercher  les  causes  de  ces  divers  résultats 
et  à  quels  signes  on  peut  les  reconnaître;  mais  cet  examen  dépend 
de  la  théorie  des  équations  irrationnelles,  que  nous  ne  trailerong 
pas  dans  celte  première  partie.  (  Voir  n°  297,  probl.  lil  et  n°  998.) 

283.  RbLizioits  ïT  consiD^iuTioiis.  Les  principes  exposés  dans 
ee  riiqdtn  parmattott  da  résoudra  toutes  les  questions  entrai- 
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oant  des  équations  du  second  degré,  môme  à  plusteon  Enotm- 
aaes,  pourvu,  dans  ce  cis,  qu'elles  ne  couduisent  qu'à  des  ôqoa- 
tions  bicarrées  ou  à  des  équations  trinlMus  que  nons  udÂmi 
résoudre. 

Ea  parcourant  les  numéros  275  à  2S9,  on  trouvera  des  procédés 
de  résolution,  des  calculs  et  des  considérations  utiles  sur  les  solu- 
tions. Les  équations  symélrigves  nous  ont  présenté  une  particula- 
rité remarquable,  et  un  principe  analogue  nous  a  permis  (n**  190 
et  191]  de  passer  d'une  formule  à  une  autre;  nous  allons,  &  ce 
sujet,  ajouter  quelques  détails. 

Nous  savons  que  toutes  les  fois  que  des  inconnues  sont  com- 
binées de  la  même  manière  dans  des  équations,  elles  sont  les  ra- 
cines d'une  même  équation  finale,  ou  bien  que  si  L'on  voulait  for- 
mer l'équation  qui  détermine  chacune  d'elles,  on  obtiendrait  des 
équations  qui  seraient  les  mêmes  puisqu'elles  ne  difféimient  qns 
par  la  lettre  qui  représenterait  l'inconnue  (n*  278). 

□  est  donc  avantageux  de  rendre  spnétriques  des  éqiiati(uu 
quand  elles  ne  le  sont  pas,  parce  que  cela  facilite  quelqaedif^  la 
résolution.  En  effet,  supposons  que  l'on  efit  à  résoudre  ces  deux 
équations 

af— y  =  3     et     xs  =  9S. 
Etle4  ne  sont  pas  symétriques,  mus  si  Qoos  Uiaam  j/ss—s, 
elles  le  deviendront,  car  l'on  aura 

x  +  z=      et  M=--28 

en  changeant  les  signes  des  deux  membres  dans  cette  âomibra 
équation,  et  alors  (n'  265}  on  pourra  établir  l'équation 

X*  —  3X — 28=0,      dont  les  racines  sont     7     et  —i. 

Si  nous  appelons  a:  la  première,  ta  seconde  sera  s  et  réci- 
proquement, donc  on  aura 

x  =  l     et    î  =  —  i    ou     1  =  7     et    x= — 4, 

(^est-4-dire  deux  systèmes  ne  faisant  que  deux  solutions,  et  à  l'on 
remplace  —  x  par  y,  on  trouve 

«=7  et  y=r4  ou  x=—A  et  7; 
ce  qiii  en  résumé  ne  imt  que  deux  ayatènwi  ds  valeurs  égries  et  de 
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signes  contraires.  Ce  qui  ne  détruit  pas  ce  qui  a  été  dit  n°  272,  car 
on  ne  trouve  ici  réellement  que  X  =  7  et  X  =  —  ^. 

Une  équation  symétrique  par  rapport  à  plusieurs  inconnues  est 
une  équation  dans  laquelle  ms  inconnues  entrent  de  la  même  ma- 
nière, de  telle  sorte  que  l'on  peut  changer  ces  inconnues  de  place 
sans  que  l'équation  change. 

Ainsi  a:  +  j/  =  a  est  U  mfime  éqnalU» 

l"»*  S-\-»=a\  c'est  donc  one  ému- 

tioa  symétrique. 

x-\-y=a    et    3^=*      sont  deux  équations 
symétriques  par  rapport  aux  deux  ineonnaes,  cela  est  éridenl. 
Si  nous  considérons  le  système 

x-\-y-\-z=a,  xz=y*  et  a!'-l-y«4.j|«=4, 
nous  verrons  facilement  que  ces  trois  équations  ne  sont  symétri- 
ques que  par  rapport  ù  X  et  ï,  c'est-à-dire  que  dans  chaque 
équalion  on  peut  changer  a:  en  ï  el  réciproquement,  sans  qu'il 
en  résulte  une  nouvelle  équalion;  mais,  évidemment,  on  no  pour- 
rait changer  l'équation  XI  en  iy*=:î.  Cela  dépend  de 
ce  que  ces  ineonnaes  n'entrent  pas  de  la  môme  mnniÈre  dans  la 
même  équation;  car  la  symétrie  ne  peut  exister  entre  trois  incon- 
nues qu'autant  que  ces  inconnues  sont  d'abord  â  la  môme  puis- 
sance dans  la  méme-équalii»!  et  ensuite  qu'elles  entrent  toutes 
dans  un  seul  produit  ou  que  dans  cliaque  membre  elles  puissent 
être  considérées  comme  séparées  par  le  même  «igné  ou  lé 
même  signe  —, 

D'après  eela,  «  l'on  avait  lesdenx  équations 
xy=:a    et    éV-f-c'y'  =  iS, 
on  pourrait  rendre  la  seconde  équation  symétrique  par  nppwt  à 
X*   et  y',  en  posant  bx=s  et  cy=:v. 

Car  il  viendrait  j' ^  o'  — h, 

Mais  la  première  équation  n'est  plus  symétrique  par  rapport  k 
ces  incoimues,  puisqu'elle  ne  les  contient  pas;  pour  obtenir  ce  té- 
puUal,  il  suffît  de  prendre  s  et  e  pour  les  inconnues  dn  pro- 
blème, ce  qui  drane  iu=<i6c  pour  éiinalibn  liquivalente  de  l« 
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première,  en  observant  que  l'on  a  s  =  bx   et   «=£'y,  ù'ob 


Connaissant  alors  le  produit  de  deux  quantités  m  =  oie  et  la 
Bonime  des  carrés  de  ces  quantités  s*+v*=h,  onponrraob* 
tei^r  la  valeur  de  s  et  v,  et  par  suite  cdie  de  ar  et  y.  (  Voir 
Problème  m,  n*285.) 

284.  La  manière  de  procéder  à  la  résoluUon  d'une  queslion 
n'est  pas  indifférente;  car,  selon  que  l'on  établit  les  équalions,  on 
peut  non-seulement  arriver  plus  ou  moins  vite  à  la  solution  cher- 
chée, mais  même  obtenir  une  solulion  que  l'on  ne  pourrait 
trouver. 

Ainsi  le  problème  suivant  ; 

Partager  chacun  des  côtés  d'un  rectangle  donné,  dont  les  ditnen- 
tiorutont  a  et  b,  en  deux  punies  telles  gue  ai  l'on  réuml  pto- tœ 
droite  tes  points  de  division,  il  en  i-ésulte  un  second  reetangle  dont 
te  c6t^s  adjacents  soient  dans  le  rapport  de  m  à  i, 

pourra  conduire  à  une  équation  du  quatrième  degré,  OU  du  *»• 
conrf  ou  du  premier. 

Dans  le  pieiuier  cas,  il  est  clair  que,  ne  connaissant  pas  encon 
la  résolution  des  équations  du  quatrième  degré,  nous  oonclnrifHM 
&  tort  que  cette  question  dépasse  nos  connussancea,  puisque  l'on 
peut,  avec  les  données,  établir  des  équations  du  secwid  ou  do 
premier  degré. 

On  trouvera  ces  solutions  dans  la  seconde  partiedeoesélémaDts 
d'algèbre. 

QUESTIONS  DE  JUXIHDH  ET  DE  HIKIMDM 

ona  l'on  peut  rësocdu  ad  moteh  des  ëqdàtionb  vo  secohd  desbI 

28S.  11  existe  une  classe  de  questions  qui  ont  pour  but  de  dé- 
terminer la  plus  grande  ou  la  plus  petite  valeur  que  puisse  avoir 
le  résultat  de  certaines  opérations  effectuées  sur  des  quantités 
susceptibles  de  valeurs  diverses;  ces  questions  exigent  souvent  la 
connaissanee  des  parties  les  plus  élevées  des  mathématiques,  mais 
il  en  est  quelques-unes  que  l'on  peut  résoudre  au  moyen  des 
équatifflis  du  second  degré  ou  de  principes  connus. 

Lonqu'uiK  quantité  peut  prendre  di^rentM  valeurs  qù!  varient 
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SOUS  de  ccrtaiDos  cooditions  qui  liinilcitl  ses  accroissements  ou  ses 
décroisseroents,  on  désigne  par  maximum  ,)a  plus  grande  valeur 
que  puisse  recevoir  cette  quantité  variable  et  par  mimmum  sa  plu| 
pelite  valeur. 

Les  questions  suivantes  vont  te  faire  comprendre. 

Piunibn  L  Partager  m  nombre  domé  Sa  m  deux  jartitM 
telles  que  leur  produit  mit  un  maximum. 

Soil  X  l'une  des  parties,  l'autre  partie  pourra  être  repr^ 
senléu  par  Sa  —  x. 

Le  produit  sera  aLors   x{ia  —  x). 

Il  est  évident  que  si  l'ou  donne  li  x  snrcessiïemenl  diverses 
valeurs,  le  produit  passera  ég;ilenieiil  [inr  dinérenls  élats  de  gran- 
dL'ur,  et  qu'il  doit  y  en  avoir  inl  qui  sc.i  ;i  II;  plui  ei'^'"'  di;  tous  ceux 
que  l'on  peut  obtenir;  il  s'agit  donc  de  déterminer  la  valeur  de  x 
qui  amènera  ce  résultat. 

Supposons  que  ce  prudiiit  soit  égal  à  une  quantité  m, 

On  aura  x(ia  —  x)  =  m,  expression  dans  laquelle  ;c  et  n 
sont  deux  quantités  variables,  puisque  x  changeant  de  valeur,  il 
en  résulte  aussi  imcliangmr'nt  de  valeur  pour  le  premier  membre, 
et  par  conséquent  pour  le  second  m.  La  quantité  2a  est  sup- 
posée toujours  la  ntéme  ou  constante. 

De  l'équation  ci-dessus  on  tire,  en  effectuant  la  multiplication 
iijdiquËe, 

x'  —  2ûa:= — niy  puis  x=a-àz  ija' — m. 
La  composition  du  radicul  nous  fait  voir  que  \c.i  deux  valeurs  de  x 
ne  peuvent  âtrc  réelles  (comme  nous  le  voulons  d'aiileurs)  que  si 
l'on  a  ni<«'  ouauplus  in  =  a';  celte  valeur  de  m  est  donc 
la  plus  grande  que  nous  puissions  lui  ntlribuer,  sans  que  le  radical 
devienjie  inmginairc.  Dans  l'Iiypolbftse  ni=o',  il  s'évanouit  et 
il  ne  reste  que  x=  n;  d'où  l'on  conclut  que  la  plus  grande  va- 
leur 4|iM  puisse  acquérir  le  ;;>'u(/»if  m  ou  x{ia — x)  est  lu  va- 
leur 0*i  donc  m  =  a'  est  le  maxiiimm  clieicbé,  et  comme 
alors  on  a  x  =  a,  on  peut  dire  que  /.our  obtenir  U  plus  grand 
produit  avec  un  nombre  partagé  en  deux  parties,  il  faut  diviser  It 
nmnbre  dimné  en  deux  parties  égales,  puis  en  faire  le  produit.  (  Voir 
n°i70,  Corol.  I.) 

No».  On  ne  peut  supposer  m  avoir  une  valeur  négative,  car 
nous  Gon^dèuns  an  nombre  qui,  par  sa  nature,  est  tonjoura  po- 
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sîtîf  ;  si  l'on  considérait  une  quantité  algéhriqae  numérique  telle 
que  —12,  je  stipposo,  ii  n'yanr!iLtp!ti!ideinaxiinuin,leradïcal 
devenant  entièrement  positif;  mais  on  peut  altribuer  des  valears 
xlégaUvDs  à  a:.      (  Voir  Scolie  UI.) 

La  qMttùn  précédente  aurait  pu  être  riwlve  au  moyen  d»  raison- 
nemmt  «tncaiU^:  ce  qtù  est  inconno  c'est  l'une  des  parties  de  Sa, 
c'est-à-dire  la  différence  qui  existe  entre  tes  parties  dont  2a  est 
la  somme;  si  donc  on  désigne  par  x  celle  différence,  nous 
connaîtrons  algébriquement  ces  deux  parties,  car  (n»  166]  on  aura 
2a  +  ^  2a  —  x 

— ^ —  pour  la  plus  grande  partie  et  — ^ —  pour  expression 

de  la  plus  petite,  et  d'après  l'énoncé  en  dé^guanl  par  m  le 
produit  de  ces  parties,  on  aura 

2  2 
qui,  après  les  opéralions  ordinaires,  donne 

Pour  discuter  la  valeur  que  devra  avoir  a:  lorsque  le  produit 
wra  un  nmimum,  il  nouf  faut  examiner  sous  le  radical  k  valeur 
maximum  que  l'on  peut  attribuer  à  U  quantité  im  pour  que  ce 
radicaïresteréel;niaisitestplussimpledecompater  m  l  o% 
•^r  il  est  clair  d'ailleurs  que  les  quarts  de  quantités  sont  entre  eux 
comme  ces  quantités.  Or  il  est  Évident  qu'on  ne  peut  attribuer 
^  "t  de  valeurs  supérieures  à  a'  et  dans  ce  cas  le  raïUoal  se 
'Nuisant  à  zéro,  on  trouve  x  =  ±0, 

^  qui  nous  fait  voir  que  le  nombre  doit  être  partagé  en  deux 
parties  égales,  comme  nous  l'avions  trouvé. 

On  observera  que  x  représentant  la  différence  entre  les  deux 
P^ies  de  a,  et  cette  différence  étant  nulle,  l'algèbre  nous  in- 
dique ainsi  que  les  deux  partira  sont  égdea. 

ScoLiK  I.  On  aurait  pu  éviter  les  fractions  et  par  conséquent  le 
'acl«ur  ^  gQ^g  ]q  radical  en  représentant  par  %x  la  diSëreoce 

entre  les  parties  (note  du  n*  283),  car  alors  —  ou  a+x 
'^'^  l'une  des  parties  et  a~x  la  seconde,  cequi  donnerait 
l'éqnaiion      a*  — =  «"      d'où      x  ==t  <J^—m. 
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On  voit  à  pofteriori  que  le  produit  m  est  le  plus  grand  lors- 
qu'il est  égal  au  carré  de  la  moitié  du  nombre  donné;  en  effet  k 
cause  de  x  =  0,  on  a 

{a  +  T][a-~x)  =  m     ou     «'  =  m 

et  l'on  sait  que  lorsque   x  n'est  pu  nal,  le  produit  du  premiM- 
membre  est   a*  — x'    quantité  toujours  plus  petite  que  a*. 
(Voir  m,) 
ScoLiB  II.  Dana  les  équations 

«(So— œ)— m         et        (a+x){a — x]=m 

ou  dans  celles  analogues  établies  dans  le  même  but,  la  quantité  x 
est  une  variable  et  l'expression  {ia  —  x)x  est  appelée  nue  font' 
tùm  de  cette  variable;  cette  même  fonction  représentée  par  nne 
antre  lettre  m  est  une  autre  variable,  c'est-à-dire  que  m  est 
une  variable  dont  la  valeur  dépend  évidemment  de  celles  attribuées 
h  x;  cette  dernière  est  quelquefois  désignée  sons  le  nom  de 
variable  indépendante,  tandis  que  m  est  une  variable  dépendante; 
mais  on  comprend  que  ce  serait  le  contraire  si  la  valeur  de  x 
élut  déterminée  par  celle  que  l'on  donnerait  à  m. 

Ainsi,  lorsque  nous  supposons  en  dernier  lieu  in  =  a'  sous  le 
radical,  la  variable  x  prend  une  valeur  qui  dépend  de  celle 
de  m,  quoique  dans  l'origjne  m  ttiSi  dépendaate  des  valeurs 
attribnéesà  x. 

Scom  n.  L'énoncé  du  problème  aurait  pu  être  remplacé  par 
celui-ci  qui  conduit  aux  mêmes  équations  et  aux  mêmes  con- 
séquences : 

PKOBLbiG  II.  Parmi  les  rectangles  de  même  périmètre  trouver 
celui  gui  a  la  plus  grande  surface. 

Car,  soit  p  ce  périmètre,  |    sera  la  somme  de  la  base  et 

de  la  banteur  de  tous  ces  rectan^es  en  parSoulieri  dooo  si  x 

désigne  la  base,  ^  — x   sera  la  hauteur. 


.d'oii 


aéra  la  surface. 


En  régalant  à  ffl»  on  en  déddra  une  valeur  de,  «:  avec  un 
radical,  et,  en  raiBonnant  comme  dans  la  premier  pnblàmo,  on 
I  80 
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trouvera  que  ta  surface  la  plus  grande  sera  obtenue,  lorsque  I'od 
aura  ce  qui  Tait  que  la  hauteur  sent  aussi  | 

et  que  le  carré  est  le  plus  grand  rectangle. 

ScuLiE  III.  Il  n'y  B  pas  de  minimum,  car  si  petit  que  l'on  suppose 
m  restant  d'ailleurs  positif  par  sa  nature,  on  ne  pourra  lui  attri- 
buer une  valeur  inférieure  à  zéro,  alors  a=o±\/a' —  m  devient 
x=a  ±a,  c'est-à-dire  que  l'une  des  parties  est  égale  au  tout, 
et  que  L'autre  est  nulle  ;  il  n'y  a  donc  pas  à  vrû  dire  de  partagedu 
nombre;  cependant,  l'on  admet  qu'une  quantité  puisae£u«paiy 
tagée  en  deux  parties  dont  l'une  soit  zéro  et  l'autre  cette  quantité 
ella-même,  alors  on  aura  aussi  un  minimum  qui  sera  le  |noduit 
zéro  résultant  de  la  quantité  multipliée  par  zéro. 

Il  faut  observer  encore  que,  si  par  une  autre  considération,  on 
attribuait  à  m  une  valeur  ncgatîvo,  la  quantité  primitive  ne  sernil 
plus  un  nom*re  ou  une  quantité  positive,  et  il  n'y  aurait  point  di; 
fflimmun,  car  ^a'  —  m  équivaudrait  à  \Ja*-\-m  en  réalilé 
(m  élaat  pris  positivement),  et  alors  plus  m  uégatif  serait  grand 
en  valeur  absolue,  plus  x  augmenterait  en  valeur  positive  et 
« — m  en  valeur  abûdue,  ce  qui  fait  que  le  produit  m  négatif 
poorniléirecsnaidérécommediminuaDtà l'inBni.  (Cixra'SSO.) 

ffi  l'on  admet  qu'une  quantité  puisse  étrq  p8rtBg&  en  deux 
partîea  dont  l'mie  soit  zéro,  le  problème  U  des  redanglea  B«ni  sus- 
ceptible de  minimum,  car  dans  ce  cas  la  valeur 

a;  =  ^±         —  m      devient     x=;^zh^'    quand  on  ^ 

ni=0,    c'est-à-dire  que  la  base  est  égale  h    ^    et  la  hauteur 

à  zéro;  le  rectangle  se  réduit  donc  i  une  ligne  droite  égale  à  la 
moitié  du  périmètre,  ou  n'a  aucune  surface,  ce  qui  revient  à  uo 
minimum  si  l'on  veut. 

Dans  cette  question,  on  ne  peut  attribuer  à  m  de  valanrs  né- 
gatives évidemment^  de  même  X  ne  peut  prendre  ni  des  valeurs 

négatives,  ni  des  valeurs  plus  grandes  que    ~,   puisque loisq ne 

la  hauteur  eat  nnllsi  le  rectangle  ae  réduit  à  deux  pareilles, 
naU  cdUiddHOt.  .  . 
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ScouB  IV.  On  pourrait,  dans  le  premier  proUbme,  eonaid^ 
une  quantité  numérique  négative,  et  on  en  déduirait  des  eonfié- 

quences  faciles  h  tirer. 
Voici  la  règle  qui  sert  de  guide  dans  ces  sortes  de  questions  : 

296.  Pour  oôtenir  la  plut  grande  ou  la  plia  pelùe  valeur  d'uae 
expression  qui  dépend  d'une  variable,  après  avoir  représenté  gé- 
b^lement  cette  eitpresuon  par  une  lettre  x,  y  on  toute 
autze,  t>n  snppose  qu'elle  peut  avoir  une  valeur  m;  aJua  dans 
l'hypothèse  où  le  pcoblËine  fournit  une  équation  du  second  degré, 
on  résout  cette  équation  par  rapport  à  la  variable  z;  on  discute 
ensuite  la  formule  obtenue  qui  contient  toujours  la  quantité  m 
regardée  comme  quantité  connue,  afin  de  trouver  les  conditions 
auxquelles  cette  quantité  m  est  assujettie,  pour  qu'étant  la  plus 
grande  possible,  il  eu  résulte  une  valeur  réelle  pour  la  variable  x 
et  que  de  plus  elle  soit  positive,  si  la  question  l'cxi^.  Ces  condi- 
tions suflisent  généralement  pour  obtenir  le  maximum  ou  mt'niffiwn 
demandé. 

297.  PnoBLKHR  III.  Assigner  la  valeur  de  x  pour  iùquétle  la 

iG 

fraclùm    —rz   est  mmoxmum  oava  mtmmum. 

'  x(B— X) 

Cette  quantité  ohangâra  de  mleuia  sdon  œUei  de  uns 

pouvoir  en  conclure  que  la  fraction  donnée  sera  d'autant  plus 
petite  que  x  sera  plus  grand,  comme  cela  aurait  lieu  pour  uiie 

expression  telle  que  car  ainsi  qu'on  le  verra,  çertaines  va- 
leurs plus  grandes  ou  plus  petites  peuvent  amener  le  môme  ré- 
sultat. 

Supposons  maintenant,  d'après  la  règle,  que  le  mttfcmtan  ou 
minimum  demandé  soit  égal  à  m,  on  aura 


<6 


■=m,      d'où      16=»w{5— a:), 


ou 


qui  donne 


4in 


F 


Si  nous  cherchons  d'abord  In  valeur  de  x.  pour  laquelle  la 
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fradioil  smimilrinlmiiin.  Cette  nleor  de  s  devant  être  réelle, 
3  iKHU  ùmt  ndr  la  valenr  la  ph»  petite  possible  que  dous  pais- 
ÛODS  aUriboer  à  m  suu  qœ  leia^cal  devienne  imaginaire;  or 
il  est  clair  qu'il  sen  réel  tant  que  3Sm  ne  sera  pas  pins  petit 
64 

qoe  64,  on  peni  donc  snppoaer  SSm=64,  d'oti  ''>=g- 

Au»  la  teettoQ  donoée  ne  peut  prendre  de  nleor  infSrieore  k 
—  ;  danBcecaslavalearde  s  est 


Cette  Tslenr  ^  attribuée  à  x  rédidt  la  fraetim  k  sa  plus 

petite  nieur,  et  toutes  valeurs  plos  srsndes  on  pins  petites  diriveid 
64 

alors rendrelafiiaelioaplusgraDdeque 

16     _      16      _  16  64 

2^^      2/  4 

Pour  nous  assurer  que  cette  valeur  est  la  plus  petite  poadble, 

supposons  d'abord  x>  ^,  soit  x=3,   il  vient 

16        16    8  ^       ,  64 

jj_  =  -=-,    quotité  ph»  grande  que  g. 

SnppoEons mùnlenant    «<|>    sût  {E=St  Ueniésulte 

enom  |  ponr  nieur  de  la  fracBoi,  et  jw'  roui  fait  voir  m 

patant  que,  des  valeurs  diKrentes  attribuées  à  une  variable  dans 
certainet  formes  d'expresûons  peuvent  qoelquefiins  amener  le 
même  résultat. 

On  suppose  aussi  id  que  la  fraotiim  doit  reator  positive. 

SiFm  ehenJa  tiauîtt  le  maximum  que  peut  atteindre  la  fraction 
donnée,  on  voHqoe  le  radical  contiendra  une  quantité  poàtive  pour 
64 

toute  valeur  de  m  plus  grande  que  g,  ce  qui  fait  qu'il  n'y  a 
pas  de  n 
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8î  lontefoî»  fon  Bi^posaitque  la  firaotion  pAt  devenir  laBnie^ 
alors  «Hi  ég^  m  serut  infinie,  et  tonte  qoantiU  infinie  reitant 
lajnânie,  soit  qu'on  lui  ajoute  ou  retrsnclie  une  quantité  fiiûe,  il 

en  ràsulteiait  que  la  valeur  ^~^^y  deviendrait 
pour  m  infinie 

d'oïl  s=&    et  s=0. 

En  effet,  ces  deux  valeurs  rendent  le  fraction  Infinie,  car  l'on 
1«         .       '6  ,  .    .  .16 

«    5(5ll5j  Ô(5=ô)     q"i"'M»«^  "ô 

ou  l'infini. 

PaoBilo  IV.  Trouver  te  minimum  de  valeur  qae  peut  frmdre 
texpration  je(x—3)+9. 
En  galant  cette  quantité  à  ot,  il  vient 

3»  —  3x=m—9,     d'où  !s=^±^m—j. 
27 

En  faisant    m  =  — ,     puisqu'il  ne  peut  être  plus  petit  lai» 
rendre  le  radical  imaginaire,  on  trouve  x=  |. 
Et  en  effBt,  cette  valeur  de  z  produit  la  fraction   ^  pour 

valeur  la  plus  petite  que  puisse  prendre  patilivemetu  l'expresùon 

donnée. 

II  est  visible  qu'il  n'y  a  pas  de  maximum. 

ScOLtE.  Les  applications  précédentes  et  les  raisonnements  que 
l'on  fait  sur  les  quanlilts  sous  le  radical  pour  apprécier  les  valeurs 
qu'il  faut  attribuer  à  U  variable  m  pour  qu'il  reste  réel,  nous 
permettent  de  conclure  que  si  un  radical  se  présente  sous  la  fonne 


A 


le  problème  donnera  lien  à  on  maximm,  le  tRMiraiMi  que  l'ou 
peut  trouver  n'étant  que  léro. 
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.  Si  la  radkal  w  présente  sous  la  Ibrme 


la  question  ne  sera  susceptible  quo  de  minimum,  le  maximum  que 
l'on  pourrait  avoir  étant  infini. 

Nota.  Nous  supposons  que  les  quanlilés  qui  enlrent  dans  ces 
formules  sont  positives,  el  nous  voyons  aussi  que  le  second  ra- 
dical A  revient  au  premier  V"  —  "^t  pour  apprécier  la 
valeur  que  l'on  doit  donner  6  )a  variable  m,  il  faut  réduire  sous 
le  radical  ks  quantités  au  mflitte  dâDomitiateur,  ce  qui  amène 

rfors  y/"''  ^~-~f  qui  est  bien  de  la  même  forme  que  y'â  — m, 

te  dénominateur  n'ayant  aucune  importance  pour  la  comparaison 
des  deux  quantités. 

La  métm  observation  s'applique  aux  autres  expressions. 

Si  nu  railica!  se  presonlait  sous  la  forme  ^a~\-m  ou  <J m  +  "i 
il  est  clair  qui;  ne  contenant  que  des  quantités  imilives,  il  ne 
pourrait  y  avoir  ni  maximum  ni  minimum,  et  la  valeur  de  x  serait 
toujours  réelle  pour  toutes  valeurs  positives  attribuées  à  m. 

ii98.  Le  radical  ne  se  présente  pas  toujours  sous  une  forme 
aussi  simple  que  cellce^  que  nous  avons  vues  ;  il  peut  contenir  un 
trinôme  du  second  degré. 

PHOBiiHB  V.  Bélemiiner  la  valeur  réelle  de  x  gm  dorme  i  la 
fnhttùn  ^t^'g^'^         w'*''»"  'o  pi^  grande  eu  ia  plve  petite 

Suivant  la  règle,  dom  poMtwis  y^^^^-g  =  «. 

d'otl  mx'  —  Smx  —  .^>m  —  aî  4-  6  =  0, 

ou  x'—  ^   x-'S-i-~=0,  E 

éqna^OD  qui,  résolue  suivant  les  régies  ordinaires  en  coundérant 
m  comme  conuue,  donne 


1-1,4  /mm'  +  iOn 
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Si  l'on  réduit  le  radical  au  mâme  dênominaleur  et  que  l'on 
prenne  ensuite  la  racine  du  dénominateur,  ou  aura 

 3m  +  1      V'ISiii*  —  l-lm  +  1 

2m    ~  2ni  ' 

Pour  que  x  soit  réel,  il  faut  que  la  quantité  sous  le  radical  soit 
positive,  c'est-à-dire  que  l'on  ait  45m' —  Um-j- 1  >  0  ou  tout 
au  moins  égale  à  zéro. 

Le  difficulté  consiste  à  trouver  quelle  valeur  il  ftut  pour  cela 
attribuer  A  m  ;  la  déoompo^tion  du  trlnOme  du  second  d^ré 
[n°  397)  va  nous  donner  te  moyen  d'arriver  à  ce  but. 

Nous  ferons  donc  4Sin*—  14m  -|- 1  égal  A  zéro,  afin  d'en  avoir 
\\%  racines,  ou  bien  remplaçant  ce  qui  est  sous  te  radical  par  la 
quanlilé  égale  45  ^m'  —  ^  +  -  l'y  aura  plus  qu'k 
14  I 

ctiercber  les  racines  de  m' —  77:  m  +  ■j;  =  0,  qui  sont 


^m  +  jg=0,  qui* 
V  (45)'  45 


Itoul  trouvons  id  deux  valeurs  "*  —  g  ^  m  =  -,  donc  les 
bcteurs  en  lesquels  se  décompose  le  trinâme      ~  ^  ">  *{- ^ 

«ml  ""l   ^  """ë' 

etlaquantifé       4E(in>  — 14in-f  1       revient  [n*  S60]  à 

60UI  cette  forme,  on  voit  aisément  les  conditions  qui  rendront 
ce  produit  poùtif,  puisqu'un  produit  de  deux  facteurs  ne  peut 
toe  positif  qu'autant  que  les  deux  facteur»  ont  le  mâms  «gne 
(n.48). 


i72 

Ces  racteon  entre  parenthèses  étiint  bb&mes,  cela  exige  alors 
que  l'on  ait  >»  >  g   ou  au  mmns    m  =  -  ;   ou  bien  que  l'oa 

a.t    m<-  ou 

En  effet,  dans  la  première  hypothèse  savoir  ^ 
m=g,  le  signe        ûa  m   l'emportera  dans  chaque  facteur 

binAme  sur  le  signe  —  du  second  terme,  ou  bien  uti  des  facteurs 
s'aunulaot,  il  en  résultera  dans  un  cas  comme  dans  l'autre  un  pro- 
duit positif  ;  zéro  étant  considéré  comme  un  produit  positif. 

L'bjpotbëse  m  <  ^  ou  >"  =^  rendra  les  deux  âcleurs 
binâmes  négatifs,  ou  annulera  le  produit,  ce  qm  amènera  encwe 
un  résultat  positif. 

La  valeur  de  x  équivaut  doue  b 

"  2^=^  2^   ^ 

et  d'après  ce  que  nous  venons  de  dire  pour  que  x  soit  réelle, 
nous  ne  pouvons  attribuer  à   m  susceptible  ici  de  deux  valeurs 

différentes  qu'une  valeur  qui  ne  soit  pas  au-dessous  de  |  ou 
une  valeur  qui  ne  soit  pas  au-dessus  de  | , 

Il  n'y  a  donc  point  précisément  de  nuaimum  ni  de  tnimmun,' 
mais  en  conddérant  néanmoins  que  la  dmction  donnée  ne  peut 

prendre  de  valenn  entre  g  et  g  les  vdears  dont  cette  Ihiction 

est  susceptible  se  partagent  en  deux  séries  pour  lesqudles  g 

est  an  mimmoin  i  l'^iard  de  celle  qui  peut  pieddie  des  valeurs 

supérieuiee  à  g ,  et  |  eu  contraire  est  un  maiininin  par 

rapport  à  l'autre  série  qui  ne  peut  prendre  de  valeurs  supérieures 
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Le  minimum   m  —  ^    détermine  une  valeur   x  —  H 

le  maximum  ^    donne  une  valeur  x=l 

Ce  que  l'on  peut  vérifier.    [  Voir  plus  bas.) 

SooLiB  I.  Dans  ce  problème  la  question  ne  considère  pas  une 
quantité  qui  doive  Ëlre  nécessairement  positive,  comme  un  nombre, 
une  surface,  etc.,  on  peut  donc  supposer  à  la  fraction  donnée  des 
valeurs  positives  ou  négatives. 

La  manière  dont  cette  théorie  est  exposée  chez  les  auteurs 
permet  de  croire  que  pour  n'importa  quelle  valeur  attribuée  k  x, 
autre  que  celle  qui  détermine  le  maximum  ou  le  minimum,  on 
doit  trouver  une  fraction  plus  grande  ou  plus  petite  que  ce  maxi- 
mum ou  ce  minimum,  maïs  nous  avons  reconnu  que  ce  résultat 
n'avait  toujours  lieu  que  dans  l'bypothèse  de  valeurs  podtîvea  de 
la  fraction  ;  car  cela  n'est  plus  exact  si  l'on  suppose  que  la  fraetùm 
puisse  prendre  des  valeurs  positives  ou  négatives. 

On  remarquera  qu'il  est  admis  que  l'on  peut  donner  h  la  va- 
riable z  toutes  les  valeurs  réelles  qui  ne  sont  pas  interdites  par 
la  détermination  du  maximum  ou  du  minimum  j  par  conséquent 
on  peut  lui  attribuer  des  valeurs  négatives  lorsque  la  questiffa  U 
permet,  et  nous  allons  voir  tout  à  l'heure,  que  même  sans  donner 
de  valeurs  natives  è  la  variable  x,  on  peut  trouver  pour  la 
quantité   m   un  résultat  négatif. 

Ou  fera  attention  aussi  qu'il  est  des  circonstances,  comme  dans 
la  question  présente,  oîi  l'on  peut  supposer  une  valeur  négative 
il  m  sans  que  les  principes  soient  troublés  ;  d'ailleurs  la  décom- 
position du  trinûme  en  ses  facteurs  amène  assez  souvent  et  forcé- 
ment cette  hypothèse;  elenfin  quant  à  X  nous  répéterons  encore 
que  le  but  le  plus  général  étant  d'obtenir  des  valeurs  réelles  pour 
cette  inconnue,  on  doit  souvent  trouver  des  valeurs  natives  d'a- 
près la  nature  de  la  formule  qui  peut  donn»  des  v alems  téeUes 
aoit  positives,  soit  négatives  (n'  853). 

Dans  la  question  qui  nous  occupe,  il  est  clair  que  rien  ne  nom 
interdit  d'attribuer  à  x  une  valeur  négative,  lors  même  que  l'on 
Toudndt  une  expression  positive,  car  nous  ignorons  quel  résultat 
peut  {voveiUr  de  celle  hypothèse,  puisqu'une  fi«ction  est  positiva 
avec  uD  numérateur  et  un  dénominateur  négitiisf  ausû  on  devra 
toi^ours  essayer  ces  valeurs  natives  do  s. 
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Comme  vérification  faisons  seuleaient 
X*  —  6a: — 5 

-1—6 


fraction  donnée 


résultat  plus  p^t  ijne 


tnnimam  dl  b  M»  qid  oomporte  Am  yakan  plu  petttes 

que  g;  eu  foisant  d'antres  hypoQi^i  on  trouvera  tûuipurs 
des  réfiultatf  plus  grands  que  |  ou  pliu  petits  que  |  pour 
toute  valeur  de  a  native  ou  potôtife  diBSretllé  de  5  et  de  7. 

ScaLrelt.  Puisque  en  faisant  a:=— I  la  fraction  devient  —7, 
en  faisant  in=— 7  dans  la  formule  A  on  fi  nous  devons  reirou- 
veï  —1  pour  valeur  de  x; 

Si  nous  prenons  la  fwmule  A,  ^  se  change  w 

_a  ■*rrï4'="=T=*=^*"7  "-7 


~  7  ' 


d'où    a:  =  — 1  et 

Nous  trouvons  deux  valeurs  do  toutes  doux  amènont  la 
quantité  — 7  pour  valeur  de  la  fraction  algébrique  oonsîdérée; 

la  seconde  valeur   ~    Eatisfait  également  t  l'équattoh 


a— 8 


Cel«  nous  tui  voir  qne  cette  dernière  ^notion  et  Féquation  G 
sont  équivateptes  Ipr  m  et  182). 

tesauTU»  sim  lk  calcdl  dbs  valeurs  db  x.  Nous  profiteront 
de  celte  circonstance  pour  faire  remarquer  certains  résultats  d» 
calcul  dont  quelquefois  on  ne  se  rendrait  pas  bien  compte. 

En  effet,  nous  avons  trouvé,  en  remplaçant  m  psr  sa  valeur 
—  3">  +  )  _^  v'2304 
^7,  que  K  étidt^aU  ^'ZTû'  " 

doit  observer  que  la  formule  A  aurdt  pu  rester  lOua  la  forme 
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»m  +  l  ,  .  /i5m*  — 14m+t  ... 
X  =  — ^ —  ±  W  — - — '    et  Bi  alors  oa  remplaça  m 

par  SB  valeur  7  en  prenant  la  valeur  absolue  da  radical  con- 
formémeol  à  ce  qui  a  élé  dit  n'  209,  on  trouve 

/2304  _— n  48 

On  aperçoit  donc  une  différence  entre  les  deux  résultats;  en  effet 

d'un  cfllé  on  a     x=  -—y  ±  — ^     et  ici     x  =  —y  ±: ~ , 

mais  on  reconnaît  facilement  que  la  différence  est  insigni liante, 

puisqu'elle  n'amène  en  réalité  qu'une  difiërence  dons  l'ordre  des 

—  iT^  24  ,  7  . 

racines,  car     -—y  ±  —y        donne        a;  =  —y  =  —  1 

^~  ^^àis  que  l'antre  formule  donne 

U 

a;  =  —  et  z=  —  1,    en  observant  que  pour  obtenir  ces  ra- 

leurs,  il  faut  réduire  les  deux  fractions  au  m£ me  dénominateur,  soit 
7  ou  — 7  comme  on  voudra,  ce  qui  n'exige  qu'un  simple  chan- 
gement de  signe  dans  les  dciis  termes  de  l'une  ou  l'autre  fraction. 

Revenons  maintenant  aux  valeurs  négatives  que  l'on  peut  attri- 
buer à  X  quand  la  question  le  permet.  Si  nous  reprenons  la 
troisième  question  (n°  207]  dans  laquelle  on  peut  supposer  x  né- 
gatif, et  qui  n'admet  qu'un  minimum, 

L'bypolhëse z= — 1, donnera  ~ — ;  =  — i^=— 4=bi, 
■"^  3»fi — x]    — 5+1 

ce  qui  montre  que  la  fraction  donnée  peut  prendre  une  valenr  né- 
gative et  que  cette  valeur  est  pins  petite  que  oelle  résnltut  de 

l'hypoUièse  '=15- 

Supposons  maintenant  s=±7,  tien  résulte 


7(3-7)     -14  7 
valeur  plus  petite  encore  que  celle  résultant  de         —  et  qui 
nous  feit  veir  aussi  que  des  valeurs  posltivea  de  x  peuvent 
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rendre  la  fraction  oégatiTej  par  cwiséquuiit,  si  nous  n'avions  pis 
^onté  que  l'on  sapposait  m  conserver  des  valeurs  positives,  le 
principe  aenit  en  dé^,  puisqu'une  valeur  de  x  différente 

5  64 
de  ^  peut  donner  une  fraction  plus  petite  que  — . 

S  dans  la  formule  F  (n*  397]  on  fait  in= — |,  on  tronie 


Les  deux  termes  sous  le  zadîcal  étant  positifs  à  cause  dn  second 
qui  équivaut  ï  +14,  ce  radical  donnera  des  valeun  rédles 

pour  X. 

On  remarquera  aussi  que  les  deox  valeurs  x  =  l  et  x  = — 2 

conviennent  toutes  les  deux  k  l'équation  -rz  -=—^=m 

16  16 

Cl  i  l'équation  je* — Ba:=  —  =  — — . 

~~  7 

Dans  cette  dreonstance,  k  deraiâre  équ^n  est  âqui¥8lente  de 
la  pronière.  [Voir  n*  SBS.) 

Kow.  Pour  a=— 2  on  a    a:(!S— ar)=— 2(S+2)=— 44. 

PaoBiiiiB  VI.  Dans  le  cas  oii  une  équatioo  conduirait  à  une  VK- 
Icurde  X  telle  que   a:=^m±  y/5{m  +  3)  (m~^j 

dans  laquelle  le  radical  contient  des  facteurs  binâmes  dont  les  se- 
conds termes  sont  l'un  positif  et  l'aulre  négatif,  on  reconnaîtrait 
quelles  valeurs  peut  prendre  m  pour  que  le  radical  soit  positif,  en 
réfléchissant  qu'on  ne  peut  attribuer  à  m,  supposé  positif,  de  va- 
leurs inffeieures  k  ^  et  pour  Vhypothète  de  m  «égtUif,  de  valeurs 
Eiipérienres à  —3,  c'est-à-^  telles  que  — 4,  — I,  —  elc. 
Par  conséquent  toutes  valeurs  de  m  comprises  entre  ^  et 
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—  3  rendraient  le  radical  Imagitiaire;  on  aurait  done  deux  séries 
de  nombres  pour  l'une  desquelles  '>*=^  nrait  un  minimum 
et  m=- —  3  senût  un  maximum. 
La  piendèra  série  se  compose  dle-mâme  d'an  nrïnimnm  qui 

est  ^  et  d'un  maximum  qd  est  l'infini. 

L'antre  série  ne  comprenant  que  des  nombres  négatib,  a  pour 
manmorn  —3  etpourminïmninl'îaBiiiii^atir. 

Ce  que  nom  disons  ici  s'applique  au  problème  T,  éridomnent. 

S09.  Il  existe  une  autre  mélbode  pour  déterminer  le  maximum 
011  le  minimum. 

Reprenons  la  première  question  (n°  295)  :  Partager  un  nombre  a 
connu  en  deux  parties  tellei  que  leur  produit  soiï  égal  â  une  quan- 
tité m. 

Soit  «  l^ma  des  parties  et  a — s  le  seconde, 

on  obtient  x{a  —x]=:  m. 

Afin  de  distinguer  quand  ce  produit  variable  ni  sera  le  pins 
grand  ou  le  plus  petit  possible  (m  devant  rester  positif),  écrivons 
l'équation  tous  le  forme 

aç_je»=î.—  (x'—ax+j'j  =m,  A 
piùs  sons  cette  autre 

On  comprend  ces  transformations  ainsi  que  les  motib  qui  les 
ont  amenées. 

Il  est  viubte  qu'en  ajaiilant  et  soustrayant  -  dans  le  premier 

membre,  on  n'en  dunga  pas  la  nlenri  et  alors  on  a  pu  poser 
l'équation  K,  dont  le  second  membre  contient  deux  termes  dont 

l'un,  entre  parenthèses,  éqidTant(n*S7)k  nn  carré  (|~')  > 
ce  qui  a  pmnis  d'en  déduire  sons  nne  antre  forme  l'équaiion  B 
qui  nous  montre  qne  la  quantité  m  est  la  diflléraice  de  denx 

quantités  pontivat  dont  fqne  ~    est  constanta  et  l'antre 
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-  ■—  esl  variable  et  doit  éfre  retranchée  de  la  preimère; 


par  conséquent   m   alleindra  sa  plue  grande  valeur  lorsque  le 


car  (n*  181)  il  ne  peut  dtre  négatif;  œ  qui  «ige  qii«  l'os  faase 
«SI-,  comme  on  l'a  vu  n°  S95. 

,  Quant  au  minimum  il  sera  zéro  en  faisant  x  =  0  dans  la  pa- 
renlhËse;  mais  alors  l'une  des  parties  est  nulle,  comme  nous 
l'avons  dit. 

Pour  rendre  encore  plus  clairea  ces  sortes  de  questions,  nous 
ajouterons  que  lorsqu'une  quantité  variable  après  avoir  augmenté 
diminue  ensuite,  elle  passe  nêtpssairenieiil  par  une  valeur  plus 
grande  que.  les  iiutres,  qui  est  li;  miijcimum. 

Si  au  contraire  cette  quantité,  après  avnir  diminué  pendant 
quelque  temps  augmente  ensuite,  elle  passe  par  une  valeur  plus 
petite  que  les  antres,  qui  est  le  minimum. 

On  peut  vôir  sur  l'expres^on  x{a  —  te)  =  m,  que  la  varia- 
ble m  suit  ces  altemaUves  d'augmentation  et  de  diminution  ; 
en  effet,  quand  x=0  le  produit  est  nul;  quand  x  deVfent 
égal  6  a  le  produit  redevient  nul;  la  quantité  m  étant  partie 
de  i&ro  pour  revenir  k  zéro,  a  passé  par  une  série  de  valeurs  po- 
«tives;  ses  diverses  variations  se  voient  aisément  sur  le  terme  d 
retrancher  ^-  —  j,j  ;  quand  on  fait  croître  x  ùo  zéro  à  ^ 
le  terme  h  retrancher  diminue  de  plus  en  plus  et  la  quantité  tn 
augmente  en  proportion  jusqu'au  momeut  ob  x  denent  é^l  à 

^   et  ob  m  acquiert  sa  plus  grande  valeur. 
Lorsque  «  d^aese  g,  UtermeèretnmcherrepraaduDe 

valeur  en  augmentant  de  plus  en  plus  jusqu'au  moment  où  x = a 
rend  encore  m  nul. 

Si  l'on  s\ipposait  que  x  prit  une  valeur  supérieure  à  a, 
l'autre  partie  a  —  x  ou  le  premier  membre  de  l'équation  B 
deviendrait  négatif,  par  conséquent  le  produit  m  serait  négatif 
et  croîtrait  de  plus  en  plus  en  valeur  absolue  et  il  n'y  aurait  plus 
de  ma»œum  comme  nous  l'avons  dit. 


terme 


se»  le  plus  petit  possible,  c^ail^diTe  nul, 
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Snous  II.  En  employant  1h  première  mâUKxIe,  on  aurait  pu  se 
servir  de  deux  inconnues,  ainsi  a  étant  le  nombre  donnd, 
te  la  première  partie  et  y  la  seconde,  on  anrait  eu 

x  +  !/  —  a        et        xy  =  7ii 

d'oil  l'on  tire  (n*  265) 

valeurs  que  l'on  peut  discuter. 
300.  PaonJn  Vil,  Déteminer  te  maximwn  ou  If  minimum 

de  ta  fracttan  lîtZÏ" 

Ën  ^[alant  cette  quantité  à  m,  il  vient  finalQmeni 

i  =  m±vV-im-|-5. 

Afm  de  (Jislingiier  les  valeurs  que  m  pftut  prendre  sans  que 
le  radical  devienne  imaginaire,  nous  remplacerons  (n*  298)  ce 
ti'inâmc  par  les  facteurs  en  lesquels  il  se  décompose;  nous  pose- 
rons donc    tn*  — 'ini4-Il=Ô    et  nous  voyons  de  suite  que 

les  racines  seront  imaginaires)  pmfique  l'on  a  "  >  ^  c'est-à- 
dâra  &>  4i  oas  ndius  m$  Im  thmku-  ponmHit  donc  fin 
mises  som  la  forme  ^x-f  +**  (■>*  com- 
parant notre  équation  avec  l'équation  générale  dn  second  degré, 
el  observant  que  ~l~  ^  P  revient  ici  k  — S,  nous  en  con- 
bluroni  que 

m»  —  4m  +  5  =  (m  -  2)'  +  1  [n°  asa) 

le  radical  est  alors  égal  à  la  somme  de  deux  quantités  positives, 
quelle  que  soit  la  valeur  de  m  [n"  i81);  il  n'y  aura  point,  en 
nombres  finis,  de  maximum  ni  de  minimum  pour  la  fraction. 

Les  questions  de  maximum  sont  plus  intéressantes  quand  au  lieu 
de  questions  algébriques  on  en  considère  de  géométriques. 

Or  oburtitra  que  lorsqu'une  question  conduit  à  trouver  une  va- 
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tenr  de  x  reaTenn&iit  un  ladical  avec  un  trinAme  da  secosd 
degré,  on  leooDiuIt  de  strite  si  elle  n'est  pas  snsosptible  de  tnaxi' 
ffium  on  de  miiiînitan,  car  il  safBt  de  rameiier  mentileinent  le 
triadme  à  la  forme  x'-f;»  ■^q  et  de  voir  si  q  étant  positif 

est  plus  grand  que  ^  p*;  car  alors  les  racines  étant  imsginaires, 

le  radical  sera  toujours  positif  pour  toute  valeur  réelle  attribuée 
â  m,  et  il  n'y  aura  ni  maximum  ni  minimum.   (Totr  le  Non.) 

RKKAnQtm.  Les  questions  que  nous  avons  examinées  peuvent 
être  ramenées  à  la  considération  de  la  fraction  rationnelle 

ax*4-bx-\-c  1,    »    ,   1  . 

■j-L'   ■  ■ . — 7—;     qne  l'on  fait  égale  à  m. 
ffar  -\-  ox-\-  C 

m  et  fc  sont  des  variables,  les  antres  quantités  sont  des  coo- 
slantes  potitives  on  natives  pouvant  prendre  la  valeur  zéro. 

Ces  questions  et  celles  conduisant  à  des  résultats  analogues,  en 
ayant  ^rd  &  la  seconde  méthode  (n°  299),  reviennent  à  étudier 
la  variation  du  trinAme  du  second  degré  ax*-\-bx-^c  lequel 
peut  être  ramené  à  la  forme   o[x'  -f  px  -\-  q)  en  faisant 


On  conserve  k  a  son  ugne  et  l'on  égale  à  m  le  trinAme  trans- 
fonné. 

On  pose  diHie  a(«*+^-f'9)=f»> 
Nous  passerons  légèrement  sur  les  conmdéfationB  générales  pour 
arriver  k  une  application. 
Il  y  a  trcns  cas  prindpsux  ft  «msidérer  résultant  des  hypothèses. 

f  Ç  — ï<Oj      î*  ^  =  ?      et      3"  ^—q>Q. 

Alîii  que  l'on  saisisse  mieux  les  rapprochements,  reprenons  le 
problâme  lit,  n*S97. 

De   r  =  ""i      "  v'eni       •—  ar  +  Bat  =  —, 

i(5  — x]  '  m 

Le  jtfeader  membre,  suivant  ce  que  nous  avons  dit,  peut  Atre 
remplacé  par    — &e)  efalotaona 

...    .  .  W 
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La  partnlhùsc  peut  être  considérée  comme  un  triaâine  du  se- 
cond degré  dont  le  lerme   q   est  égal  ï  zéro. 

NouB  avons  donc  Ici    ~ — q>0. 

Les  racines  du  IrioAme  —  5x  ■^■0=0  sont  alors  réelles  et 
l'on  a  x'=  5  et  x"  =  0. 

Od  peut  (n"  256  et  258)  remplacer  le  trinôme  par  la  difléreoce 
dadrax  carrés  ou  (n*  2S1)  parle  produit  de  deux  fadeurs,  ce  qui 
anène 

-((-D'-(¥-»))=^  - 

ou  _lj(a:_5)  (ï— 0)}=^  B. 

Si  dans  la  première  expression,  on  fait  varier  x  de  — «3  k 

la  valeur  léro,  le  premier  membre  ou  son  égal  qui  ponr 

x  = — oo  «vtit  une  valear  inOoie  négative,  croit  de  — m  4 
zéro. 

Cela  Be  comprend  an  se  rappdant  que  (ir  178)  <»±a=aa  et 
en  duervant  qne  [ — oo)*  =  eo*,  lequel  inSni  multiplié  par 
— 1  donne  une  valenr  inSnte  négative,  le  terme  constant  ne 
comptant  pas. 

S  on  dit  croître  encore  x  de  la  valeur  zéro  à  celle  de  -, 

os  veut  que  le  triafime  crott  de  Uxo  à  la  valeur  positive  ^ 

résultant  du  ucond  terme  — ~  entre  parenthèses  muMplié 
par  — i. 

Si  X  continua  de  crollre  de  la  valeur  ^  b  celle  de  la  plus 
grande  radne  5,  le  trinôme  décroît  alors  de  ^  à  zéro;  enfla 

X  variant  de  K  &  -|-  o^,  le  triuôme  diminue  encore  de  zéro 
à  — ao;  d'oti  l'on  voit  que  le  Irinûme  acquiert  une  valeur  maxi- 
I  31 
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piodnît  de  — 1  par  0),  d'ob  l'on  tire  m  = 


mum  —1  lorsque  l'on  fait  x=i  —  f  ~  5'  aioti  qu'on  l'a  vu 


son  égal  ~  a  la  mâme  valeur;  dou  —  =  —  et  m  =  — 

masinmm  de  la  fraction. 

On  a  TU  [n*  S97]  que  pour  x  =  0  ou  x  =  S,  il  en  résultait 
une  valeur  infinie  pour  m,  il  en  est  de  même  encore  ici;  car 
dans  celte  hypothèse  le  premier  membre  de  réqnatîon  A  se  ré- 
duit à'  zéro  et  l'on  a   — conservant  le  ^e  du 

mais   0   étant  positif  ou  négatif,  os  peut  dire  ^Ealement  que 
m = eo,  et  c'est  la  véritable  valeur. 
Les  mêmes  conséquences  se  dédidraient  de  l'équation  D,  et 

l'on  ttowerait que  le  maximmn  résulterait  de  x=-^^-. 

Tout  l'aitiGce  des  méthodes  consiste  à  mettre  l'expresuon  donnée 
on  l'éqnation  résultante  sous  une  forme  qui  permette  de  saisir  &- 
dlement  les  valeurs  que  l'on  peut  attribuer  à  la  variable  m  pour 
que  le  radical  reste  réel,  ou  sous  une  forme  d'équation  contenant 
la  variable  -x  dans  un  membre  et  de  laquelle  on  puisse  déduire 
la  valeur  maxinnim  on  minimum  de  m  qui  occupe  le  second 
membre. 

Nota.  H  faut  observer  que  lorsque  nous  avons  dietehé  quelles 
valenrsonponvaitatttibuer&mponrqueleradical  ^m*—bn-\^ 
ne  fut  pas  îm^baire,  sous  avons,  en  égalant  le  trinAme  &  lév, 
Iroitvé  que  les  racines  de  m  seraient  îmagiDsires;  or,  si  de  I&  on 
concluait  que  te  radical  serait  imaginaire,  on  se  tromperait. 

En  effet,  nous  ne  cherchions  les  racines  de  m'  —  4m  +  5  =  0 
que  comme  moyen  d'avoir  les  deux  facteurs  en  lesquels  pouvait  se 
décomposer  le  trinôme  (n°  257),  pour  ensuite  en  déduire  les  va- 
leurs de  m  qui  rendraient  ces  facteurs  positifs  ou  négatifs,  afin 
que  la  valeur  de  x  filt  réelle. 

Or,  il  est  clnir  que  l'équation  m' — 4ni  +  5  =  0  i 


Digilized  by  Google 


CBiniBB  T.  A83 
racines  imaginaires,  il  en  résulte  que  le  IrMme  m*  ■—  4in  -|-  S 
équivaut  à  la  somme  de  deux  quantités  toujours  positives 
(m — 3)*-f-J,  etqu'onpeutattribuerà  m  telle  valeurrM/eque 
l'on  voudra  sans  que  le  radical  puisse  devenir  imaginaire,  ni  x 
non  plus  par  conséquent. 

Ce  que  nous  avons  dit  sur  la  recherche  des  masitmim  et  des 
minimum  doit  èU-e.  consiiléré  comme  un  abrégé  très-SUccinct  de 
celle  question  dont  le  développement  complet  ne  peut  te  trouver 
dans  un  traité  élémentaire. 
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